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V r w r t. 



JJie örmidzüge der neueren Algebra, wie diese Discipliii aus 
den Händen von Cayley und Sylvester hervorging, sind durch 
das Salmou'sehe Lehrbuch in Jedes Händen. Einige in diesem 
Werke nicht behandelte Capitel findet man in Cajley's „Memoirs 
u^on Qaantics" {Phil. 2V.), in Briosehi's „Tcoria äei covarianti" 
(Ännali), in Fiedler's „Elementen der neueren Geometrie etc." im 
Zusammenhange entwickelt. Das vorliegende Werk entsprang dem 
Beclftrfnisse , auch andere, zum Theil neuere, Methoden und Gesichts- 
punkte einem grösseren ICreise zugänglich zu machen. Ich rechne 
dahin vor Allem die grundsätzliche Anwendung der zuerst von 
Aronhold gebrauchten symbolischen Bezeichnung, ivelche, wie ich 
schon im 59. Bande von Borchardt'a Jouvnal ausgeführt habe, die 
prineipielle Grundlage für alle Gebilde der neueren Algebra liefert; 
sodann die fundamentalen Untersuchungen von Gordan über die 
Endlichkeit der Formenaysteme , welche, auf jene Bezeiehnungsweise 
gegründet, eine Perspective in eine neue Classe tiefer und wichtiger 
Forschungen eröffnet; endlich die weiteren Ausführungen, welche die 
von Hermite begründete Theorie der typischen Darstellungen seit^ 
her erfahren hat. Diese und einige andere Momente, welche ich in 
meinen Vorlesungen seit längerer Zeit hervorzuheben pflegte, gaben 
denselben allmälig eine Gestalt, welche die Grundzfige des gegen- 
wärtigen Werkes lieferte. Indem ich mich aber zu dieser Veröffent- 
lichung entschloss, erwies sich die Beschränkung auf binäre Formen 
als nothwendig; nicht so sehr wegen der Fülle des Stoffe, als weil 
diese Formen allein bis jetzt eine wenn auch nur annähernd abge- 
rundete Fassung der Theorie zulassen. 

Göttingen, den 29. September 1871. 

A, Clehsch. 
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Erster Abschnitt. 

Grundeigenschafteil der Invarianten und Covarianten 
binärer Formen, 



§ 1. neftnltion biiiüver Formen, Lineare Snlistttutionen. 

Im Folgenden wird von tien ganzen homogenen Functionen zweier 
Veränderlichen gehandelt, Diese Functionen heissen binär, weil eben 
nur zwei Veränderliche TOrkommen; sie werden, insofern es sich we- 
sentlich um ihren Charakter als ganzer Functionen handelt, binäre 
Formen genannt, eine Bezeichnung, welche der ZahJentheorie ent- 
lehnt ist. Man theilt sie in Ordnungen nach der Dimension, in welcher 
die Veränderlichen vorkommen. 

Setzt man eine binäre Form «'"■ Ordnung gleich Null und divi- 
dirt durch die n*" Potenz einer Veränderliehen, so kommt in der Glei- 
chung nur der Quotient beider Veränderliehen vor, und man bat also 
eine Gleichung w*"" Grades zur Bestimmung dieses Quotienten vor sich. 
Man kann daher auch die gleich Null gesetzte Form selbst als Glei- 
chung n*™ Grades für das Verbältniss der Veränderlichen betrachten. 
Die Coefficienten einer Form betrachtet man zunächst als Con- 
stanie, und zwar als willkürlich gegebene Constante, so dass zwischen 
denselben von vorn herein- Relationen nicht angenommen werden. In- 
sofern imterscheideu sie sich von veränderlichen Grössen nur durch 
den zufällig gewählten Gesichtspunkt, nnter welchem sie betrachtet 
werden. 

Eine Form w'** Ordnung bat b-|-1 Coefficienten. Geht man, in- 
dem man die Form gleich Null setzt, zu der entsprechenden Gleichung 
über, so kann ein Coefficient durch Division zu 1 gemacht werden. 
Es ist aber wegen des Zusammenhanges der Theorie der Gleichungen 
mit der allgemeinen Formentbeorie besser, auch in diesem Falle alle 
Coefficienten beizubehalten. 

In der Invarianten theo rie werden die Formen insbesondere rüek- 
sichtlich der Veränderungen untersucht, welche sie erleiden, wenn 
man statt der ursprünglichen Veränderlichen lineare Verbindungen 

ClebäCh, TilMllf dsf billU™. =.l?cl,r, romen. 1 
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2 Erster Abaolinitt ünuicleigensehaften dev Inviivianteu 

derselben als neue Veränderlielie einrührt. Seien x^, x^ die urapriing- 
liclien Yeräuderlichen und f(Xj,x^) eine homogene Function w'™ Ord- 
nung derselben. Führen wir nun neue VerÜndcrliulie |^, |j ein mit 
Hilfe der Gleichungen: 

wo die vier Grossen « constante Coefflcienten bedeuten. Alsdann geht 
die Ij'unction f der x in eine andere Function f der S, überj indem 

/'K,i,) = /-(«„|, + »„6„ «„?, + «„« 

=ni„t,) 

gesetzt wird. Die neue oder, wie wir sagen wollen, die transfor- 
mirte Form ist tou derselben Ordnung in den |, wie die ursprüng- 
liche in den x war. Die neuen Coefflcienten enthalten linear die ur- 
sprünglichen Ooeffieienten ; aber sie enthalten ausserdem die Coefflcien- 
ten «, und zwar, der Ordnung der Form f entsprechend, homogen 
in der h'™ Dimension.* 

Die Operation, vermöge deren die neuen Veränderlichen g ein- 
geführt werden , nennt man, weil dabei die linearen Gleichungen (1) 
zu Grunde gelegt werden, eine lineare Substitution, und versteht 
unter dieser Bezeichnung auch wohl die Formeln (1) selbst, deren 
Coefflcienten « dann Snbstitutionscoefficienten genannt werden. 

Damit aber die Gleichungen (1) nicht etwa eine Relation zwischen 
den als unabh'angig vorausgesetzten Grössen a; enthalten, ist es noth- 
wendig, dass diese Gleichungen nach |^, l^ auflösbar seien und dass 
der dabei auftretende Nenner nicht versehwinde. Witre der Ausdruck 



die Determinante der Substitution, gleich Null, so würde nach 
(1) die Beziehung 

oder 

stattfinden müssen, was mit dem Begriffe der x als unabhängiger Ver- 
änderlichen unverträglich ist. Wir nehmen also r jederzeit als von 

* Beispiel einer quadraüsclien Form; 

(('o = %a,i'-l-2aiaiiasi H-fjBji^ 

«', 1= ^0«,! «ii-f-a, («11 Hm + aiaffsi) + o,ksi 0,5, 

(i'j = ao K12' 4- 2 «1 «ji ßj3 + «s «äa^- 
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und Coyarianten binärer Poiinen. — §g 1, 2. 3 

Null verschiedeil an und erhalten demnach aus (1) durch Auflösung 
dieser Gleichungen nach den 5: 

die aufgelösten Substitutionsformeln. 



% 2. Deflnition Aer IiiYariRuteii iiuA CoTarianten btnärei' Formen. 

In der Formentheorie untersucht man nun solche ganze 
rationale Verhindungen der Coeffieienten und der Ver- 
änderlichen, welche his auf eine Potenz von r denselben 
Weith annehmen, gleichviel, oh man sie für die ursprüng- 
liche oder für die transformirte Function bildet. Enthält 
eine solche Veibindnng nui die Coeffieienten, so nennt man sie In- 
variante; enthvlt sie auch iio li die Yerind er liehen, so wird sie Co- 
variante genannt ^ 

Sei TT eine solche ganze iitionaie Function der Veränderlichen 
X,, ce^ und dei Coeffioenten a^ a c welche dii' oben festgestellte 

Eigenschaft besitzt eine Eigenschift welche kurz als Invarianten- 
eigenschaft bezeichnet werden soll Sind dann, wie oben, §j, g^ 
die neuen Yeitndeihchen unl a^ a^ a'^... die Coeffieienten der 
tranaformirten Function /", so muss man die Gleichung haben: 

(1) TT(ö;'(,, ft'j, a'^...; 1,, |^) = r^ TT (»o, a^, %...; x^fX^), 
durch welche die Invarianteneigenschaft ausgesagt wird. 

Durch die lineare Substitution treten an Stelle der x lineare Ver- 
bindungen I derselben, an Stelle der a^, a^, a^... ebenso lineare Ver- 
bindungen dieser Coeffieienten. Daher bleibt jede für die x einerseits 
und für die a^,, a^, a^,.. andererseits ganze und homogene Function 
auch nach der Transformation eine solche. Man schliesst daraus, dasa 
die Gleichung (1) für die verschiedenen, naeli den x einerseits und nach 
den Coeffieienten andererseits homogenen Theile bestehen rauas, in 
welche TT etwa zerfällt und welche unter sich verschiedene Dimen- 
sionen der Grössen zeigen, in Bezug auf welthe jeder einzelne Theil 
homogen ist, oder, was dasselbe ist, man schliesst, dasa diese Theile 
einzeln die Invarianteneigenschaft besitzen müssen. Wir aetzen daher 
im Folgenden immer voraus, dass jede zu betrachtende Invariante 
oder Covariante schon in solche Theile zerlegt sei, und sprechen also 

* Beispiel ßiiier Invariante 1jei einer quadratisclieii Form (vfirj;!. oben); 
((*'ob',-«V) = {a„!ti~a,^) (c(|,Bsä~aijt(ii)' 
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4 Erster Abeohiiitt. üi'undoigensohsvftBn (lov Tnvanantou 

nar noch toh solchen, welche für die x einerseits und für die Ooef- 
ficienten andererseits homogen ainä. 

Es ist aber nicht nötlüg, die Untersuchung der Wirkung einer 
linearen Substitution auf eine zu transfor mir ende Function f zu be- 
schränken. Ea sei eine Reihe von Functionen f, <p, ^... gegeben, 
deren Ordnungen beziehungsweise durch jw, w, jo... bezeichnet sein 
mögen. Dann kann man alle diese Functionen gleichzeitig mit Hilfe 
derselben linearen Substitution trausformiren, und insofern sie hier- 
durch unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt betj-achtet werden, be- 
zeichnet man sie zusammen als ein simultanes System von For- 
men. Man bezeichnet nun als simultane Invarianten und 
simultane Covarianten solche ganze rationale Functionen 
der Coefficienten von f, (p, i>.-., beziehungsweise auch 
von x^, X.2, welche die Invarianteneigenschaft besitzen,* 

Bezeichnen wir die Coefficienten der Functionen f, ip , ip... in 
folgender Weise: 

Coefficienten von f: a^, a^, »^ . . . 



und bezeichnen wir die entsprechenden Coefficienten der transformir- 
ten Functionen immer durch beigesetzte obere Striche, so ist die all- 
gemeinste simult^ane Oovariante bez. Invariante dieser Formen eine 
ganze Function TT der a, b, c, ... x, welche der Gleichung genügt: 
T]ia'„,a\...■,Va,h\...■,^f,,c\...■,i,,i^)=r'■T]{af,,a^...■,\,\...■,c^,c^...■,x,,x^). 
Und aus denselben Grüuden, wie dies oben bei einer Grundfunc- 
tion geschah, muss diese Gleichung erfüllt sein fUr die verschiedenen 
Theile, in welche T\ etwa zerfallen kann und deren jeder für jede 
der Reihen 

* Beispiel zweier (jiiadratisolieii Pormeii: 

Transfoi'Biii'te Coefficientea: 

(t'o— «0 «ii' + 2 «I "li «81 + a? "21 ' 

a\= a„ttn o,j + a, {a,, »■„ + a,iO,{) + a? un a,, 

I)'o= bafii' + 26x«ii "u 4- öi"!!^ 

Vi = \"U «is + h (ff,, ßsa + K|ä Qji) ■+ bjHji Has 

Simultane CovLiriante ; 

, <t'o^i + «'i^! &'oli+i'i?2 I [aoiC, -FtSjOta hw, + biX3\ 

l«'ili + «'sb &'i I, -H fc'ä gl I ~ ' I an», -t- «la^i 6ia;i-l-&ja^|" 

Simultane Invariante ; ' 

{a\li\ ~ 2a\ Vi + u'ih'o) = r^ {doig - 2«, b, + «s^c). 
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und Co variaalten binär« 



homogen ist, wäkrencl die eipzelnen Theile durch verschiedene Dimon- 
sionen in Bezug auf irgend welche dieser Reihen sieh unterscheiden. 
Man iaim also auch hier immer voraussetzen, dass jede zu betrach- 
tende Invariante oder Covariante bereits so zerlegt eei, und sich daher 
auf die Untersuchung solcher Gebilde beschränken, welche bereits für 
jede einzelne der obigen Reihen homogen sind. 

Endlich Itann man das Gebiet der zu untersuchenden Bildungen 
auch dadurch erweitem, dass man neben einer Reihe von Veränder- 
lichen x^, X2 deren mehrere andere 

^1, y^i ^i, ^2--> ■■■ 
einfuhrt, doch so, daas sie sämmtlich derselben linearen Transfor- 
mation unterworfen werden und durch sie gleichzeitig auf die den 
i,^, lä entsprechenden Reihen von neuen Veränderliehen führen; 

Vi, %; £i> ii) ■■■ 
Dabei sind also t|^, y^ mit %, % und ?,, «^ mit ^j, g^ u- s. w. 
durch dieselben GleichLingen verbunden, welche zwischen x^, x^ einer- 
seits und 1^, 1^ andererseits bestehen, also durch die Gleichungen: 

Erweitert man den BegrifP der Covarianten nun auch in Bezug 
auf die Anzahl der in denselben vorkommenden Reihen von Veränder- 
lichen, 80 ist jetzt eine solche definirt als ganze rationale Function 
ihrer Argumente, welche der Gleichung genügt: 

/g-, T\{a',„a\...; h\,h\...; c\,c\...\ ...|i,lai tj^jj^; gi,?^;...) 
^ ,= »^ TT(öo,«i,..; &i,,öi...; c,,,Ci...; ...x^,x^\ ViiV^'i ^ti^i'i---)- 
Und man kann auch hier wieder, ohne der Allgemeinheit Ein- 
trag zu thun, voraussetzen, dass TT homogen sei für jede einzelne 
der Reihen: 

u. s. w. 
Dieser allgemeinste Begriff der hier zu betrachtenden Formen soll 
weiter unten an einem System linearer Formen erläutert und damit 
zugleich die Grundlage für die Untersuchung eines heliebigen For- 
mensystems gewonnen werden. 
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6 Erstei- Abschnitt. Gruiideigenschtiftcn dei' Tnvairiivnten 

% 3. Operationen, welvlie die IiiTariftiiivueigcusvliafi nicht annieben. 

Ehe ich mich zu der Betrachtung der Systeme von linearen For- 
men wende, wertle ich zwei Sätze beweisen, die bei derselben sofort 
angewendet werden. Der erste dieser Sätze ist folgender: 

Wenn TT in Bezug auf die Coefficienten jetler 
der Formen /, tp, tp... und jedes der Paai-e von Ver- 
änderlichen X, y, s... homogen ist und die Inva- 
ri an tenei genschaft besitzt, wenn ferner i^ eine Form 
von gleichem Grade wie /'ist, und den Coefficienten 

«ü, %, ög . . . 
von /' einzeln die Coefficienten 

von F entsprechen, so besitzt auch die Function 
0TT OTT 5TT 

die Invarianteneigenschaft, sobald n\ir die Func- 
tion F dem simultanen System /', ip, ifi . . . hinzuge- 
fügt wird.* 
Dieser Satz ist leicht zu beweisen, Denn da über die Coefficien- 
ten von f, ip ... gar nichts vorausgesetzt wurde, so ist bei der Fest- 
stellung der Eigenschaften von TT die Function f eine beliebige Form 
n^' Ordnung, und diese Eigenschaften ändern sich nicht, wenn man f 
durch irgend eine andere Form w*™ Ordnung, etwa durch f-\-hF er- 
setzt, wo fc eine beliebige Grösse ist. Bildet man nun für die so mo- 
dificirte Function TT die Gleichung (2) § 2. und ordnet auf beiden Seiten 
nach Potenzen von li, so muss die Gleichung noch für jeden Werth 
von k bestehen; die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von h 
müssen auf beiden Seiten einander gleich sein, d. h. die Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von li in der Entwickelung von TT müssen 
einzeln die Invarianteneigenschaft besitzen. Ist nun die Entwickelung 
der Function TT, nachdem in derselben ö!„ + A;«g, a^^-\-'ka^ u. s. w. für 
fflfl, «[... gesetzt ist, der Ausdruck 

n + fcn, + ..., 

so hat also auch TT^ die Invarianteneigenschaft; aber diese Function 
ist das erste Glied der Entwickelung, welche eintritt, wenn man die 
Function TT, für die Argumente a^-^-TiK^, c(| + ^«i--- gebildet, nach 
den Grössen a^, «^ u. s. w. entwickelt, also 



* Gayley, fmirth Memoir »pow Quantics, Pkü. Tr.Bd. H8. 
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nnd CovLU-iitJiten tiniii-er Formen. — §S 3, '1- 7 

wodurch der obige Satz bewiesen ist. 

Der zweite Satz, welcher im Folgenden angewendet ^verden soll, 
bezieht sich ebenso auf die Vermehrung der Reihen von Veränder- 
lichen., wie der vorige auf die Vermehrung der Functionen. 

Kommt in TT irgend eine Reihe x^, x^ von Ver- 
iinderlichen vor imd sind t^, (^ zwei denselben Trans- 
i'ormafcionst'ormeln unterworfene Veründevliche, so 
besitzt auch die Function 

die Invarianteneigenschaft. 
Der Beweis dieses Satzes wird dem des vorigen ganz analog ge- 
führt. In M stellen die Grössen iC,, x.^ irgend zwei Veränderliche vor, 
welche den Substitutionsfonnelii (1) § 1. unterworfen werden. Den- 
selben Formeln unterliegen die Grössen a^j-j-Ji,, x^-\-\\^ in welchen 
fc eine ganz beliebige Grösse ist. Die Function TT behält also die In- 
varianteneigenschaft, wenn man in derselben a^j, X^ durch 3:^-^-/1;^^, 
x^-\-'\!,t^ ersetzt, und zwar hat sie dieselbe dann uuabhimgig von dem 
Werthe von h. Entwickelt man nun die aus TT entstandene Function 
nach Potenzen von fc; 

n -1- ^n^ -I- . . . , 
so haben alle Coefflcienteu dieser Keihe, also auch TTj, dieselbe Eigen- 
schaft. Aber /cTT^ ist das zweite Glied der Reihe, welche man erhiilt, 
hidem man die modificirte Function TT nach den Potenzen von fcf^, 
Zeig dem Taylor'schen Lehrsatze gemäss entwickelt. Es ist also 

' ^^X^^ Sajg' 

un<l die'--e Fmiction hat dip Invarianteneig ensehaft was zu bewei- 
sen war 

Bei der Anwendung dieser baUe auf eni bjstem linearer For- 
men zeigt hich nun sofort, dass dei letzte Satz als besonderer Fall 
des ersten aufgefissfc werden kann, ja, da'^s man die Veränderlichen 
3^1, j:^, 3/1, i/i giii^ enthehren kann, indem ludu mii das betrachtete 
bystem simultaner Formen um die entspi ethende Anzihl linearer 
ioiiiicn \umchit 



§ 4, liiiicarc l'oriiieii. Traiisforuiatioii ihrer Coefflcieuleii, 

Ea sei 
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8 Erttov Abschiütt. Gruii<:leigeAiiii;liitfl.eii ilei' InviU'iautKii. 

irgend eine lineare Form, Setat man in dieser für die x die Aus- 
drücke § 1. (1) ein, so erhält man: 

^ß'x^i + f'.^r 
Während also für den Zusammenhang der x mit den | die Sub- 
stitationsformeln gelten; 

oder 

SO erhält mau zwischen den Coefficientea einer linearen Function in 
der ursprünglichen und in der transformirten Form die Beziehmigen : 

oder aufgelöst: 

>•»,= «„»;,-«„<.', 

Zwischen den verschiedenen Systemen von Gleichungen (1), (2), 
(3), (4) besteht eine merkwürdige Analogie. Die Gleichungen (1), (3) 
einerseits, sowie (2), (4) andererseits zeigen rechts dieselben Coof- 
licienten k, nur sind die Coefficienten , welche in dem einen System 
eine Horizoutalreihe bilden, in dem andern in einer Verticalreihe 
enthalten und umgekehrt, was man dadurch ausdrückt, dass man die 
Determinante 



des einen Systems der Determinante 



des andern gegenüber transponirt nennt. Man hat also den Satz: 
Die transformirten Coefficienten drücken sich 
durch die ursprünglichen mittelst Gleichungen der- 
selben Form ans, wie die ursprünglichen Veränder- 
lichen durch die transformirten, und zwar ist nur 
die Determinante des einen Systems von Gleichun- 
gen transponirt gegenüber der des andern. 
Dieser Satz bleibt noch richtig, wenn man beidemal die Worte; 

ursprünglich nnd transformirt vertauscht; er giebt dann die aus 

der Betrachtung von (2), (4) fliessende Eigenschaft. 
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miü Covavifi.iiteH biiiiu-ur Foiiueii. — §§4,5. 

Aber die Betraclitung der Systeme (2), (3) [oder (1), (4)J lehrt wei- 
ter, dass man den folgenden Satz aussprechen kann: 

Die Grossen x^, '£^ gehen (abgesehen von einem 
Factor r) bei der Transformation in |,, 1^ mit liilfe 
derselben Formeln über, mit deren Hilfe die Grös- 
sen «2 und — ffi, in «'^ und — a'i übergehen. 
Da nun das Auftreten eines weitem Factors r bei der Transfor- 
mation an der Invainanteneigenschaft niclits ändert, so geht daraus 
der Satz hervor: 

Eine Function IT, welche die Veränderlichen ic^,^;^ 
enthält und die Invarianteneigenschaft besitzt, be- 
hält dieselbe noch, sobald man x^ und x.^ durch die 
Grössen a^, —a^ ersetut, wobei a^ja^ die Coefficien- 
ten einer linearen Function sind. 
Man sieht hieraus, dass, wenn man den Begriff des simultanen 
Forinensjstems einführt, die Covarianten überhaupt aus der Betrach- 
tung ausgeschlossen werden können. Denn an Stelle jeder Covaiiante 
kann man eine Invariante einführen, hei deren Bildung nur das simul- 
tane System um so viel lineare Formen vermehrt ist, als Reihen von 
Veränderlichen in der Covariante existiren. Und von einer solchen 
Invariante ist es immer sofort möglich, zu der Oovauiaute zurück- 
zukehren, indem mau die Coefficienten 

a^^ -dj; ö„ -6,; ... 
der eingeführten linearen Formen wieder durch die Reihen von Ver- 
änderlichen 



§ 5. IiiYariaiitea, welclie aus den Coefftelenten einer oder zweier 
linearen Formen gebildet sind. 

Ein eigentlicher Gewinn von dieser Auschauunga weise tritt nur 
bei Systemen von linearen Formen hervor, au deren näherer Betrach- 
tung ich mich jetzt wende. Denn man sieht, dass jede Covariante 
eines aolchen Systems vermöge der obigen Bemerkung durch eine In- 
variante eines Systems ersetzt werden kann, welches einige lineare 
Formen mehr enthalt. Wenn wir daher alle mögliehen Invarianten 
solcher Formensysteme, unabhängig von der Zahl der zu Grunde ge- 
legten Formen, bilden können, so können wir alle Covarianten der- 
selben sofort ableiten. 

Nehmen wir also ein beliebig grosses System von linearen Formen 
als gegeben an: 
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10 Tli-stei: Abiiolmitt. GruiKleigensohafteii der Invarianten 

A = a^x^ -\- a^x^ 

und suchen alle aus diesem ku bildenden Invari «uteri'. Zunächst kann 
man leicht eine Zahl von Bildungen angeben, -welche die Invarianten- 
eigenschaft besitzen. Es sind dieses die aus den Coefficienten je zweier 
der f^egebeiien Formen gebildeten Determinanten. In der That hat 
man analog den Gleichungen § 4, (3) für die Coefficienteii der traiis- 
formirten Formen die Ausdrücke r 



daher 

wo nach dem MiilUplicatioussatK der Determinanten die rechte Seite 
sofort in die Pactoren 



b.,\ 



zerfiillt. Man hat also 



d. h. die Determinante zweier linearen Functionen hat die 
Invarianteneigenschaft. 

Da im Folgenden solche Determinauten, wie die obige ist, sehr 
häufig vorkommen, so empfiehlt es sieb, für Ausdrücke der E'orm 

eine einfachere Bezeichnung einzuführen. Ich werde sie immer durch 
(ab) bezeichnen, so dass also 

{a^^a^h^ — i^a^ — — (ia). 
Man kann nun folgenden Satz heweiaen : 

Jede Invariante von einer Anzahl linearer For- 
men ist eine ganze rationale Combination der De- 
terminanten vom Typus {ah'), welche sich aus den 
Coefficienten der Formen zusammensetzen lassen. 
Ehe ich zu dem Beweise dieses Satzes für eine beliebige Anzahl 
linearer Formen übergehe, werde ich ihn für Systeme beweisen, 
welche aus einer oder zwei linearen Formen bestehen. 
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und Coviiriiinten Innürtii- Fünueii, — § 5. H 

Ist eine einzige form 

gegeben, TT eine Invariante derselben, so muss nnui iils Definition von 
TT die Uieichung haben: 

wo a\, a'2 durch die Gleichungen (1) mit a\, a'^ verbunden sind. Nun 
muss diese Gleichung fftr jede lineare Substitution bestehen, z. B. auch 
für die folgende; 

WO die 6 beliebige Grössen sind, deren Verhü,ltniss nur von dorn der» 
verschieden ist, so dass 

r^a^iij — ?)^«a 
nicht verschwindet. Tu diesem Falle ist 

u\ = 0, a\ = r, 
und die Gleichung für TT geht in die folgende über: 

n(0,j") = r^n («,,«,). 
Da TT als eine homogene Fnnction seiner Argumente vorausgesetzt 
wurde, so folgt hieraus 

^(a„»,) = C.r^ 
WO C eine reine Constante ist. Aber zugleich muss ji verschwinden, 
da r die ganz fremdartigen Grössen b^, h^ enthält. 

Es giebt also keine Invariante einer linearen 
Function, die evidente abgerechnet, weiche aus einer 
reinen Constante besteht. 
Wenn dagegen zwei Formen 

B^b,x^ + b,x, 
gegeben sind, so ist diu Deflnitionsgleichung für TT: 

n {a\, a\, l\, b'^ = r^ n («1, %, 6„ ^O- 
Benutzen wir nun wieder die Gleichungen (2) als Substitutionf.- 
formeln, so haben wir 

a, X, + a.,x.,= («, 6, - h, a.,) . ^, 
b^ x^-i-h^x^^— («[ fcj — b, o^) . i^ , 
also 

a\ = , a'^^r 
b\=-r, b'l = ^. 
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12 Erster Äljiiyhuitt. öruadeigüusoliafUin der Invarlajiteti 

Diu Defiüitionsgleichimg für TT verwandelt sieh, dadiirch in 

Die linke Seite geht nun in eine reine Conatante Über, mnltiplieirt 
mit einer Potenz von r, und man hat also den Satz: 

Jode Invariante zweier simultanen linearen For- 
men ist eine Potenz dev Determinsinte ihrer (Joeffi- 
ci eil ton. 
Es ist dabei vorausgesetzt, tiass a^lj^ — 'b^a^ nicht verschwinde; 
eine Voraussetzung, welche erlaubt ist, da alle zu betrachtenden For- 
men stets allgemein, also auch von einander unabhängig gedacht 
werden. 

§ 8. Fiiiictloiipii von zwei Kcüipu gloicliartiger GrSssfn. Operationen, 
welche im Folgenden benutzt werden. 

Der Beweis des allgemeinen, im vorigen Paragraphen angegebenen 
Satzes , sowie eine grosse Anzahl anderer Folgerungen dieser Theorie 
. stützt sich auf eine Formel, welche im Folgenden entwickelt werden 
soll. Dieselbe bezieht sich auf eine ganze ratioasvle Function/', welche 
zwei Reihen von Veränderlichen in homogener Weise enthält, Sie 
zeigt, wie jede solche Function aus einer gewissen Anzahl von For- 
men, welche nur eine Reihe von Veränderlichen enthalten, vermöge 
gewisser einfacher Operationen zusammengesetzt werden kann.''' 

Diese Operationen sind, nur wiederholt angewendet, dieselben, 
welche schon im zweiten Satze des § 3. henutzt wurden. Ich will sie 
hier mit solchen Zeichen hinschreiben, wie sie sich auf Grössen beziehen, 
die oben Veränderliche im eigentlichen Sinne genannt wurden; sie 
bleiben wegen der in § 4. gezeigten Vertauschbarkeit von Veränder- 
lichen mit Ooefflcienten linearer Formen auch für solche in allen ihren 
Eigenschaften bestehen, und sind dann besondere Fälle der im ersten 
Satze des § 3. erwähnten Operation. 

Es sei ?| = 9? (i^i, %; j/i, »/ä) eine Form, welche homogen vom 
Grade m in a:,, x.^, homogen vom Grade n in j/,, y.^ ist. Die beiden 
Ausdrücke 

in welchen die neuen Argumente füi- die hneare Transformation genau 
die Eigenschaften der ursprünglichen haben, sollen, nach Potenzen 
von k geordnet, die Entwickelungen geben: 

* UnterBuchungen, welche den hier und in den folgenden Paragraphen gefühi-ten 
ganz ähnlich sind und au denselben Beaultaten fähren , sind seitdem veröffeatlicht 
von Herrn Gordan in Band III der matheraatisohen Annalen. Die einzuführen- 
den Operationen finden aioli schon bei Cayley, Afein. Hw les hypei'd^t&-niinants, 
Crelle's Journal Bd. 47. 
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= y + ^>^yH- '"-''V' -''^'y + ---+A"^-y, 

(1) * '-^ 

Die Bildungeü 

(pj ^<p f zi^ <fi . . . 
sind von absteigenden Ordnungen für die x, von der m'™ i 
von aufsteigenden für die y, von der #=" beginnend; ebenso sind die 
Äi:^ drücke 

ipj Df, I^^f ■ ■ • 

von absteigenden Ordnungen für die y, von aufsteigenden für die x. 
Jedesmal hängt die letzte Bildung nur noeli von einer Reihe von Ver- 
änderlichen ab und ist in Bezug auf diese von der (mj+w'/^" Ordnung. 
Die Bildungen D''tp, ^''tp sollen, einem Ausdrucke der analytischen 
Geometrie entsprechend, als Polaren von 9) bezeichnet werden. 

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen (1) durch q;' 
und ip", so hat man offenbar 

d(p" __ dtp" d(p" 

~^ ~ ^^ Wi *" ^ ' 

Führt man aber in diese Gleichungen die rechten Theile der Gleichun- 
gen (1) ein und vergleicht dann auf beiden Seiten <lie Ooeffidenten gleich 
hoher Potenzen von K, so erhält mau die Beziehungen: 

, 1/Sm, d(p\ -,. 1/Sfp, 9cp\ 

^^= m l^'9^, + y^9^j' -^^^ ¥ i^^r^;- +^^9^ 

(2) '^'f'~m-i\^'dx,^^'^)' ^f^~n-lV' 8y,^^' dy^ ) 

„ 1 / dzl^q> , dzfi<p\ _ 1 / dD^<p , 3i)V\ 

Man sieht hieraus, dass z/9, ^^9 . . . und D^, D^(p . ■ . nur wie- 
derholte Anwendungen der beiden Operationen z/9) und Dip sind, 
wobei denn die Operation ^^ dadurch definirt wird, dass man nach 
den X differenzirt , mit den 1; multiplicirt und die Summe beider Pro- 
ducte durch die Ordnung der differenzirten Function in den x divi- 
dirt; bei der Definition von Dq> vertauschen nur die y und die x ihre 
Rollen. 
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14 Ersts;r Abscimitt. Grundeigenediaften der Inviinsiiiteii 

Indem mau die Operationen ^''(p, D''(p als Wiederholungen der- 
selben Operationen -^f, Df auffasst, sieht man sofort, dass 

Eine andere Eigenschaft dieser Operationen ergiebfc sich aus den 
Gleichungen (1). Setzt man in diesen yl=■!C^, J/ä — ^ai ^'^ verwandeln 
sich dieselben in folgende : 

(1 + l'r ■ 9 -^ <P + ~?.^<p+ ^'^2^ ^'^^'P + ■■■ 

(l + A)''.<p--:.-9, + ~A_D9,-f^=.h^D>+ ... 

Die Vergleichung der Coefficienten von A giebt nun 
tp = ^(p^ jd^ (p . . .^I)(p--= D^ip . . ., 
und Boniit den Satz : 

Für «/, = 3;j, y^ = x.^ werden die Werthe der Aus- 
drucke der ^''ip, ^ffi silmmtlieh gleich dem Werthe 
von y. 
Ausser den Operationen ^'9, D''(p werden wir im Folgenden noch 
eine Operation anwenden, welche durch Ü-tp, in wiederholter Anwen- 
dung durch ß-qo, ß^9 ... bezeichnet werden soll. Diese Operation 
wird durch die Gleichung definirt: 

so daMs also weiter: 

il^(p = 



m — l.n — l \ßx,dy2 ^Pi ^^J 
1^ rp 3^ ß^ q5 



Diese Functionen sind sowohl in den x, als in den y von abstei- 
gender Ordnung. Die Operation ß hängt mit den Operationen A, D 
genau zusammen, wie aus folgendem Satze hervorgeht: 

Bei successiver Anwendung der Oper atiouenz/,ß 
oder der Operationen I) , ß ändert die Reihenfolge 
der Anwendung das Resultat nur um einen numeri- 
schen Factor: es ist nämlich 
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Von diesen Formeln braucht man nur eine zu beweisen; denn 
durch Vertauschung der x mit den y geht eine in die andere über. 
Nun ist alier nach (2), (3): 

M.tt-l.m+l.ßZ). 






oyJ% ^ 'd^2<^y\ 'Sxjy.dy^ 

^'■dyS.&x^dy^ dy/tixj ^dy^Kdx^dij^ dVi^xJ 
.m.n.n~\.DSi<p, 

w. z. b. w. 



g 7. Darstellung oioor Function zweier Reilipu you Verander Hellen durch 
die Polaieu von Funittionen, welche unr eine Iteihe ciitlmlteu. 

Man iiberzengt sich nun zunächst leicht von der Richtigkeit der 
■ Identität 

(1) /,-zii)/'i--'!-j(»,,)a/; 

Es ist niimlich 

für die rc von der (m 4- 1)*™ Ordnuug ; dalier 
n(m+\)JDf 

df , df , d'f , 8«/- d'f , S'f 

was die zu beweisende Gleichung ist. 

Vermöge der Gleichung (1) leitet sich die Form f aus den beiden 
Formen Df und ^f ab, welche heide die y zu niederer Ordnung als f 
enthalten. Wendet man nun die Gleichung (1) in gleicher Weise auf 
Df MoA ß/' an, so erhält man diese ausgedrückt durch Functionen, 
welche die y abermals zu niederer Ordnung enthalten, und es wird, 
indem man so fortfährt, schliesslich alles auf Functionen von x,, x. 
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allein zur (ick geführt. Die hieraus für f folgende Darstellung wollen wir 
nun genauer untersuchen. 

Ich behaupte, class unter Anderm sich für /'folgender Ausdruck 
ergieht, in welchem fc < ra und in welchem die a numerische Coeffi- 
cienten bedeuten: 

ein Ausdruck, welcher, wenn mi-<[n, und h > m, schon abbricht mili 
dem Glieds 

indem ß^ + 'Z" itlentiscli verschwindet. 

Der Ausdruck (2) geht für 7c = 1 in den Ausdruck (1) über; um 
die allgemeine Giltigkeit dieser Darstellungsavt nachzuweisen, ist also 
nur nöthig, zu zeigen, dass sie für li-^l richtig ist, wenn man für 
ft sie als richtig annimmt. Indem wir diesen Beweis führen, ergiebt 
sich zugleich eine reeurrente Formel zur Berechnung der Coeffieieuten a. 

Die Functionen 

sind von den Ordnungen m-^-hy m-\-li — 2, m + fc — 4... in ilen x, 
überhaufit i?''^"~^ß*/" Ton der Ordnung m + Ä — 2 A. Wendet man daher 
auf die Function Sl^I^~^f die Gleichung (1) an, indem man diese 
Function an Stelle von /'treten l'ässt, so erhält man: 

IW + K — 2A-|- i 

Das zweite Glied dieses Ausdrucks kann man mit Hilfe der Glei- 
chungen (4) umgestalten, indem mau die äusserate Operation Si mit 
den h~ l Operationen D snceeesiye vertauscht. Mau erhält nach der 
zweiten Formel (4) des § 6. : 






und es wird also 

Führt man die hieraus entspringenden Ausdrücke der Functionen 
in die Gleichung (1) ein, so erhalt man zunächst: 
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üviil Covarianteii bJiiiVrer Pormei!. — ^ 1- 17 

+ ;j4:i+T ^" K^J/) -ö" ßn -1- ,^^^^ (^y) ^'^■' [C^!/) -O*- ßY] 

Der erste Tiieil dieses Ausdrucks hat schon eine Gestalt, wie aie 
aus (2) hervorgeht, wenn mun J; in h+\ verwaudelt. Um dem zweiten 
Theüe dieselbe Gestalt ku geben, bemerke man, dass, wenn ip eine 
Function fi*" Ordnung in den x ist: 

J [{x y) 'p] = ^^ [ip^{xy) + t>.{xy)z}cf>\, 

oder da J{xy) = {yy) identisch verschwindet: 

zS[{xy)(p\=-^^{xy)J<f>. 

Durch wiedorholtu Anwendung dieser Formel hat man: 

Setzt man n\in t — A für A und D'~~^ &J'~'^^ f l'Ür ip, so niuss man 
ft = )j; + ft — 2A — 1 setzen , und es wird ^Iso : 

J-'-^ \{xy) I)^--^ il'-+^ n - --^^^21 ^^-''^ ^''"^ ^^'''""^ ^^'"' ^' 



Führt man dies in (3) < 


jin , so nimmt /' in doi 


■ Tlmt die mit 


i2) 


analoge 


Forin an: 














(4) 


f.^.j'-Kjy 




S.'f+.. 






nüd zwar 


siud dabei 


die Grössen «" + " an 


s-deu 


Grössen 


a'' 


n f.uaam' 


mengesetzt mit Hilfe 


folgender Formeln: 












a,'^^"-^K^' 


^»i + /i.m + i+ 1 












b/ + " = «,« 


,., , (">-l)' 




:, 








' m + Ä-2.m + fc- 


-1 ' 




(ö) 




-^«3 




Üp- 






Cj," 1-'* =(Zp' 


^)>( — jj + l)- 


.(('"l. 
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Setzt man in (2) nun k^n, so gehen die Fmictionen 

D»/, D—^ilf, !)'■-■' £i'f,... 
in Functionen von x^, se^ allein über. Indem wir nun den oben de- 
finirten Begriff der Polaren einer Function benutzen, haben wir fol- 
genden Satz bewiesen: 

Jede Form f, welche von der m'^" Ordnung in 
den x, von der w'™ in den y ist, lüsst sich aus den 
Polaren der Formen 

D"f, D«-' Hf, D^-'^ii^f, . . . 
welche sämmtlich nur die x enthalten, und aus Po- 
tenzen von {xy) zusammensetzen, so dass identisch 
/■:= z/" B- f+ Kj'") (xy) ^-^ D"-' Slf 

+ Ka«"' {xy)" ^"-* J)''-=ßY+ ■ •■ , 
wo die tt numerische Coefficienten bedeuten.* 
Es knüpfen sich hieran noch folgende Sätze: 

1, "Wenn eine nach Potenzen von (xy) fortschrei- 
tende Reihe, deren Coefficienten Polaren sind, ver- 
schwindet, so verschwindet jedes einzelne Glied, 
Sei die Reihe 

A + {xy)B + (xyfC + ..., 

und nehmen wir an, dieselbe verschwinde identisch. Setzt man ;i; = j^, 
so verwandelt sich A in die Function, deren Polare Ä war. Die 



(6) 



* Als Beispiel will ich. die beiden Fülle m = 2, ii — 2 und m = 3, n = 2 her- 
setzen, welche insofern etwas verschiedenen Charakter zeigen, als die Summe in + n 
einmal gerade, einmal uugei-ade ist. 

f=y,'{ax,^+'ibx,Xi+ca^^)+2y^yi{a'x^^-\-2h'a:,iCt+D!Ci') 

Sif=Vi [(«'-&) *i + {V-e)x,] + yi [(a"-&')», + (V'-e') x^] 
Daf=(a'-b)x>^ + (fl"^c)XiXj-¥Q>"~<i-)xJ' 
ÜY=c + a"-26'. 

f =:y^{aXi^+S})Xi^iei^ZcxxX^+dXi'^+2yiyi{a' x,'-¥ili x,''x<,+Sc' XiX^-\-d'xi^ 
+ !/e' («" a'i ' -I- 3&" ic, * (Ci + 3 e" «1 iCi* -1- d" arj^) 

+ (2 d' 4- .? c") a:, Xi* + d" x^" 
af = y^l{a■-b)xi' + 'i{b^-c)x^Xi + {c^-{[)Xi^■Vyi[{a^^-b')x^^ + ^i^>^^-c')x^x, 

+ {o"-d'}x,^ 
DSlf = {a'-h)x,^ + (V + a" ~ 2c)xt^^Xi + (26" -d~ c) x, Xi' + (e" - d') V 
ßY = («^ + "" - 2 '>') ^1 + (^ -t- V' - 2 c') X3. 
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und CoTii.rianten biiiüi-ei' Formen, — § 7. 19 

übrigen Glieder der Keilie werden Null, und es folgt also, dass dieae 
Function Null ist. Aber dann ist auch ihre Polare A gleich Null, 
d, h. der erste Terin verschwinilet für sich. Nunmehr kann man die 
Reihe durch {X'i/) dividiren und erhält die ebenfalls verschwindende 
Reihe 

B-\-ixyjC->r.... 
Man beweist nun wie oben, dass aneh S fiir sich vei'schwindet, 
alsdann nach abermaliger Division mit {xy), daaa C iär sich ver- 
schwindet u. B. w, 

2. Eine gegebene Function zweier Reihen von 
Veiänderlicheu ist uur auf eine Weise so nach Po- 
tenzen von {y;j;) entwickelbar, dass die Coefficieiiten 
Polaren sind. 

"Wären zwei Eutwickelmigen 

Ä + (xy)B + {xyfC... 
und 

A + ixy)B + (xyfr... 
denkbar, so hätte man 

(^ - A) + {xy) [B - S) + {xyy{C-r)...-^-0, 
also nach dem vorigen Satze 

^^A, J5.-B, c=r,... 

d. b. die Eutwickelungen wären identisch, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

3. Bei einer Function zweier Reihen, welche durch 
Vertauschuug derselben sich nicht ändert, treten 
nur Grlieder auf, weiche die geraden Potenzen von 
[xy) enthalten. 

In diesem Falle müssen die Ordnungen m und n gleich sein; 
daher haben auch die einzelnen in (B) auftretenden Polaren die Eigen- 
schaft, durch Vertauschung der x und y sich nicht zu ändern. Ist also 

f=Ä + {xy)B + {xijYC+{xyfD..., 
so ist auch, nach Vertauschung der x mit den y: 

f=A^(x,j)]l + (xyfC-{x,i)'II..., 
also wenn man diese Gleichung von ■ der vorigen abzieht und durch 
2(xy) dividirt: 

0=rB+(3^)/)^D+. ,, 

daher identisch 

und also 

f=A+{xyfO^..., 
was zu beweisen war. 
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§ S, B e still mm II g der Cue/ficieiitöii «. 
Es ist nicht ganz leicht, von den Formeln (5) zu einer iudepen- 
denten Darsttillung der Coefficienten a iilDerangehen. Eine solche findet 
sich aber dm'ch folgende Betrachtung, 

Zunächst bemerkt man, dass nach jenen Formeln die «'*' von « 
unabhtingig sind. Mithin erhält man die «'** aus den «<"', indem man 
in diesen fe statt n setzt. Es ist also nur n'öthig, die «'"' zu be- 
stimmen. 

Man kamt aber den im vorigen Paragraphen unter 2. ausgespro- 
chenen Satz auch in folgender Weise ausdrücken: 

Sind (p, <Pi, <p2 ■ ■ ■ ganze homogene Functionen 
von x^, x^, deren Ordnungen beziehungsweise m + n, 
m + '*~2, m + n — i... sind, und bildet man eine 
Function mittelst der (Gleichung 

(1) f^-J-'<p + «/"' (wy) J"-' <p, + ff,'"l {xyf J--^ ?>; + . . - , 



;=D>/' 




),»,_D— 


Iß/ 


J,™-D— 


'a'f 



oder, was dasselbe ist, die ip sind diejenigen Aus- 
drücke, in welche f, ilf, ß^/'..,,üb ergehen, wenn darin 
die y durch die x ersetzt werden. 
Bilden wir nnu aus (1) die Ausdrücke 

(ß^Da=- ('1 = 0, 1, ...-»>■ 
Ist-y eine Form jt'" Ordnung in den x, v""' Oi-diiuiig in den y, so 
hat man 

^ '^' ^dx^dy., dx^SyJ ' ^\.dx^dy,_ dy^dx^] 
dfp djxyY d(p SjxyY ' df djxyY d<p ^{xyY 
3^ dy^ dx^ dy^ 8y, dx^ dy^_ dx^ 
^ (tv (aii(/)*ß g) + h{fi + v + h + 1) (xy)'^' <p. 

Bei der Anwendung der Operation Sl auf das Product [xyY'tp kommt 
also nur ein Temi vor, welcher eine niedrigere, und zwar die um 1 
niedrigere Potenz von {xy) enthält. Weuden wir die Operation ß 
imai hintereinander an, so besteht das Resultat aus den Formen 

(xyfsi^tp, {xyf-^Sl^-^(p, {xyf-^Sl^'^'^tp. . . 
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Ist liier A>J., so kann kein Term vorkommen, welclier von (xy) 
frei wäre. In diesem Falle verschwindet also" das Resultat für yi=x^, 
Vi^^i- _ 

Ist dagegen ■7i<^, so bleibt für yi = x^, l/i = x^ das letzte Glied 
der Eutwickelung stehen, welches dann, bis auf einen numerischen 
Factor, gleich £l^—''tp ist. 

Bilden wir also aus (1) den Ausdruck {£l^f)x—,j, wo A^n, so 
falten alle Terme fort, welche mit einer höheren als der A"" Potenz 
von (xy) multiplicii-t sind. Von der anderen bleiben Glieder der Form 

übrig. Da aber die Operationen ß, z/ bis auf hinzutretende coustante 

Factoreu. verfcausohbar sind, so haben diese Glieder auch die Form 

J'^-'-iV—''(pi,, 

was offenbar identisch Null ist, da ^>h keine y enthält, also auch der 
Operation ß nicht unterworfen werden kann. Es bleibt nur das eine 
GJied übrig, für welches h = X, und man hat also: 

(äiif),„=«iWiaj[(jj,)izc~Vil!,=... 

Der eingeklammerte Ausdruck rechts entsteht nun, indem man 
die Formel (3) 1 mal hinter einander anwendet, und J''~^tpj_ für (p, 
also m — l fiir fi, n — X f(.ir v setzt; indem msm endlich bei jeder 
Operation nur das aweite Glied beibehält. Es wird also: 

also schliesslich, wenn man sich der Bezeichnung 

rw = i.2...,» [r(0) = ii 

bedient ; 

Die rechts noch übrig gebliebene eckige Klammer ist aber nach dem 
ersten Satze des § 6. nichts Anderes als <pi selbst; es ist also endlich 

(4) (ß n,=.-«i' ■ r(.i.+«~2J+r)r(.»)r(») — ■ f^- 

Ebenso ist auch die linke Seite <px selbst, und so erhält man 
denn für a^t"! die Bestimmung: 



(5) 



~ 'r{l) nm + n-l + i) r{m-!i) r{n- k)' 
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Dem in § 7. Gesagten entsprechend, ist dieser für m und n völlig 
symmetrische Ausdruck für Werthe von X zu benutzen, die bis zu 
der Heineren der beiden Zahlen m und n gehen; er hat dann immer 
eine völlig bestimmte Bedeutung. 

Wegen des symmetrischen Auftretens von m und n werde ich 
daher jetzt für die Coeffieienten a die Bezeichnung 
in ™ " - r{m+ n -2l+\)r{m)r(n) 

iP) c-i ■ r{l) r{m-Yn-l-\-\)r{m-X)r{n~'X) 

wählen und demnach der Gleichung (6) § 1. die Form geben; 
(7) /■=^" !)''/■+ «i'"'"(«J/)^"-'-D"-'ß/'+«,'"'"(iP?/)'^''-''-D'--ß'/ + --- 
Der Ausdruck (6) für a^'" ist in der That mit den Gleichungen 
§ 7. (5) in völliger lieber einstimmun g. Aus (5) folgt nämlich 
«^'"■''+' _ (H+ l )(m+w— 2A+2) 
af," ^(w-A+l)(«j+»-'l+l) 
ax-y'"'" _ (m+»— 2it+ 2 )(m-|-w- 2A +3)X 

Führt man diese Ausdrücke in die allgemeine Gleichung § 7. (5) 
,.,.«^. _,,.„■„ , {m-X + \ f „,„ 

ein, so erhält man 

(n+l)(m+»-2A+2} _ X{m-X + \) 

(»-A+I)(m + «-Z+2) ^'^ (m\n-y^'2){n-l+\y 
was identisch erfüllt ist. 

Man kann noch bemerken, dass der Ausdruck (5) eine einfache 
Combination von Binomialcoefficienten ist. Bezeichnet man durch (\f'| 
den Coeffieienten 

//*\ (x.ji— 1 . . .fj.— A-f 1^ r{(i) 

\^) " i,""2'."."."i "" r{A)r{<i-;.)' 

so kann maii. der Formel (5) die Gestalt geben : 

(m\ (n\ 

^ ' ■^ ~ /m-i-n—X + lV 

Aber au den im Anfange dieses Paragraphen aufgestellten Satz 
knüpft sich noch eine andere wichtige Bemerkung. Es sind nämlich, 
wie auch die ip vorausgesetzt wurden, wenn nur f durch die Glei- 
chung (1) gegeben war, immer die (p mit f durch die Gleichungen (2) 
verbunden. Da also zwischen den ip kein Zusammenhang stattzufinden 
braucht, so wird auch zwischen den Functionen 
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Z)"/, B—'ilf, D—'ii'f ... iff 
im Allgemeinen ein solcher nicht stattfinden. Man hat also den Satz : 

Ist f eine beliebige Form m"^ Ordnung in den x, 
K*" Ordnung in den y, mit willkürlichen Coefficien- 
ten, so sind auch die Functionen 

B"/; D—'ilf, D'-'il'f, ...a-f, 
welche nur noch die x enthalten, Formen mit will- 
kürlichen, d. h, von einander unabhängigen Cocf- 
ficienten. 

Dieser Satz wird bestätigt durch den Umstand, dass die Anzahl 
der Coefficienten der letztgenannten Functionen, wenn m>n, gleich 

{m+n+l) + (m+K-l) + (m+n-3) ...+ (m-w+l) =(m+l) (n + 1), 
wenn aber n'^m, gleich 

(„ + „ + !) + („+„_]) + (,j+„,_3)...-|-(n-i» + ll-(.»+l) (»+!), 
also in beiden Fällen gleich der Anzahl der Coefficienten von / ist. 

Ich füge die folgende Tafel von Entwiekelungen hinzu, in wel- 
cher immer m>w angenommen ist und in welcher m — 1,2, 3,4, 
)»=3l, 2, 3,4,5,6 gesetzt ist; 

« = 1. 
m = l)t=JDfJrls(xy)at 
m^2)f-JDr+Hx!l)Slf 

m = 4)f=Jl)f+i(xy)af 
m = S)f=JDf+i(x))af 
m=,6) f=ADf^S,(xi,)i>4. 



»1-2) /■=^iJY+ l.xy)JDS.f+i{xyf£i'f 
» = 3) f=J>II'IAr<il.xy)JDiif+l!{xy)'S,'f 
«. = 4) /•=^'D■/■-^t (IS) ^J>a/-K (»!/)' ßY 
«-.= 5) f^^B'f-^ifixij) ADSlf+\(xi)' a'f 
»• = 6) f= ^D'fJri{xf, ADilf+lixyf a.'f. 

m-3) f-JiVfJr l(xij)J'B'af+^(xyfJDa'f^-ili:y)'S.'f 
»=.4) f=J'D'f+if{xy)J'D'Sif+ l (xy}'JDa'f+i(xyfa'f 
m = b) f=J'D'f+'^{xy)J'D'ilf+ \' (xyj'JDSi'f+ilxyfa'f 
m=H f~^I>'f+^ ixyjJ'ir-iif+iiixyfJDil'f+i-ixyfil'f. 
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+ HxgfADSi>f + \lxsfa'f, 



§ '■»■ l>iö luvnriiiiitun und CoTai'iautcu eiiicB Syslcnia 
lineisrer Foiiwun. 

Ich wei'iJe die Formel (7) des §8. nun dazu anwenden, die oU- 
gemeine Form für Invarianten und Covarianten einer beliebigen Heihe 
simultaner linearer Formen zu finden. 

Die gegebenen Formen seien A, B, 0... mit den Coefficienten 
%«3, &j&g, c^Cg,..; n sei eine simultane Invariante dieser Formen, 
homogen für die Coefficienten einer jeden, und zwar sei .sie für die- 
selben bedehungs weise von den Ordnungen a, ß, y . . . . Setzen wir 
in der Formel § 8. (7), weiche ihrer Ableitung nach für ganz be- 
liebige Grösaenreiben gilt, für /' die Function TT, für die x und y 
zwei Coefficientenreiben «, h, endlich k, ß für in, n. 

Die Formel (7) zeigt dann, wie /' sich aus Potenzen von («6) und 
aus Gliedern zusammensetzt, welche durch die Operation ^ aus den 
von den b freien Functionen 

Di^, D^-'HU, ...ß('n 
entstehen. Dass die Operationen z) , D, welche hier durch die Formein 






dargestellt sind, die Invariauteneigenschaft nicht aufbeben, ist schon 
in dem ersten Satze des § 3. enthalten. Aber auch die Opera- 
tion Sl l'ässt die Invarianteneigenschiift beateben. Dies 
folgt sofort aus der Gleichung § 7. (1), welche hier die Form annimmt: 



Hier haben alle übrigen Terrae die In Varianten eigens eh a Ct , daher 
auch ßTT. 

Die Functionen, aus denen TT sich nach der Formel § 8. (7) dar- 
stellt: 

Di^Jl, X'P'-'ßlT, ...SfJJJ, 
sind also selbst Invarianten, sie enthalten aber eine Reihe von Coef- 
ficienten (nämlich die 6) weniger als TT. 
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Man kann iu Folge dessen iraa folgeiidüii liii- diesu ganze Theorie 
fundamentalen Satz beiveisen: 

Jede Invariante TT von linearen Formen ist ein 
Aggregat aus Produeteii der sns je zweien der For- 
men gebildeten Invarianten. 
Nehmen wir diesen Satz als richtig an für r lineare Functionen 
und aeigen, dass er dann auch für r-\- 1 gilt. Da er nach § 5. für 
zwei Formen richtig ist, so gilt er dann allgemein. 

Aber zu diesem Zwecke ist nur zn zeigen, dass jeder aus Deter- 
minanten vom Typus {n,c) zusammengesetzte Ausdruck nach Anwen- 
dung der Operation D wieder ein Aggregat analoger Producte ist. 
Beweisen wir dies und nehmen wir der Voraussetzung nach an, dass 
die Invarianten 

D;«n, D/^-'ßH,... 
welche eine Keihe von Coeffieienten weniger enthalten, Aggregate 
solcher Determinantenpro du cte seien, so ist nach der Formel § 8. (7) 
auch TT ein solches, was zu beweisen war. 
Denken wir uns also ein Product 

(««)(«<!)... 

gegeben und wenden die Operation b^ x \- h^^— iin. Sie ergiebt 

eine Summe von Gliedern, welche dadurch entstehen, dass man diese 
Operation auf die einzelnen Factoren des Products anwendet. Dabei 
ändert sich jedesmal nur ein Factor, und zwar geht {ac) in {bc) über, 
(ad) in Ipd) u. s. w. Das Resultat ist also wieder aus Determinanten 
zusammengesetzt; womit der Satz bewiesen ist. 

Die Gleichung §8. (1) hefert zugleich das Mittel, jede gegebene 
Invariante linearer Formen durch suceessive Anwendung der Fonnel als 
Aggregat von Determinautenproducten wirklich darzustellen. Man 
bildet zuerst aus der gegebenen Invariante die Reihe der Formen: 

jm, z/(*-'ßn,... 
sodann für jode dieser Formen wieder eine ähnliche Reihe, und so 
fort, bis man zu Invarianten von zwei Reihen kommt, welche dann 
von selbst in Potenzen von Determinanten derFörni (ab) übergehen 
müssen. Hat man dies erreicht, so verfolgt man den eingeschlagenen 
Weg rückwärts und gelangt endlich zu der gesuchten Darstellung 
von TT. 

Was nun die Covarianton betrifft, so werden sie nach § 4. aus 
Invarianten abgeleitet, indem man irgend welche Reihen 

«1, %; bi, h.2] . . . 
beziehungsweise durch 

— x^, x^] — !/5, y,; ■ ■ ■ 
ersetzt. Hierbei können nun folgende Fälle eintreten. 
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2(j Ei'nUii' AbscliJiiiit. (iruiu.loiguiiäi;liiit'tt;n di>r Jii Varianten 

1. In einer Determinante (c«) der Invariante ist nur eine Reibe, 
etwa die der a, durch x zu ersetzen. Alsdann geht {ca) in c^a:, + c.^^^ 
über, also in eine der gegebenen Formen selbst. 

2. In einer Deteniiinaute (ab) der Invariante sind beide Reihen 
zn ersetzen, etwa durch die x und die y. Die Determinante geht 
dann in (xy), also in die Detei'miiiaote zweier Reihen von Verä,nder- 
liehen über. 

Man hat also den Satz: 

Jede Oovariante von einer Reihe linearer For- 
men ist ein Aggregat von Producten, deren Facto- 
ren einen der folgenden drei Typen haben: 

1. {ah), Invariante aua zweien der linearen For- 
men, 

2. a^x^-'^a■^x^, eine der linearen Formen selbst, 

3. {xy), Determinante aus zwei Reihen von Ver- 
änderlichen. 

Die letzte Art von Factoreii enthält nicht mehr die Coefücienten 
der zu Grunde gelegten Formen. Man kann sie als identische Co- 
variaaten bezeichnen; sie sind allen Systemen von Functionen ge- 
mein, mögen dieselben linear sein nder nicht. Abgesehen von diesen 
kann man also sagen, dass lineare Formen überhaupt zu weiteren Co- 
varianten nicht Veranlassung geben und dasB sie keine Invarianten 
besitzen, ausser den Determinanten, welche aus den Coefficienten je 
zweier gebildet werden. 



§ 10. Cüvariaiitün mit mehreren Beihea von Veränderliclioii. 

Bei der Untersuchung der Covarianten allgemeiner binärer For- 
men liefert nun die Gleichung (7) des § 8. sofort folgenden Satz : 

Alle Covarianten binärer Formen, welche meh- 
rere Reihen von Veränderlichen enthalten, setzen 
sich aus identischen Covarianten und aus Polaren 
solcher zusammen, welche nur eine Reihe von Ver- 
änderlichen enthalten. 
Der Ausdruck Polare ist hier in etwas weiterem Sinne zu ver- 
stehen als früher. Im Vorigen entstanden die Polaren, indem man 

dieselbe Operation Pi ^ ~t%i~^ wiederholt anwandte und jedesmal 

durch die Ordnung der differenzirteu Function in Bezug auf die x 
dividirte. Es soll in dem oben ausgesprochenen Satze nun auch der 
Fall unter dieser Benennung enthalten sein , in welchem nach einander 
verschiedene Operationen 
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; werden. 

Nelimen wir iin, der Satz wiire für CoYarianten mit r ßeiheii von 
Verbind erlichen bewiesen , und zeigen, dass er dann auch fiir )■ + 1 
Beihen gilt; da er für eine ßeihe selbstverständlich ist, so gilt er 
dann allgemein. -Zu jenem Beweise aber fuhrt wiederum die Glei- 
chung § 8. (T). Setzen wir darin für f irgend eine Oovariante TT, 
welche »■+ 1 Reihen ¥on Verilnderlicheu enthält, und awar die Reihe 
yi, y^ zur n*^" Ordnung. Nach § 8. (7) setzt sich dann TT aus iden- 
tischen Covarianten und aus Polaren der Formen 

zusammen, welche eine Reihe von VerUnderlichen weniger enthalten 
und für welche also der Voraussetzung nach der zu beweisende Satz 
bereits gilt. Damit also der Satz allgemein richtig sei, ist nur noch 
zu zeigen, dass Polaren von Ausdrücken, welche Producte 
von Polaren mit identischen Covarianten sind, sich wie- 
der als Aggregate solcher Producte darstellen. Unterwerfen 
wir also ein Product 

(xs){xf)...FQ---, 

welches aus identischen Covarianten und Polaren besteht, iler 0})eration 

d , d 

Es genügt, diese Operation einmal auszuführen; bleiben dabei die 
Eigenschaften des Resultats die verlangten, so tritt dies auch bei 
Wiederholungen ein. Die Anwendung jener Operation liefert aber die • 
Summe der Resultate, welche die Anwendung auf die einzelnen Fae- 
toren giebt. Nun liefert die Anwendung der Operation auf eine iden- 
tische Oovariante wieder eine solche, die Anwendung auf eine Polare 
aber der erweiterten Definition nach gleichfalls eine Polare, womit 
alles bewiesen ist. 

Der Begriff der Polaren, wie er hier auftritt, ist ebenso wie der 
ursprüngliche in § 6. auf Entwickelungscoefficienten zurückzufübren. 
Wendet man die Operation 

d , d 

wiederholt auf eine Function ip{x^,ie^) an und dividirt jedesmal durch 
die Ordnung der differenzirten Function, so entstehen die von den 
Binomial CO ef fielen ten befreiten Coefficienten der Entwickelung nach i. 
des Ausdrucks: 
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28 Erster Ätsdinitt. GruiideigeuHcliaften der la Varianten 

Wendet man auf diese Polaren nun wiederholt die Operation 

an, so entstehen ebenso die Ooeffieieiiten der Entwietclungeu, welche 
miUi erhält, ivenu man in den soeben gebildeten Foi'men 

(m Stelle von x^, a^.j setzt und nuch ji entwickelt; d. h. man erhält die 
durch die heiden Operationen 



!''8;,+!''2r.' 



entstehenden Polaren, wenn man die Entwickeluugscoefficienten von 

bildet. 

Indem man diese Schlussweise fortsetzt, erhält man i\e\\ Satz: 

Die Polaren, welch« aus <p durch die Operationen 



Vi ^ + Vi 



+ 2 



dx., 



eiitstehen, sind die von den Polynomialcoefficien- 
tcn befreiten Entwickelungscoefficienten des Aus- 
drucks 

lp{x^-^ ky^-\-fi,2^ + Qt^. . ., X.j + A J/^ + ji^j + 0^^ . . ,). 
Aus dem Vorhei gehenden sieht man, dass es in der That nur 
nothig ist, Covaiiaiiten mit einer Reihe von Veränderlichen auf- 
zusuchen. Es soll dahei im Folgenden, wenn das Gegentheil nicht 
besonders erwähnt ist, untei Covariante immer eine solche verstanden 
werden, welche imi eine Reihe von Veränderlichen enthält. 



§ tl. Symbolische Barsteliiuig algebraischor rtn-muti. 

Zur Darstellung und Oharakterisirung der Invarianten und Co- 
varianten beliebiger Formen fährt nun die sogenannte symbolische 
Bezeichnung der Formen, zu deren Erläuterung ich mich jetzt wende. * 

* Die Methode der symboliiicheu Bezeichnung steht m gend,uem ZiiBainmen- 
hauge mit Cajlej's Methode dei opptativen Symhole imd Bemen „Hypndtfei- 
minants" (vergl, Cayley's Mtmoiik vpmi Quaiiücs in den PhüosophiCcU Ticms- 
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und Covarianten binStor ■poraion. — §§ 10, 11, ^9 

Eiae belifibige binäre Form n'°' Ordnung kann man sieb aus der 
jjtcn Potenz eines linearen Ausdrucks 

(tja^j + fta^)" 
dadurch entstanden denken, dass an Stelle der Coefficienten 

welche sich bei der Ausrechnung ergeben, die entsp rech enden Coef- 
ficienten 

%) öl j «a ■ . . 
der Form gesetzt werden. Als Coefficienten der Form sind dabei nicht 
die Zahlen selbst gedacht, welche in die verschiedenen Potenzen der 
X multiplicirt ei-scheinen, sondern diese Zahlen dividirt durch ent- 
sprechende Binomialfactoren , so dass f die Gestalt bat: 
n n n— 1 

Der Ausdruck „Coefficienten einer Form" soll auch künftig immer 
so gebraucht werden, dass er die Grössen a^j, «,, a,, . . . in dieser 
Darstellung von f bezeichnet. 

Ersetzt man also in Ih^Xy + i^X^)" die Grössen 
h^" durch %, 



b^'- durch ffl„, 

SO geht dasselbe in f über. Bei einer grossen Anzahl von Operatio- 
nen ist es nun gleichgiltig , ob man von vom herein /'einführt oder 
ob man die betreffenden Operationen an dem Ausdruck (^i^i + ^2^*)" 
ausführt und dann erst für die Potenzen und Producte der i die be- 
treffenden Werthe setzt. Insbesondere trifft dieses bei' der linearen 
Transformation von /' zu. Die Coefficienten der transformirten Func- 
tion hängen mit den Coefficienten der ursprünglichen durch genau 
dieselben linearen Gleichungen zusammen, wie die Coefficienten der 
transformirten n*"" Potenz mit denen der ursprünglichen Potenz. Der 



actions und Cayley in Crelle Bd. 3i, sowie Salmon Lc-a, «s 3 ed Lei-^ 
13, 14). Doch ist aie in der hier gebrauchten Yorstelluug'i und Bezeiclinungsweiae 
von Aronhold eingeführt worden in seiner claasisohen Arbeit ibei die cubiEühea 
temäreTi Formen, Borchardt's Journal Bd. 55. Den fnr das t olgende tundiune!! 
talen Beweia, dass jede Invariante und Covariante in Aggregate von Pioducten 
ajnibolieoher Determinanten und symbolischer linearei Fattoien aiifgelßet werien 
könne, habe ich zuerst, nnd awar mit Ausdehnung auf bebel ig viele Veiänderbche 
jedoch auf etwas anderem als dem hier dargelegten Wege im 59 Bande vonBoi 
chardt'a Joui-nal gegeben. 
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letztere sehr einfache Zusiimmeiihaiig dient daher daau, den ersten 
sehr verwickelten übersichtlich darzustellen. 

Insofern bei solchen Unters achmigen der Äusdrack (h^x^^ + h^x^)" 
die Form /■ vertritt, nennt man. denselben die symbolische Form 
von f. Die Anwendung der symbolischen Form statt der wirklichen 
ist überall, wo sie gestattet ist, von fundamentaler Wichtigkeit, in- 
dem sie die wesentlichen Eigenschaften der Coefiicienten von / durch 
die sehr vereinfachte Darstellungs weise deutlich hervortreten lässt, 
und so einen unmittelbaren EiubHek in Verhältnisse gestattet, welche, 
wenn man jene Coefficienten selbst einführen wollte, höchst verwickelt 
und undurchsichtig erseheinen würden. Aber die Anwendung der 
hierdurch begründeten Rechnungs weise ist nur erlaubt, so lange es 
unzweifelhaft bleibt, welches Resultat man durch nachträgliche Ein- 
führung der wirklichen Coefficienten von / erhält. 

Diese unerlhissliche Bedingung für die Rechnung mit Symbolen 
lässt sieh darauf zurückführeiij dass man bei allen Rechnungen stets 
eine homogene Function n*"' Ordnung der Symbole \j Zij vor sich 
haben muss. Denn nur die n*'" Dimensionen dieser Symbole stellen 
wirkliche Grössen, die entsprechenden Coefficienten von f, dar. Ge- 
ringere oder grössere Dimensionen haben gar keine Bedeutung; auch 
z B 2w" Dimensionen sind nicht zulässig, weil Grössen wie /i^" + 'h/-' 
zwai luiüi &ii Itii lication zweier der Grossen 

entstehen 1 Junen aber auf mehr als eine Art, und weil es also nicht 
emdeutig fe&t teht welches Produet zweier Grössen a man im End- 
lesultat tiu die&o 2w*'' Dimension der b einzatilhren hat. 

Man muss diso die Zulässigkeit der symbolischen Rechnung zu- 
nächst auf he Fdle beschränken, in denen alles fortwährend in Bezug 
auf die Coefficienten von f -linear bleibt, Hierher gehören die Bil- 
dungen der Poliren Bezeichnet man, wie foi^tan immer geschehen 'soll, 
Ausdrucke h i, +h x^ durch h^, so dass 

der symbolische Ausdruck von f ist, so erhält man dui'cli wiederholte 
Anwendung der Operation 

'd , y 

'■'^y^ + ^^9^, 
der Reihe nach die symbolischen Ausdrücke: 

11 .hx''~'h,j, n .n — 1 , ij'~''l)y^, 

Diese behalten eine ganz zweifellose Bedeutung, wenn man für 
die K*^" Dimensionen der b die Coefficienten von / einführt, und sie 
repräsentiren daher vollständig und in einfachster Form die Bildun- 
gen, um welche es sich handelt. 
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Der GeTjiaucli dei ^ymboli^cheri Bezeidmung wäre indeaa ein sehr 
bescliiÄnkter , wenn es niclit geUuge, ihn über diese Änwendutigea 
hmaus auszudehnen Eme solche Ausdehnung gelingt niiu dadurch, 
dass man dieselbe Function f duich verschiedene Symbole 

ausdrückt. Die verschiedenen Symbole sind gleichwerthig , insofern 
sie dieselben realen Coefficieaten bedeuten; aber sie dienen dazu, auch 
Functionen, welche von höherer Dimension in den Coefficienten von f 
sind, durch Coefficienten symbolischer linearer Ausdrücke darzustellen. 
In der That, wenn z.B. &^''+'ö/~' keine bestimmte reale Deutung 
mehr zulässt, so ist diese Schwierigkeit bei dem Produet 

gänzlieli vers eh wunden ; dieser Ausdruck bedeutet immer n,,.a/,; denn 
nur Producte der b unter sich stellen die a vor, ebenso nur Producte 
der c unter sich , wahrend Producte mehrerer c und h an und £(.\r sich 
gar keine Bedeutung haben. 



% 12. )>ie »yiiiltolisülie Barstpilniig dcsr Iiivariantpn imd (iOYiU-iiiiiteii. 

Die Anwendung der symbolischen Bezeichnung führt nun zu der 
wichtigsten und fundamentalsten Eigenschaft der Invarianten und Co- 
varianten einer oder mehrerer Formen. 

Sei TT irgend eine Covariante oder Invariante einer einzigen Form 
oder eines Systems simultaner Fomien. Diese einzige Form oder eine 
Form des Systems sei eine F"orm f von der n*™ Ordnung; «„, öj . . . a„ 
einer ihrer Coefficienten. Wir wissen, dass, wenn «„, Kj . . . ein die 
Coefficienten einer anderen Form gleich hoher Ordnung sind, auch der 
Ausdruck 

n.=„,|n+..|i'+... 

die Invariante neigen Schaft besitzt; ebenso, wenn /!)„, ß^,...ß,i Coef- 
ficienten einer weitereu Form n*"' Ordnung sind, der Ausdruck 



u. s. w. 
War TT von der r^"" Dimension in den Coefficienten von /, so er- 
hält man durch Fortsetzung dieses Verfahrens schliesslich eine Func- 
tion TTr, welche die Coefficienten von f nicht mehr enthält, aber statt 
deren die Coefficienten von r verschiedenen Formen «'^' Ordnung, 
und zwar die Coefficienten jeder Form linear. Und man kann von 
der Form TTr in jedem Augenblicke zu TT zurückkehren; denn setzt 
man statt der Coefficienten der letzten Form die der vorletzten, so 
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verwandelt sich TTr ia TT^-i; setzt man dann statt beider die der dritt- 
letzten, so geht TTr_] iu 1.2 TTr_-j über u, s. w. Setzt man, so fort- 
fahrend, schliesslich für alle diese Coefficienten wieder die von f, so 
erhält man 

1.2...r.n, 
also die ursprüii gliche Function bis iiiif einen einfachen iinmerisclien 
Factor. 

An Stelle der Coefficienten a, ß u. s. w. führe ich nun 
die Coefficienten ]»""■ Potenzen von linearen Ausdrücken 
ö«, ix u. s. w, ein. Die Form TT,- enthält dann nicht mehr die 
Coefficienten der Function f, sondern statt dessen die 
Coefficienten von r linearen Functionen. Man kehrt aber 
von T\r in jedem Augenblicke zu TT dadurch zurück, dass 
man ax% i,«" n. s. w. als symbolische Darstellungen von f 
betrachtet, was erlaubt ist, da jede dieser linearen Func- 
tionen gerade zur n^" Dimension vorkommt. 

Wie man hier die Coefficienten von f ganz aus T7 her aiis geschafft 
hat, ohne doch gehindert zu sein, in jedem Augenblicke zu der ur- 
sprünglichen Bildung zurückzukehren, so kaan man nun auch mit den 
Coefficienten der anderen Functionen verfahren, die in Ti etwa auf- 
treten. Dann hat man zuletzt TT in einer Form dargestellt, welche 
sofort folgenden Satz liefert: 

Jede Simultaneinvariante oder Covariante einer 
Reihe von Functionen lässt sieh als Invariante oder 
Covariante einer Reihe von linearen Functionen 
ausdrücken, deren Potenzen die symbolischen Dar- 
stellungen der gegebenen Formen sind. 
Und da die allgemeine Form von Invarianten und Covarianten 
linearer Functionen bereits oben gefnnden war, so kann man ohne 
Weiteres die allgemeine Form ausdrücken, in welcher mittelst der 
Symbole eine allgemeine Invariante oder Covariante beliebig vieler 
Formen sieh darstellt. Eine solche Darstellung will ich die sym- 
bolische Darstellung der Invariante oder Covariante selbst 
nennen. Man hat dann sofort den folgenden Fundamentalsatz: 
Jede Invariante stellt sich symbolisch als das 
Aggregat vonProducten symbolischer Determinan- 
ten von dem Typus («&) dar; jede Covariante als 
Aggregat von Producten symbolischer Determinan- 
ten {ab) mit linearen symbolischen Factoren von 
dem Typus c^.* 
* Beispiel (g 1.); die Invaiiimte einer quadratischen Form: 
fahrt üuu&chsb dnrcli die Operation 
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and CoTarianten binärer Formen. — g 13. 33 

Dieser Satz enthalt alle Eigen Schäften der Invarianten und Co- 
variaiiten. Demi es ist leicht zu sehen, dass er umtelirbar ist und 
demnach als Definition dieser Gebilde dienen kann. Hierzu führt fol- 
gende Erwägung. 

Damit durch eine Invariante oder Covariante linearer Functionen 
eine Invariante oder Covariante irgendwelcher höherer Formen sym- 
holisch dargestellt werde, ist zweierlei erforderlich. Erstens müssen 
die Coefficieuten der verschiedenen linearen Functionen gerade in aol- 
chen Dimensionen vorkommen, wie sie die Ordnungen der entspre- 
chenden höheren Functionen angehen, damit überhaupt letztere durch 
die ersteren symbolisch dargestellt werden können. Dies vorausgesetzt, 
ist noch nBthig, dass der ganze Ausdruck, welcher in Bezug auf die 
Symbole die Invarianteneigenschaft besitzt, auch in Bezug auf die ein- 
zuführenden höheren Formen sie besitze. Aber man überzeugt sich, wie 
folgt, dass dies immer der Fall ist. 

Denken wir uns irgend eine Function f durch lineare Substitutio- 
nen tranaformirt. In der ursprünglichen Form sei symbolisch 

/■=«-■; 

in der transformirten : 

Man erhält das eine Symbol aus dem andern durch Ausführung der 
Transformation. Die Gleichung 

o'j- = o," = [o, («u6, + «..y + «. («.1 i. + «..Ul" 

drückt in symbolischer Form den Zusammenhang zwischen den Coef- 
ficieuten der ursprünglichen und denen der transformirten Fuiiclion 
vollständig aus. Die aus der Vergleichung der obigen Fi.r- 









was die Bimultane Invariante zweier qnadratisclien Formen ist. Setzt man die a 
den a gleich, bo erhält man 2TT; setzt man aber an Stelle der a wie der a Sym- 
bole , _B0 hat man : 

&,'Cj' - 2 &, ö; Cj Ca -i- Di'c,^ = Qj cf, 

was die symbolische Darstellung ist. 

Beispiel der simultanen Covariante zweier quadratische ii Foiinen (§ 2.) : 

I floü^i -f- «i"^ \^\ + huhi I 

I öiiC, -i- öjais hf,Xi H- \sSi I 
verwandelt sich, wenn man die beiden Formen symbolisch dureli ex', y.r' beaeich- 



c, Cx yi yx 



-- ifiy) & 
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mon fliesseiideii Gleichungen sind aber befriedigt, wenn 
man zwischen den alten und neuen Symbolen die Rela-^ 
tionen annimmt; 

Diese Gleicliungen zwischen den Symbolen, welche keine an- 
deren als diejenigen sind, die zur Transformation linearer 
Ausdrücke überhaupt dienen, ersetzen also vollständig die Be- 
ziehungen zwischen den Coeffieienten der Function f in ihrer ursprüng- 
lichen und in ihrer transformirten Gestalt. 

Fasst man daher eine Invariante oder Covariante linearer Func- 
tionen als symbolische Darstellung einer Combination der Copffieienten 
höherer Formen auf, so verwandelt sie sieh durch lineare Transfor- 
mation in dieselbe Function der transformirten Symbole, also auch in 
dieselbe Function der transformirten Coeffieienten, immer abgesehen 
von einem Factor r^. Jeder solcher Ausdruck besitzt also die In- 
varianteneigenschaft auch noch, wenn man ihn als symbohsch ansieht, 
und man kann demnach den folgenden Satz aussprechen, welcher den 
obigen Fundamentalsatz ergänzt: 

Jede Invariante oder Covariante linearer For- 
men, in welcher die Coeffieienten dieser Formen in 
geeigneten Dimensionen vorkommen, kann als sym- 
bolische Darstellung einer Invariante oder Cova- 
riante höherer Formen aufgefasst werden. 
Durch diesen Satz ist man zugleich befähigt, alle nur denkbaren 
Invarianten und Covarianten binärer Fonnen aufzustellen; man hat 
nur alle möglichen Producte symbolischer Determinanten vom Typus {ah) 
und symbolischer linearer Factoren vom Typus c^ zu bilden, welche 
in den einzelnen Coeffieientenreiheu die jedesmal erforderlichen Di- 
mensionen besitzen. 

Es ist in Folge des obigen Satzes leicht a poslmon einzusehen, 
warum die Operationen (S. 13, 14) 

. l f d<p , d(p\ 

in denen p und v die Ordnung von <p in Bezug auf die x und die y 
bedeuten {D(p hat ganz denselben Charakter wie z/q) und braucht des- 
halb nicht besonders betrachtet zu werden), die Invarianteneig ensehaft 
nicht aufheben, und es wird dabei zugleich von Interesse, zu sehen, 
in welcher Weise diese Operationen auf symbolische Producte wirken. 
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und Cotarlaiiten biiiärw Forraoii. ^ g 19. 35 

Sei erstlich 93 ein symbolisches Product von der Form 
q3 = iW". a^bx . . . ma:, 
wo M die Veränderlichen x nicht mehr enthält und wo also ji. die 
Zahl der linearen symbolischen Faetoren a^, hx ■ ■ .m^ augiebt. Es 
wird dann 

M 

Die Anwendung der Operation J auf ein symbolisches 
Product, welches von der ji"*" Ordnung in den x ist, giebt 
also die Summe von (t Tennen, dividirt durch /i. Die einzel 
nenTerme entstehen, wenn man in einem d^r diea^enthal 
tenden symbolischen Faetoren die x durch die y ersetzt. 
Es iindert sich daran nichts, wenn auch für einzelne symbolische 
Faetoren a^ etc. wirkliche Faetoren (xz) etc. eintreten; nur 
schwindet der entsprechende Term jedesmal identisch, wenn (xy) selbst 
ein solcher Factor wird, der dann in (^y) übergeht. 

Um die Wirkung von £i zu erkennen, denken wir uns q) als 
symbolisches Product der Form 

wo das symbolische Product M nun weder die x noch die y mehr ent- 
hält. Man hat dann 

M 
il (p~- — - \(ap)1)x- ■■m^^qy ■■■r,j +(pp) a^ . ..m^sCjy . . .r,j 

Die Anwendung der Operation il auf ein symbolisches 
Product, welches von der fi'™ Ordnung in den x, von der 
v"" in den y ist, giebt also die Summe von (iv Termen, di- 
vidirt durch (iv. Jeder einzelne Term entsteht aus (p, in- 
dem man irgend zwei symbolische Faetoren, von denen 
einer die y, der andere die x enthält, durch ihre Deter- 
minante [etwa axPy durch (ap)] ersetzt. Wenn einer der sym- 
bolischen Faetoren, etwa p/,, durch einen wirklichen Factor ersetzt 
wird, etwa (ys), so tritt nur z« an Stelle von ji^, — ^^ an Stelle yonp^, 
und daher im Resultat an Stelle der Determinante (ap) der lineare 
Factor ~ (tj. Tritt (xs) an Stelle von a^r, so wird a^ durch 2^, a^ 
durch — Sj zu ersetzen sein, und für {ap) tritt der lineare Factor j); 
ein. Tritt zugleich {ys) für p,j, {xt) für a^ ein, so sind p^, p^, a^, a^ 
durch 2^, —Sj, ^2, —^1 zu ersetzen, und an Stelle der Determinante 
{ap) muss man die Determinante — (s£) setzen. Endlich kann es ge- 
schehen, daas 9 den wirklichen Factor {a;i/) hat. Was in diesem Falle 
geschieht, erkennt man am Besten, indem man 
<p=^ip. (xy) 

3'" 
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136 Erster AbaehEitt. ümndeigeii Schäften der iuvarianteu. 

setzt, und die Wirkung von £1 auf (p mittelst der Wirkungen der- 
selben Operation auf i^ darstellt. Wir nehmen noch an, dass ip von 
den Ordnungen ji, v m X und p sei, if also von den Ordnungen (t — 1 












oder mit Rücksicht auf die Definition von ß und auf die bekannten 
Eigenschaften der homogenen Functionen: 

Man sieht also, wie die Wirkung der Operation Sl auf das Pro- 
duct i> . (sei/) theils auf die Function i^ seihst führt, theils auf das 
Product von {xy) mit dem Resultate der Anwendung von £1 auf ip. 



ä 13. Symbolische Coefficieiiten von Covarianteu. 
In § 10. ist gezeigt worden, dsiss alle Covarianten auf Polaren 
solcher zurückgeführt werden können, welche nur eine Reihe von 
Veränderlichen enthalten, Solche Covarianten sind nun selbst alge- 
braische Formen, d. h. ganze homogene Functionen zweier Veränder- 
lichen x^, x^- Eine solche Covariante (p kann man dann wieder sym- 
bolisch durch die Potenz einer linearen Function 

ff = fpx" = (yi^^i + 9)3 a^g)"" 
ersetzen; mit dem Vorbehalt, nach Bedarf andere Symbole ip', ip" u. s. w. 
einzuführen, wenn die Deutlichkeit und Bestimmtheit der auszufüh- 
renden Operationen ea erfordert. 

Untersuchen wir, wie die symbolischen Coefficienten einer Cova- 
riante sich bei einer linearen Substitution ändern, welche auf die con- 
stituirenden Functionen angewendet wird. An Stelle von tp tritt dabei 
eine Function 0, welche aus den Coefficienten der transformirten 
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Functionen und den neuen Veränderlichen gebildot ist, wie (p aus den 
Coefficienten der ursprünglichen Functionen und aus den ursprünglichen 
Veränderlichen, und nach der Definition der Covarianten ist 



d. h. als Function der neuen Veränderlichen | nur um den Factor r 
verschieden von deijenigen Function, in welche rp unmittelbar durch 
blosse Einführung der neuen Veränderlichen sich verwandelt. Setzt 
man für die Covariaiite der transformirten Functionen, 0, den sym- 
bolischen Ausdruck 

so ist 

(*, l, + *2 ir --= ^^ l-Pi («11 ?i + «la §.) + <P2 (ß., I, + 'hi li-1]"'- 
Und man kann diese Identität durch die folgenden Transformations- 
formeln der symbolischen Coefficienten von fp ersetzen: 

*i = '-™(«ii9'i + «ai¥'3) 

1 
*u = »""(«ia9i + «2a7'3)' 
Mim kiinn daher folgenden Satz aussprechen: 

Die symbolischen Coefficienten ein er Covariante 
ändern sich, von einer Potenz der Transformations- 
determinante abgesehen, genau so, wie die symboli- 
schenCoefficienfcenderconstituirendeuFunetionen. 
Da eine Potenx der Transform atiousdeterminante hier überhaupt 
unerheblich ist, so sieht man sofort, dass ein Product symbolischer 
Determinanten (ah) und symbolkcher linearer Faetoren d auch dann 
noch die Invarianteneigensehaft behiüt, wenn imter den Symbolen auch 
symbolische Coefficienten von beliebigen Covarianten der conetituiren- 
den Functionen vorkommen. Dies giebt also den Satz: 

Wenn man ein System simultaner Formen um 
irgend welche Covarianten des Systems erweitert, 
so sind die simultanen Covarianten und Invarianten 
des erweiterten Systems zugleich Invarianten und 
'Covarianten des ursprünglichen. 
Dieser Satz fuhrt darauf, wie in den meisten Fällen der Anwen- 
dung Covarianten und Invarianten gebildet werden; darauf nämlich, 
dass man einfache Combinationen der gegebenen Functionen unter sieb 
bildet, die einfachsten Covarianten des Systems ; dass man diese wieder 
mit den ursprünglichen Formen und unter sich combinirt u. s. w. Der 
Bildimgsprocesa kann nur dann als abgeschlossen angesehen werden, 
wenn keine neuen Bildungen mehr erscheinen, wovon weiter unten aus- 
führlicher zu handeln sein wird. 
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§ 14. Grundformen mit meLiereu Ecilicii von Teraudcrlichen. 

Die vorstehenden Betrachtungen in Verbindung mit denen des § 7, 
lassen eine Frage erledigen, welche eine scheinbar der Verallgemeine- 
rnng bedürftige Seite unserer Theorie heraushebt. Man könnte glau- 
ben, es sei der Allgemeinheit wegen nothwendig, auch den Fall zu 
behandeln, in welchem Grundfuactionen gegeben aind, welche selbst 
bereits mehr als eine Reihe von Veränderlichen enthalten. Ich werde 
zeigen, dass dies Überflüssig ist; dass vielmehr die Invarianten und 
Covarianten eines solchen Systems nur die Invarianten und Covarianten 
eines gewissen Systems simultaner Formen mit einer Reihe von Ver- 
änderlichen sind. 

Ist f irgend eine Form mit mehr als einer Iteihe von Veränder- 
lichen und nehmen wir an, dass es, unter anderen, die fleiheu x^, % 
und j/i , j/g beziehiuigs weise in der jm""' und «'=" Ordnung enthalte. 
Da die Operationen ^, I), ß (§ 6.) die Invarianteneigenschaft nicht 
aufheben, so sind die Ausdrücke: 
(1) D'-f, B—^Slf, i>"-*ßv;... 

Covarianten, beziehungsweise Invarianten von f, aber wegen der For- 
mel (6) d^ § 7. kann /"wieder durch diese ausgedrückt werden. Die Aus- 
drücke (1) enthalten eine Reihe von Veränderlichen weniger als f und 
sind übrigens, wie in § 8. gezeigt wurde, völlig von einander unab- 
hängige Functionen, welche die x zu den Ordnungen 

m-^n, m-\-n — 2, m + n — i,... 

enthalten, die übrigen Veränderlichen aber, welche in /' etwa ausser 
den X, y iiocli vorkommen können, zu ebenso hohen Ordnungen wie /, 
wie denn auch die Coefficienten von f in die Formen (1) linear ein- 
gehen. 

Da nun nach dem Vorigen ebensowohl die Formen (1) als Cova- 
rianten von f, wie / als Covariante dieser Formen angesehen werden 
kann, so kann man überhaupt alle Covarianten von f nach | 13, auch 
als Covarianten der Formen (1) ansehen, welche in ihrer Art ein ganz 
allgemeines System bilden und eine Reihe von Veränderlichen weniger 
enthalten. 

Wendet man auf jede der Formen (1) wieder dasselbe Verfakren 
an, so kami man jede derselben abermals durch ein System von Formen 
ersetzen, welche eine Reihe von Veränderlichen weniger enthalten u. s.w. 
Man gelangt also dm'ch fortgesetate Anwendung desselben Verfahrens 
zu dem Satze: 
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und Covariaaiten biiiiirer Formen. — gg 11, 15. 39 

Die Covarianteii und Invarianten eines Systems 
von Formeü mit mehreren Reihen von Veriiiirler- 
lichen &ind immer identisch mit denen eines gewis- 
sen Systems von Formen mit nur einer ßeilie von 
Veränderlichen und von einander unabhänsjigeu 
Coefficienten.* 
Es ist hiernach nicht nöthig^ solche Systeme von Grnndfonnen 
mit mehreren Reihen von Veränderiichen zu untereuchen. Bemerkt 
mag nur werden, dass die oben erwähnten Operationen aaf ein System 
simultaner Foimen mit einer Reihe von Veränderlichen führen, unter 
denen' sich auch Formen nullter Ordnung, also Grössen befinden kön- 
nen, welche, ohne mit den übrigen Formen des Systems in Beziehung 
zu stehen, als accessorische Invarianten zu betrachten sind. Ein Bei- 
spiel diizu wird weiter unten (§ 24.) auftreten. 

§ 15> Uilfsiitlttel sjmbulisclicr Opuratioueu. 

Die symbolische Gestalt einer Invariante oder Covariante iat kei- 
neswegs eine feste un dun veränderliche, vielmehr kann man einem und 
demselben Ausdrucke im Allgemeinen eine grosse Reihe von Gestalten 
geben. Unter diesen kann es bisweilen eine geben, welche sieh durch 
besondere Einfachheit auszeichnet und dann ausschliesslich benutzt 
wird. Es kann aber auch geschehen, dass durch Vergleichung der 
verschiedenen Gestalten, welche ein und derselbe Ausdruck aimiramt, 
sich zeigt, dass er identisch verschwindet oder sich durch einfachere 
Bildungen ausdrückt, während an einem seiner Ausdrücke dies nicht 
ganz einfach nachzuweisen iat. 

Die Hilfsmittel, welche man anwenden kann, um verschiedene For- 
men eines symbolischen Ausdrucks herzustellen, bestehen zunächst in 
der Vertauschung gleichwerfchiger Symbole. Kommen in einer Bil- 
dung TT zwei Symbole a und b vor, welche durch die Gleichung 

/■ = ([^n = &^'> 

als Repräsentanten derselben wirkhchen Grössen charakterisirt sind, 
so bleibt offenbar der wahre Werth von TT ungeändert, wenn man die 



* Beispiel einer Fomi, welclie xix, quadratdach, j/ij/j linear enthält: 
f= (OdXi' -1- 2 «1 a^i «3 4- «E«s') Vi + (öoiKi' + 2bice,^ + \x^ t/^. 
Man bildet die Formen 

iJf/) =(&o-«i)«i-l-(&i-as)'Cs. 
Die Invarianten und Covarianten von f sind identisch mit don simviltanen 
Invarianten und Covariaiiten dieser linearen und dieser cnbisohen Form. Ausser- 
dem vergl. die Beispiele in der Anmerkung auf S. 18. 
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Symbole a und b mit einandet vertauscht. Wenn dabei TT sein 
Zeichen wechselt, so verschwindet es identisch.* 

Ein wichtigeres Hilfsmittel für die Umgestaltung symbolischer 
Ausdrücke besteht in der identischen Gleichung, welche in Bezug auf 
irgend drei lineare Ausdrücke gebildet werden kann. Elitninirt man 
aus den Identitäten 

Cx~CiX^+C^ x^ 
die rechts stehenden Grössen «j, x^, so erhält man die Gleichung 

«« «j. «2 1 

oder, wenn man nach der ersten Yerticalreihe ordnet: 

Von dieser Gleichung werden wir weiterhin die mannigfaltigsten 
Anwendungen kennen lernen. Ich hebe nm' sogleich einige Formen 
hervor, welche man dieser Identität geben kann und welche ebeufalis 
oft angewendet werden. Schafft man ein Glied auf die andere Seite 
und quadrirt, so drückt sich das Product zweier Glieder der Identität 
durch die Quadrate aller aus: 

(II) (<l6)(at)5,c,-il(<.t)>c>. + (»c)'i'.-(!>c)'o-,|. 

Quadrirt man nochmals, so erhält man die Formel: 

(ITl ) {abf (ß cY h^^ e*^ + (b ay (b cf a^^ c\ + {e a)" (c bf a\ &^* 
= i i «*.. {b cY + bK (c af + c^* (a 6)' | , 
welche in der Theorie der hiquadratisclien Formen benutzt wird. 

Aus den Identitäten (I), (II), (111) leitet man andere dadurch ab, 
dass man x^, x^ durch die Coefficienten ä.^ und — d^ einer wirklichen 
oder symbolischen linearen Form ersetzt. Man erhält dann: 

(IV) {hc){ad) + ica)(bd) + {ab){cd)^Q 
(V) {ab) (ac) {db) (de) = i !(«&)^ {cdf + {ac)\hdf - {adf {hcf\, 
(VI) {abf{acf{dbf{äcy + {br:fQ)af{dcf{daf + ica)\cby{ädf{äbf 
= \\{ab)'{cd)* + {ac]Hbd}*->r{ad:f(J)c)'\. 

* Beispiel. Die Covarianti; eiuor quadi-atisuhen Fotik: iab)ax1i: geliL durch 
VeitauHcliung von a miib in --- {ah) aibx (iljer, yerBchwindet also identisch. EbeiiEO 
jede Bildung («ö)« — *(ia:*&i* (bei der sich a und Ö auf dieaelbc Foirm. ntor Ordnung 
bezielieu), wenn n— ft ungerade. 
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und Covarianten binärer Fornien. — § 15, 41 

Andererseits folgen aus (I) uncl (II), indem man c.^ = y^, C\--~'!ti 
setat,* die Identitäten: 

(Yll) a,h,-b:.ay = {a}>){xyy^ 

(VllI) a^ay hjj,j - i \a\h\ + a^^'b^^~{alf{xyY\. 

Als Anwendung allgemeinerer Art will ich hier den folgenden Satz 
beweisen : 

Ein symboliaciier Ausdruck, welcher eine unge- 
rade Potenz der Determinante gleichwerthiger Sym- 
bole als Factor enthält, lässt sich immer in einen 
solchen überführen, welcher die nächsthöhere ge- 
rade Potenz derselben enthält. 
Sei (a(»)^'"~* der Factor eines symbolischen Ausdrucke, und a, b 
vertauschbar, Symbole einer Form )»'" Ordnung. Da keine höhere Po- 
tenz Yon (aö). vorkommt, so müssen die übrigen (m — 2ni-!-l) Sym- 
bole a und b getrennt vorkommen. Die zu betrachtende Bildung geht 
also aus dem Ausdruck 

hervor, indem man für einige der Reihen :c, y . . ., z,t . . . symbolische 
Coefficienten einsetzt und das Resultat mit einem ergänzenden sym- 
bolischen Producte multiplicirt. Der Ausdruck (1) aber geht durch den 
Prozess der Polarenbildung aas 

(2) (Ol)-- i<,,"-'- + i6,— '-+' 

hervor. Es ist also nur nötliig, für diesen Ausdruck den Satz zu be- 
weisen; denn besteht er für diesen, so besteht er auch für (I) und 
demnach auch für den gegebenen symbolischen Ausdruck'. Der Aus- 
druck (iJ) aber wird, indem man a mit h vertauscht und die halbe 
Summe heider Darstellungen einführt, durch die symbolische Gestalt 



Dieser Ausdruck hat den Factor 

a.b,j-b.a,j = {a}>){xy); 
es tritt also («&)'"' vor, was zu beweisen war. Zugleich sieht man, 
wie die betreffende Darstellung des gegebenen Ausdrucks auszufüh- 
ren iat. 

* In n. ^t vorher a mit c zu vertau8ch.ea. 
** Hiernach. aerMlt a. B. die bei. einer quadratischen Jona auftretende Cova^ 
riante (o 6) ax b^ ; denn' indem man a und i vertauscht nnd die lialbe Siimme beider 
Auedriicke nimmt, hat man 

(c(i)a^iy = iiab)(axhy-h.ag) = l(abf(a:y)i 
sie verwandelt sich in daa Produot einer identischen Covariante mit eiaei- hivariante. 
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g Iti. Formen roii geradem und nuj^criiAem Charakter, 

Ich will bei dieser Gelegenheit uocli eines andern Resultats ge- 
, welches die symbolische Darstellung sofort ergiebt. Jede Co- 
variante oder Invariante TT, für die transformirte Form gebildet, ist 
der für die ursprüugliche Form gebildeten gleich bis auf einen Fac- 
tor r^. Die Tranaforniationsformeln der Symbole, welche Seite 34 
gegeben sind, lehren aber, dass bei der Transformation der symbo- 
lischen Form von TT jeder lineare Factor ungeandert bleibt, während 
jede symbolische Determinante den Factor r erhält. Das Ganze erhält 
also den Factor r so oft als Determinantenfactoren vorhanden sind, 
d. h. die Zahl X giebt die Zahl der symbolischen Deter- 
minantenfactoren an, welche in der symbolischen Form 
von TT auftreten. 

Sei nun TT von der Ordnung m in den Veränderlichen, vom Grade 
Ä, H ... beziehungsweise für die Coefficienten der in TT eingehenden 

Formen, n, n' die Ordnungen der letzteren. Die Anzahl aller in TT 

vorkommenden Symbolreihen (jede so oft gerechnet, wie es die Ord- 
nung der betreffenden Form erfordert} ist dann 
nl^n'l^ -\-... . 
Diese vertheilen sieh nun zum Theil paarweise auf die k Deier- 
minantenfactoren , zum Theil einzeln auf die m aymbolischon linearen 
Factoren. Man hat also die Gleichung 

Sind n, n' . . . gerade, so muss auch m gerade sein, um3 man hat 
also den Satz: 

Formensysteme, in welchen alle Formen von ge- 
rader Ordnung sind, haben auch nur Covarianten 
von gerader Ordnung. 
Von wesentlicher Bedeutung ist eine Unterscheidung der Cova- 
rianten und Invarianten von geradem und ungeradem {gaiache) 
Charakter, je nachdem die Zahl X gerade oder ungerade ist. Für die 
lineare Substitution 

ist r = ~ 1; die Formen geraden Charakters ändern sich also durch 
eine solche Substitution nicht, die Formen ungeraden Chai^akters ändern 
das Vorzeichen. Diese Substitution ist nichts anderes, als eine Ver- 
tauschung der Bedeutung der beiden Veränderlichen x^, x.^. Dieses 
kann auch so aufgefasst werden, dass die Coefficienten 
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und Covaiianten brnSrer Formen. — § IG. 43 

einer Function in der transformirten Function wieder auftreten, nur 
in der umgekelirteu Reihenfolge: 

Oin, a,n~\, «n— 2 ■ ■ ■ «u- 
Man kann also den Sata aussprechen: 

Wenn man aus einer Invariante oder Covariante 
eine andere ableitet, indem mau die VerlVuderliclien 
vertauscht und zugleich die Coefficienten sämmt- 
licher zu Grunde gelegter Formen in umgekehrter 
Folge benutzt, so entsteht eine Bildung, welche der 
ursprünglichen gleich oder entgegengesetzt ist, je 
nachdem die ursprüngliche Covariante oder Inva- 
riante von geradem oder ungeradem Charakter war. 
Andere Eigenschaften der Formen ungeraden Charakters werden 
in der Folge sich wiederholt geltend machen.''' 

* Die simultane Covariante aweier quadratisclien Foi'jnen (S. 33.) 

iat in dieeem Sinne eine Form ungeraden Charaltei's, die siinultane Invariante 

eine Form geraden CliiM.akters. 
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Zweiter Abschnitt. 

Die geomctrisclie Interpretation algebraischer Formen. 



§ 17. Mittel der goomctrisclicn Dttrstcllimg Ijinai-er Formen. Pnuktrcilie 
und Strahlblischel. * 

leb werde jetzt eine geoinetrisclle Interpretation darlegen, deren 
die binären Formen, sowie die dabei auftretenden Invarianten und 
Covarianten fähig sind, und welche sowohl wegen ihres Zusammen- 
hanges mit der analytischen Geometrie von Wichtigkeit ist, als wegen 
der ob ersichtlichen Ausdriicksweise, welche eine grosse Anzahl von 
Sätzen durch sie zulassen. 

Eine binare Form n^^' Ordnung, gleich Null gesetzt, stellt, wie 
schon im Eingange bemerkt ist, eine Gleichung «'*» Grades vor, in 

welcher — die Unbekannte ist und welche also n Werthe dieses Ver- 

^a 
hUltniases liefert. Denken wir uns nun eine Gerade, deren jeder Punkt 
einen Wertli dieses Verhältnisses repräsentirt, so ist eine binäre Form 
gewissermassen als der analytische Ausdruck des Complexes der 
n Punkte zu betrachten, welche durch die entsprechende Gleichung 
gegeben sind. 

Nehmen wir daher in der Geraden irgend zwei Punkte, A, B 
(Grtindpunkte) an. Die Abstände eines beweglichen Punktes G der 
Geraden von A und B seien p und q, und zwar sollen dieselben posi- 
tiv gezählt werden, wenn C zwischen A und B liegt; wenn aber 
ausserhalb des Intervalles AB sich befindet, so soll der Abstand des 
Punktes C von dem näheren der beiden Punkte A, B als negativ an- 
gesehen sein. Man hat dann immer 

i> + 2 = c, 
wo c der gegenseitige Abstand der Punkte A,B ist. 

* Ueber den Zusanunenhaug der linearen Substitution mit dem Doppelver- 
hältnisB siehe Cayley, Memoir upon Quatifics, Phil. Tr. vol. 148, sowie Fiedler, 
Die Elemente der wettern Geometrie und der Algebra der biliären Formm, Leipaig, 
Teubner 1862, 
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Es ist nun zweckmässig, die Veränderlichen a;,, x^ dureh folgende 
Definition mit den Punkten der Geraden ,4.B in Beziehnng zu setzen: 
Ich verstehe unter x^, x^ zwei Zahlen, deren ab- 
solute Werthe gleicligiitig sind, welche sich aber 
zu einander vorhalten wie die Abstände des ihnen 
zugehörigen Punktes C der Geraden -4B von diesen 
beiden Punkten, jeder Abstand multiplieirt mit 
einer beliebig aber fest gewählten Constante. 
Man deiinirt also x^, x^ durch die beiden Gleichungen 



(1) 



QXi = ap 

QX^^^lq, 

in welchen q eine willkürliche Grosse, a und h aber zwei constante 
Zahlen sind. 

Jedem Werthe 

Xy_a p 

x^ b ' q 

entspricht nur ein Werth von — , und demnach auch nur ein Punkt C 
der Geraden. In der That , ist l der Werth von " , so hat man .die 

r 

beiden Gleichungen 

i) - il2 = 



c 



(2) 

wodurch j) und g völlig und eindeutig bestimmt sind. Wie also jedem 
Punkte G ein Werth von ~ entspricht, so findet auch das Umge- 
kehrte statt, und man kann also sagen, dass die Punktreihe C die 
gesammte Werthreihe der — eindeutig repräsentire. 

Insbesondere entspricht der Werth x^=^ Q (vorausgesetzt, dass 
nicht auch x^ verschwinde; aber es hat keinen Sinn, beide Zahlen 
Null zu setzen, da es sich immer nur um ihre Verhältnisse handelt) 
dem Punkte A{p = 0), x.,=(i dem Punkte B (2 = 0). Der Werth 

— = T- entspricht, Aa. p = q, dem Mittelpunkte der Strecke AB. End- 
lich der Werth -i — — — giebt f ~ —- 1, daher A = — I, und also 
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■p und ci unendlich gross. Dieser Werth von — giebt also einen un- 
endlich fernen Punkt der Geraden; und man erhält keinen andern 
unendlich fernen Punkt, da nach (_2) ji und q nur unendlich gross 

sein können, wenn A = — 1, also— = — 7-. Man ist daher bei den 

hier zu Grunde gelegten Vorstellungen berechtigt, von einem ein- 
zigen unendlich fernen Punkte der Geraden zu sprechen, 
■welcher, so gut wie alle anderen Punltte, durch einen einzigen Werth 

des Verhältnisses — repräsentirt ist. 

Allerdings sind es, weim man a, h als reell voraussetzt, nur reelle 

Werthe des Verhältnisses — , welche durch reelle Punkte C der Ge- 

raden AB dargestellt sind. Aber der Unterschied von Reellem und 
Imaginärem ist im Folgenden immer durchaus unwesentlich. Wir 
werden keinen Anstand nehmen, uns a und h auch als complex zu 
denken, ebenso p und g, und imaginäre Punkte der Geraden einzu- 
führen, um das ganz.e dem Verhältnisse ~ zukommende Werthge- 

biet zu beherrschen. Ja, wir werden selbst die Grundpunkte A, B der 
Allgemeinheit wegen uns als imaginär vorstellen dürfen. 

Dieser Darstellung des Werthes — geht eine zweite genau pa- 
rallel, bei welcher man sich nicht der Punkte einer Geraden bedient, 
sondern der Geraden (Strahlen), welche durch einen beliebigen Punkt 
in der Ebene gezogen werden können (StrahlbUschel). Legen wir, 
um diese Darstellung mit der vorigen in Zusammenhang zu bringen, 
zwei Grundstrahlen A, B des Strahlbüschels durch die Punkte A, B 

der im Vorigen betrachteten Geraden. Ein Werth — , welcher einem 

Punkte G der Geraden zugeordnet ist, kann auch dem durch C gehen- 
den Strahle des Büschels zugeordnet werden, und zwar auf folgende 
Weise. 

Jeder Strahl des Büschels ist charakterisirt durch sein Abstands- 
verhältniss von den beiden festen Strahlen AB, d. h. durch das Ver- 
hältniss der von einem Punkte des beweglichen Strahls auf die festen 
Strahlen gerällten Lothe, ein Verhältniss, welches för jeden Punkt 
des bewegliehen Strahls denselben Werth hat. Unter den 4 Winkeln, 
welche die Strahlen A, B bilden, wählen wir einen heraus {im Zu- 
sammenhange mit der Geraden AB etwa denjenigen, in welchem die 
Strecke AB liegt). Das Ab stands verhältniss des beweglichen Strahls 
nennen wir positiv, wenn der Strahl innerhalb dieses Winkels, negativ. 
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(3) 



wenn er ausserhalb desselben liegt, Bezeiclineii wir die vom Pankte G 
des Strahls G auf die Strahlen A, B gefällten Lotho durch ir, Jt, 
durch <p, il> die Winkel, welche die Strah- 
len A und B gegen die Gerade A, B 
bilden, so ist 

M = 2 sinip, 

also überhaupt das Ahstaudsverhiiltniss der 

Geraden C Ton den beiden Geraden Ä, B: 

ic q Sin jfi 
Es unterscheidet sich daher das Abstandsverhaltniss des Punktes C 
auf der Geraden von dem des Strahls ' C im Büschel nur um einen 
eonstanten Factor, und also sind auch beide nur um eonstanto Factoren 

von der Grösse — verschieden. 




Sowie also — durch einen Punkt der Geraden AB repräsentirt 

wird, wird es auch dargestellt durch einen Strahl des Büschels AB, 
und weil sich die Punkte der Geraden und die Strahlen des Büschels 
eindeutig entsprechen, so gehört auch zu jedem Strahle, ganz wie 
dies hei den Punkten der Geraden der Fall war, nur ein Werth 

ein Strahl des Büschels. Die 



1 jedem Werthe von — i 



Formeln für diesen Zusammenhang sind der Formeln (3) wegen ganz 
analog den Formeln (1), indei 
derh, nämlich: 



sich 1 



r die eonstanten Factoren än- 



pa:^: 



S'tn (p 
hq 

pX, =-= —. 7 . 

Sinti! 
und man kann demnach die Grossen x^, x^ auch durch l'olgende zweite 
Definition interpretiren : 

Es sind x^, x^ zwei Zahlen, welche sich zu ein- 
ander verhalten wie die Lothe von einem beweg- 
lichen Strahle eines Strahlbüsehels auf seine festen 
Grundstrahlen, dieLänge jedes Lothes multiplieirt 
mit einer beliebig aber fest gewählten Constanten. 

§18. Gleichungen, welche durch das Terschwindcu von Invarianten 
oder Covarianten ausgedrückt worden. 

Der Zusammenhang dieser Interpretationen mit der Theorie der 
Invarianten und Covarianten ergiebt sich nun sogleich durch folgende 
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Betrachtung, bei welcher es. gl eich giltig ist, vou welcher der heiden 
oben entwiclteltcD Anschauungen man ausgeht. 

Untersuchen wir, welche sinalytischen Veränderungen der Aus- 
druck -^ erfährt, wenn wir den ihn repräsentir enden Punkt der Ge- 
raden AS ungeändert lassen, die übrigen Momente aber, welche den 
Zusammenhang definiren, sich andern lassen; wenn wir also sowohl 
andere Gruadpunkte einfuhren, als auch die Constanten a, h durch 

andere Constanten a', V ersetzen. An Stelle von — tritt dann ein 
neuer Werth 

in welchem p' , <[ die Abstände des Punktes C von den neuen Grund- 
punkten sind. Nun unterscheiden sich offenbar diese von f, q nur um 
Constante; jede Constante aber kann mit 

c 

multiplicirt, also als lineare Function von p und g dargestellt wer- 

I 
den. Demnach erscheint ~- als Quotient zweier homogener 

linearer Functionen von p und q, also auch von x, und a^g, 
denen p und q bis auf constante Factoren proportional sind. 

Nachdem dieser Charakter festgestellt ist, kann man nun die 
I'oraiel für ^ direct in eleganter Weise darstellen. Denn es kann 

soVohl Zähler als Nenner nur für je einen Werth von -^ verschwin- 
den. Aber es muss der Zähler, d. h. g,, für den einen neuen Grund- 
punkt Ä', der Nenner, d. h. |^, für den andern, B", verschwinden. 

Sind also -r und -^ die Werthe von -^, welche diesen beiden Punkten 
entsprechen, so hat man 



li _ Xjx\ ~x^x\ ^ {xaf) 
g^ x-yX.^' — x^x^' {xaf'Y 



(1) 

Die Constanten a' , b' kann man in dieser Formel ganz unberück- 
sichtigt lassen; denn sie werden durch den Umstand ersetat, dass die 
absoluten Werthe sowohl von a^^, x'^ als von x{' , x." beliebig sind, 
und also Zähler und Nenner an und für sich schon mit beliebigen 
Constanten Factoren behaftet sind. 
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Die Gleicluiüg [l) stellt nun offenbar eine beliebige lineare 
Substitution vor. Wir können sie in die beiden Gleichungen zer- 
legen: 

Die vier Substitutionseoeffieieiiten sind ganz willkürlicli ; die ein- 
zige Bedingung, dass die Determinante derselben nicht verschwinde, 
dass abo nicht 



fallt mit der evidenten geometrischen Bedingung zusammen, dass 
man jederzeit zwei wirklich verschiedene Pankte A', B' als neue 
Gmndpnnkte einführen muss. 

^'Ian kann also den Satz aussprechen: 

Jede lineare Siibstitution ist identisch mit 

einer Veränderung der Grnndpunkte und der mul- 

tiplicirenden Constanten in der geometrischen 

Interpretation, bei welcher das Verhültniss der 

Veränderlichen durch einen Punkt einer G-eraden 

(bez. einen Strahl eines Büschels) dargestellt wird. 

Eine Invariante von Functionen f,<p,... gleich Null gesetzt , giebt 

eine Eigenschaft dieser Functionen an, welche sich durch lineare 

Substitutionen nicht ändert, d, h. welche immer auch noch den trans- 

formirfcen zukommt. Denn ist J" die Invariante , gebildet in Bezug auf 

die ursprünglichen, J' in Bezug auf die transformirten Functionen, so 

hat man 

und also J' = 0, sobald J==0 ist. 

Ebenso sagt eine gleich Null gesetzte Covariante 0=0 eine Be- 
ziehung zwischen den Functionen f, ip, . . . und verschiedenen Systemen 
^xi^i'j Vi! J/ai ^- s- w. Von Veränderlichen aus, welche durch lineare 
Substitution nicht geändert wird. 

Da wir immer alle Eildungen als homogen für die Coefficienten 
jeder Function angenommen haben, so sind in den Gleichungen 
(/"=: 0, (7= die absoluten Werthe der Coefficienten der constituirenden 
Functionen gleichgilt ig , und es kommt nur auf deren Verhältnisse 
aa; diese aber sind durch die den Functionen zugeordneten Punkl- 
.' jez, Stralilen-) Systeme völlig gegeben. Man hat also deu Satz: 

Das Verschwinden einer Invariante sagt eine 
Beziehung aus, welche zwischen den Punkt- (bez. 
Strahlen-) Systemen stattfindetj die" den consti- 
tuirenden Functionen zugeordnet sind, und welche 

Clebsoh, Theorie äer biliaren algehr. Formen. 4 
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von den übrigens die Zuordnung definirenden Mo- 
menten unabhängig sind; welche alao nur noch 
von der gegenseitigen Lage der Punkte (bez. Strah- 
len) abhängen. 

Ebenso sagt das Verschwinden einer Co'variante 
eine derartige Beziehung aus, bei wolcher aber 
ausser jenen Punkt- (bea. Strahlen-) Systemen noch 
irgend welche andere Punkte (bez. Strahlen) nach 
ihrer Lage in Betracht kommen. 
Aber es drückt sich nicht umgekehrt jede derartige Beziehung 
durch das Verschwinden einer Invariante oder Covariante aus. Unter- 
suchen wir nun, welchen besondern Charakter eine Beziehnng haben 
muss, damit dies geschehe. 

§ 19. Invarianten und Cornriauten von Functionen, welche ilnrcli ihre 
lineareu Faetoren gegeben sind. 

Ersetzen wir jede in einer Covariante oder Invariante TT vorkom- 
mende Form durch das Product ihrer linearen Factoren, also etwa f durch 

(1) /-= {x^ x.^ ~ x^ x^) {x^ X." - x.^ xl") ...{x^ x4'''> — x^ a^i'"') , 

so sind —, , -^ . . . die Punkte, bez. Strahlen, welche zusammen die 

Form /■ lepräaeutiren; ähnlich bei den Übrigen auftretenden Formen. 
Dass die Function TT von den Coeffieienten einer Form, etwa f, ratio- 
nal abhänge, erfordert nur, dass diese Punkte, bez. Strahlen, in der- 
selben symmetrisch benutzt seien, d. h. dass die Function sich nicht 
ändere, wenn man irgend zwei der Punkte, bez. Strahlen, mit einander 
vertauscht, wahrend zugleich für jedes einzelne der zugehörigen Wertlie- 
paare die Function homogen sein muss. 

Da bei der linearen Transformation jeder der linearen Factoren 
einer Function f sich für sich linear transformirt, so hat jede Func- 
tion TT, welche in Bezug auf f die Invarianteneigenachaft hat, dieselbe 
auch in Bezug auf seine linearen Factoren. Man kann also den Satz 
aussprechen : 

Jede Invariante oder Covariante eines simul- 
tanen Systems ist auch eine solche für die linearen 
Factoren der simultanen Formen. 
Denkt man sich nun in irgend einer Function TT alle Formen f, 
<p ... durch die Producte ihrer linearen Factoren ersetzt, so erhalt man 
einen Ausdruck, welcher mir noch eine Anzahl von lieiheu Xj^, x^; y^, 
)/g u. s. w. enthält, und in Bezug auf diese die Invarianten eigenschaft 
besitzt. Da andrerseits nach § 4. solche Reihen immer durch Coefftcien- 
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ten linearer Formen ersetzbar sind, so aielit mau, dasa die reaultirende 
Gestalt von TT ein Aggregat von Producten ans Determinanten vom 
Typus (xy) ist (§ 9,), und man hat also den Satz: 

Ersetzt man in einer Invariante oder Cova- 
riante TT die darin auftretenden Formen durch ihre 
linearen Factoren, oder i'ührt man, was dasselbe ist, 
die diesen entsprechenden Punkte, bez. Strahlen 
ein, so geht TT in ein Aggregat von Producten aus 
Determinanten vom Typus (xy) über, wo x^, x.^; y,, j/,j 
Punkte, bez. Strahlen der geometris chen Darstel- 
lung bedeuten. 
Ich werde nun Ausdrücke, welche sich wie der Ausdruck 

aus vier Keihen zusammensetzen, als ein aus diesen Reihen gebildetes 
Doppelverhältniss bezeiclmen. Die Theorie der. verschiedenen aus 
denselben Reihen zu bildenden Doppelverhältnisse, sowie die geome- 
trische Bedeutung dieser Bildungen wird weiter unten entwickelt 
vrerden. Hier mag es genügeü zu sagen, dass Zähler und Nenner 
eines solchen Doppelverhältnis aes Producte je zweier Determinanten 
sind, welche zusammen alle vier Reihen enthalten, und dass, wenn l 

ein Doppelverhältniss ist, auch -r- ein solches ist, indem etwa in dem 

obigen Ausdruck nur die Vertauschung der Reihen t, y erforderlich 

ist, um A in — überzuführen, was den Charakter der Bildung an und 

für sieh nicht ändert. 

Ich werde nun zeigen, dass man den Quotienten von TT 
durch eines aeiner Glieder als ganze rationale Function 
von Doppelverhältnissen darstellen kann. 

Die Function TT besteht n'amhch, wenn wir durch a^^, K^g ■ . - 
Null oder positive ganze Zahlen bezeichnen, und die Indices \,2,'ä . . . 
den Reihen x, y, z . .. entsprechen lassen, aus Termen der Form 

welche mit numerischen Coefficienten multiplicirt sind. Und zwar 
muss, da TT in Bezug auf jede der Reihen homogen ist, die Summe 
deijenigen k, welche einen Index gemein haben, für alle Tevme von 
TT denselben Werth besitzen. Dividireu wir also X\ durch eines seiner 
Glieder, so besteht der Quotient aus einer Ooustanten, und aus Ter- 
men der Form 

,1»'. {»;»/" va;i/".,. (;/«/- fei/"..., 



--[xyy'^ ^X0 
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wo die ß nun Null oder positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, 
doch BO, dass die Summe aller ß mit einem gemeinsamen Index immer 
verschwindet. 

Zeichnen wir nun unter den Reihen, welche in P auftreten etwa 
die drei ersten, w, y, s, aus, und verbinden diese mit jeder der fol- 
genden ßeihen [t, u, v . . .) zu äen Doppel verhültnissen 

,„(;Si£|) 



I können wir setzen: 



ixt) 

(XV) = f.. 






und orlialteii, indem wir diese einführen: 

P=lP" [ifa... . (p,J)l<« + l><:+l>"-(Xl)l>'-.Q, 
WO y die X nicht mehr cuthält. Da aber 

so liann man dafür setzen 

oder wenn wir noclr das Doppelverliältniss 

^ (xz) jty) 

einführen : 

F=i.l>« ff--'... Qt>...F-, 

wo P' nun die x nicht mehr enthält, zugleich aber, wie P, A, ji . . . 9, 
für alle übrigen Reihen homogen von der nullten Ordnung ist. 

Man hat also P auf ein Product von Doppelverhältnissen und 
auf ein Product P' zurückgeführt, welche ganz die Eigenschaften von 
P besitzt, aber eine Reihe weniger enthält. Man kann nun mit P' 
verfahren wie oben mit P, und kann daher P immer auf Producte 
von Doppelverhäitnissen und auf Producte zurückführen, welche immer 
die Eigenschaften von P besitzen, aber weniger und weniger Reihen 
enthalten. Man kann dies so lange fortsetzen, als in einem Übrig- 
bleibenden Factor P'" noch mehr als drei Reihen vorhanden sind; 
denn vier Reihen wurden oben zur Bildung der Doppelverhältnisse 
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gefordert. Gelangt mau aber endlich zu einem Producte F"'\ welches 
nur noch drei Reihen eathält, so hat dasselbe die Form 

{lm)y (In)^ {mnf, 
und es ist 

also 

und dieses Product miiss also der Einheit gleich werden.^' 

Indem man die Umformung von P so weit verfolgt, erhält man 
also P als Product von Doppelverhältnissen. Diese tommeu zvrar 
theils zu positiven, theils zu negativen Potenzen erhoben vor; aher 
da, vrie oben bemerkt, der reciproke Werth eines Doppelverhältnisses 
abermals ein solcjies ist, so kann man sagen, es sei P ein Product 
positiver Potenzen von Doppelverhältnissen. 

Hiermit ist denn der obige Satz bewiesen. Man kann denselben 
in folgender Form ausdrücken : 

Eine Invariante oder Co Variante von binären 
Formen ist der Zähler einer ganzen rationalen 
Function von Doppelverhältnissen, vreiche aus den 
Verschwindungselementen der Formen und ans an- 
deren (veränderlichen) Elementen zusammenge- 
setzt sind. 
Dieser Satz l'ässt sich umkehren. Man kann zeigen, dass der 
Zähler einer ganzen Function von Doppelverhältnissen, 
welcher die Verschwindungselemente verschiedener For- 
men, und zwar die einer jeden symmetrisch, enthält, eine 
.simultane Invariante oder Covariante dieser Formen sei. 
Dass ein solcher Zähler die Invarianteneigenschaft besitzt, ist aas 
seiner Bildung unmittelbar klar; um diesen umgekehrten Satz zu 
beweisen, ist also nur nöthig zu zeigen, dass eine die Invarian- 
teneigenschaft besitzende Bildung, welche die Verschwin- 
dungselemente einer Form /'rational und symmetrisch ent- 
hält, sich als ganze homogene Function der Coefficienten 
von /" ausdrücken lasst. Dieser Beweis soll im folgenden Para- 
graphen geliefert werden, indem" eine Methode angegeben wird, die 
fragliche Bildung als solche ganze homogene Function der Coefficien- 
ten wirklich darzustellen. 

* Enthielt TT von voniliei-ein mxv. i.'viffk oder drei Eeiten, so gesteht es über- 
haupt nur aus einem Gliede, und die voiiiegeaden Betrachtungen wercleii gegeii- 
Btandslos, da zur Bildung eines Doppelverhältnisses überhaupt keine Mögliolikeit 
mehr vorliegt. 
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§ 20. Methode, invariante symmetrische Functionen der IJiieareii Foctoren 
einer Form durch die Coefflcicnten dersullicn anszudHicliCD. 

Es ist die Frage, wie eine durch einen solchen Zühler definirte 
Function TT, welche die einer Form f zugeordneten Elemente (Punkte 
oder Strahlen) symmetrisch enthält, durch die Coefficienteu dieser Form 
ausgedrückt werden könne. Ich werde eine Methode angeben, vermöge 
deren man alimalig statt der jenen Elementen entsprechenden Werthe- 
paare die symbolischen Coefflcienten von /'einführen kann. Dadurch 
ist in der That der Forderung schon völlig Geniige geleistet, um so 
mehr, als, wie man sehen wird, in allen allgemeinen TJntersuehungen 
gerade die symbolische und nicht die wirkliche Forni von Covariaiiten 
und Invarianten es ist, welche man gebraucht. 

Es war oben (§ 3.) gezeigt, dass, wenn «„, % . . . die Coefficien- 
ten von / und c^, «j . , . die Coefflcicnten einer Function von ebenso 
hoher Ordnimg sind, auch der Ausdruck: 

T^i = "u5 — H«. 5— +■■■ 

' Otto 0.1 

die Invaiianteneigenschaft blitzt. Setzt man an Sielle der k die 
CoeFficienten der n'™ Potenz eines linearen Ausdrucks, so wird die 
Bildung von TT^ der erste Schritt zur Darstellung der symbohschen 
Form von TT, und die vollständige Darstellung derselben geschah in 
§ 12. mittelst mehrmaliger Wiederholung derselben Operation, zu- 
nächst in Bezug auf die Coefflcienten von f, dann in analoger Weise 
in Bezug auf die Coefflcienten der übrigen Formen, welche bei der 
Bildung von TT benutzt sind. 

Ich werde nun zeigen, wie die Bildung von TTj vorzunehmen ist, 
wenn nicht die Coefflcienten von f, sondern die den Yerschwindungs- 
elementen von / zugeordneten Werthepaaru in TT auftreten. Es wird 
sich herausstellen, dass, wennTT^ auf die anzugebende Weise gebildet 
wird, es eine ganz ähnliche Form wie TT hat, und also der Wieder- 
holung derselben Operation unterworfen werden kann. Nur wird der 
Endwerth von TTj die "Verschwindungswerthe von /' sämmtüch in einer 
um 1 niedrigeren Ordnung enthalten, und dafür ein neues Werthepaar, 
das der eingeführten Symbole von f. Daraus folgt, dass eine Wieder- 
holung der Operation in der That die Verschwindungswerthe allmälig 
entfernt, und dafür Symbole einführt, so dass man nach einer hin- 
reichenden Anzahl von Wiederholungen nur noch Symbole, aber nicht 
mehr Verschwindungswerthe in dem Endausdruck hat, wie es verlangt 
wurde. 

Bezeichnen wir durch SW das , was aus einet Covariante oder In- 
variante n entsteht, wenn man diese Function nach den Coefficienteu 
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tSj, ffi, . . . von f differenzirt, die Di fferentiaiquoti eilten uiit den ent- 
sprechenden «"" Dimensionen der Symbole 6,, 6^ muitiplicirt und 
dann die Summe nimmt, also den Ausdruck 

Es ist diiiiß, mit Anwendung derselben Bezeichnung, 

(2) «/■= h,- 

uüd diese Gleichung kann zur Definition des Differentialproeesses 8 
dienen. Nehmen wir nun an, es sei /■ als Product linearer Factoren 

(3) /=iv.fc.r.... 

gegeben. Man kann dann die Gieichung (2) dadurch erfüllen, dass 
man die Operation S auf die linearen Functionen ;px, q^- n. s. w. der 
Reihe nach anwendet, und die linearen Functionen 

so bestimmt, dass die Gleichung (2) eine identische wird. Es muss 
dann also sein: 

(4) 






Setzt man in dieser Identität etwa 

so erhält man, indem alle anderen Glieder fortfallen: 
{hpY = {qp) {rp) . . . Oa dp, -p, Äpä) ) 
eine Gleichung, welche durch die Annahme erfüllt wird: 



(5) 



') (••!') • ■ ■ 



dp,-. 



Atr 



(gj))Crj))... ■ 

Aehnliche Ausdrücke erhält man für fig,, ög^ . . . ; und es ist leicht 
au zeigen, i3ass durch Einführung dieser Ausdrücke die Gieichung 
(4) in der That identisch erfüllt wird. Denn sie verwandelt sich in 
folgende : 

j , ^ { yp)—'h,q,r,... I.hq)—n,p.,r_, 
{qp){rp)... (pqj(rq)... 

Dividiren wir diese Gleichung durch l,^, so ist die Differenz bei- 
der Seiten eine Form (n — 1) *" Ordnung , welche , ohne identisch zu 
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verschwiiiclen, nur n^l Verschwindungswerthe zulüsaeii kann; aber 
man sieht leicht, dass sie deren n zuliisst, nämlich -- gleich einer 

der n Grössen — , — . . . . Die obiae Gleichung muss also eine Ideu- 

tität sein. 

Die Form (3), in weldier die Function f hier gegeben erscheint, 
weicht mir leicht von derjenigen ab, welche im vorigen Paragiaphen 
angenommen wurde. Nämlich es sind hier nur stsitt der Ver- 
schwindungswerthe die Coefficienten der filr dieselben verschwiuilen- 
den linearen Ausdrücke eingeführt; was nur deswegen hier zweck- 
mässiger ist, weil alsdann die Analogie der einzuführenden symbolischen 
Coefficienten mit denen der gegebenen linearen Functionen Px, q.z ... 
deutlicher hervortritt. 

Denken wir uns also auch in einer Form TT, welche statt der Coef- 
ficienten von f die Verschwind ungswerthe von /' enthält, statt deren 
diese Coefficienten p, q ... gesetzt, alao^, statt x\, — p^ statt ic'j n. b. w. 
Aus der so gegebenen Form entsteht die Function ^TT, wenn man 
nicht, wie in (1), nach den Coefficienten von /■ differenzirt und mit 
denen von Sf multiplicirt, sondern wenn man jetzt nach den p, q ■■• 
diiFerenzirt und mit den Grössen dj), Öq . . . multiplicirt. Es ist 
also jetzt 

(gj)) {rp) . . . \^p^ '■ dp^ J 
^'-)irq)...\8q,''^^ 



{Pl)<irq) ...Xdq^ ' d q^ -} 



Die Function TT enthält nun der Vor avis setz ung nach jedes der 
Coefficientenpaare p, , 2*8! Su Sa ■ ■ ■ homogen und in gleich hoher Ord- 
nung, etwa der h**°; femer so, dass durch Vei-tanschuug zweier dieser 
Werthepaare sich nichts ändert. In ÄTT kommen die p, q, r auch in 
Nennern vor, und zwar so, dass das Determinantenpro du et D der 
p, q . . . den gemeinschaftliehen Nenner bildet. Der Zähler 

hat aber die Eigenschaft zu verschwinden, wenn ein Paar von Werthe- 
paaren, etwa p, q, zusammenfällt, und also etwa 

Deun es verschwinden hierdurch zunächst alle Glieder des Aus- 
drucks bis auf die beiden ersten. Die Glieder 
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(SP) 



»)" /an, , sTi,\, (Sg)"-' /sn, , sn, \ 



aber haben von voniherein die Eigenschaft, mit entgegengesetztem 
Zeichen in einander überzugehen, wenn jnan p und q vertauscht, so 
dass ihre Summe durch {pq) theilbar sein musa; daher verschwindet 
auch die Stimme dieser Glieder, wenn man mit D multiplicirt, und 
dann die p den q propoifcional setzt. 

Der neue Äusdruclt von öT\ enthält also in seinem Zähler alle 
Factoren von D, und der Kenner hebt sich somit vollständig auf, 
so dass Ö'TT als eine ganze Function der ji, q . . . zurückbleibt. Diese 
Function hat nun alle Eigenschaften von TT. Sie besitzt die Inva- 
rianten ei gen schalt wegen ihrer Zusammensetzung aus Termen von der 

Form 7:~b, + ~ — h, und aus Determinanten (bp) oder (qp). Sie ent- 
Sj9, ^ cp.. ' -^ ^ ■" 

hält jede der Reihen p, q symmetrisch und homogen, aber nur noch 
zur (tt— l)'"" Ordnung. Endlich enthält sie noch eine B,eihe symbo- 
lischer Coefficienten a,, a^, was an der Natur der Bildung durchaus 
nichts ändert. 

Man gelangt also auf dein angegebenen Wege in der That von 
einer Function TT zu einer Function n^>=dTT, welche eine Dimension 
weniger in jeder der Reihen p, g... enthält, und in welcher eine 
Reihe von Symbolen von /' eingeführt ist. Die Portsetzung der Opera- 
tion liefert also die symbolische Form von TT, wie es verlangt wurde. 

Die Ausführung dieser Darstellung ist bei gegebenen Formen im 
Allgemeinen sehr weitlikifig. Indessen lehrt das Vorhergehende 
theoretisch diesen Zusammenhang vollständig erkennen, und zwar 
ohne dass es nothig wäre, auf die Theorie der Gleichungen und der 
symmetrischen Functionen ihret Wurzeln einzugehen, eine Theorie, 
welche auf ebenso verwickelte Rechnungen führt, und ihrem ganzen 
Charakter nach den hier angewandten Betrachtungen und Vorstelhings- 
weisen fremd ist.* 



* Beispiel dei' Invariante einer quadratisclien Fonn; Betraoliten wir die 
Pnnctioii TT=(pf)', welcke alle geforderten Eigenschafiieo besitzt. Dig erste 
Traiisformatioa ist: 

' (?P) iPQ) ' 

Sodann zweitens, iiidom man neue Symbole c,, <'j beniit/t, unil die Formel 
g 15. (IV) anwendet: 

= -l{»r)', 
was die sjmboliaclie Foiin iti. 
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§ 31. Bie Doppclverliültuisse yon vier Elemcutcu. 

Die GrÖasen — wurden oben iiicM rein geometriscli definirt, son- 
dern als ÄbstandsverhiUtiiiss des beweglichen Elements von den beiden 
fest angenommenen j multiplicirfc mit einer Constanten, Diese Constante 
hebt sich auf, und es entsteht also eine, rein geometrisch deiiiiirte 
GfrÖsse, wenn wir zwei solcher Verhältnisse durch einander dividiren. 
Verlegen wir die Grund elemente , so dass die neuen Gmndelemente 

durch die Werthepaare — , -y in Bezug auf die ursprünglichen Gruud- 

elemeiite definirt sind, so ist eine solche rein geometrisch definirte 
Grösse nach | 18. der Quotient zweier Verhältnisse 

ü. h. das Doppelverhältniss 

iyi) 

Diese in § 19. bereits eingeführte Combination hat also eine rein 
geometrische Bedeutung; sie'ist der Quotient der Abstaudsver- 
hältnisse Bweier Elemente x, y gegen zwei andere Ele- 
mente Z) t. 

Diese Grüsse liat die Eigenschaft, sich durch lineare Substitution 
nicht mehr zu andern; sie ist, wie man sich ausdrückt, eine abso- 
lute [uTariante, insofern auch keine Potenz der Substitutionsdetermi- 
nante bei linearer Substitution vor dieselbe tritt. 

Ana vier Eiementen lässt eich noch auf mannigfache Weise ein 
Doppel Verhältnis s bilden. Zunächst muss man sie in zwei Paare tbei- 
len, wie oben x, y, g, t in die Paare xy, st. Dies kann auf drei ver- 
schiedene Arten geschehen, und indem man das eine oder das andere 
dieser Paare vorübergehend als das feste betrachtet, in Bezug auf 
welches die Abstandsverhiütnisse gebildet werden, erhält man zwei 
verschiedene Möglichkeiten. Endhch kann man bei der Benutzung 
jedes Paares noch mit dem einen oder dem andern dieser Elemente 
beginnen, was abermals zweimal zwei Möglichkeiten liefert. Die Ge- 
sammtzahl aller verschiedenen Arten, d^ Doppelverhültniss aus vier 
Elementen zu bilden, ist also gleich 3.2.2.2 = 24, d.h. gleich der 
Anzahl von Permutationen, welche aus den vier Elementen sich her- 
stellen lassen. 
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Aber die Werthe der 24 so erhaltenen Doppelverhältnisse sind 
nicht silmmtlich verschieden. In der That ändert sich der Ausdruck 

{xt) iyz) 
offenbar nicht bei folgenden Vertanschnngen der Elemente: 

1. Wenn man x mit s und zugleich y mit t vertauscht. 

2. Wenn man x mit y und zugleich s mit t vertauscht. 

3. Weün man x mit t und zugleich y mit vertauscht. 
Man sieht hieraus, daas man eines der vier Elemente, etwa x, 

ganz au seiner Steile lassen kann; denn jeder Vertauschuug von a? 
mit einem andern Buchstaben kann man eine Vertauschung der übri- 
gen Buchstaben unter sich zuordnen, in Folge deren der ursprüng- 
liche Werth des Dgppelverhältnisses wiederkehrt. 

Die von einander verschiedenen Werthe des Doppelverhältniases 
erhält man also, indem man in A die Buchstaben y, s, i permutirt; 
deren giebt es also höchstens sechs, und wirklich zeigt sich es, dass 
alle diese sechs Werthe von einander im Allgemeinen verschieden sind. 

Vertauscht mau t mit s, so geht X in 

{xs) lyt) i 
über. Vertauscht man dagegen y mit i, und beachtet die Identität, 
(IV) § lÖ., statt deren man schreiben kann: 

SO zeigt sich, dass k in 

{xt{ni)J^xt)iys)^{xi)(yt) ^^ , 
(a;()(3/ä') ixi)^^)- 

übergebt. Jedem Werthe t des Doppelverhältnisses entsprechen also 
zwei andere Werthe y und \ — k, daher auch, indem man eine dieser 
Grössen an Stelle von ^ setKt: 



endlich indem man wieder eine dieser Grössen au Stelle von l. setzt, 

der Werth ^j j. Die sechs zusammengehörigen Werthe eines 

Düppel Verhältnisses sind also, wenn oincr derselben }. genannt wird: 
, 1 , , 1 A-1 X 
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Diese Wertbe siud im Aligeraeinen sämmtlicJi von einander ver- 
schieden. Nur in folgenden Fiüieii kÖimen zwei einander gleich wer- 
den, und demnach besonders ausgezeiclineie Wertbe erhalten: 

1. i.~-j, K — \. In diesem Falle müssen zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber das nämliche Äbstandsverhältniss haben, 
also zusammenfallen. Die ührige'n Wertbe des Doppelverhiiltnisses 
sind und oo. 

2. A = Y, 1 = — 1, In diesem Falle niüaaon zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber gleiche aber entgegengesetzte Abstandsver- 
hältnisse haben. Man nennt die vier Elemente dann harmonisch; 
bei ihnen ist eine Zerlegung in zwei Paare (zugeordnete Elemente) 
ausgezeichnet, welche eben das Doppelverhältniss —1 liefert. Die 
anderen Wertbe des Doppelverhiiltnisses sind 2 und ^. 

Die Vei~gleichuug von A mit 1 — it und mit yZIi gi^^t nichts 
Neues. Dagegen hat man als dritten ausgezeichneten Fall: 



3. A=:^-v oder A = ^-i, Ä^-?, + 1 = 0. In diesem Falk 

ist l eine imaginäre dritte Wni'zel aus — 1 , und die drei anderen 
Werthe des Doppelverhältnisses sind gleich der coiijugirten imaginären 
dritten M'^urzel aus — 1. Dieser Fall ist von den vorigen charakte- 
ristisch unters ehie d en , indem dort dreimal zwei, hier zweimal drei 
Doppelverhältnisse gleich werden. Man nennt in diesem Fall die vier 
Elemente äquianharmonisch. 

In allen anderen Fällen sind sämmtliehe .sechs Wertlie des Doppel- 
Verhältnisses von einander verscliiüdeu. 



§ 22. Projeetivische Gebilde. 

Wir können nun mit Hilte dts Begiifl^ einet, Doppelverhiiltnisses 
der linearen Substitution eine von dei * oiigen abweiehende geo- 
metrische Deutung geben, weiche emeiseris mit den Grundlagen der 
synthetischen und analytischen Geometrie zusammeuhängt, andererseits 
von der in § 19. gegebenen Definition emei Invariante oder Cova- 
riante ausgeht, dass sie, gleich Null gesetzt, eine Relation zwischen 
DoppelverhSltnissen bedeutet. 

Wenn man durch die Punkte einer Geraden die Strahlen eines 
StrahlbÖsehels legt, und jeden Strahl dem auf ihm liegenden Punkte 
der Geraden zuordnet, so nennt man Böschel und Punktreihe 
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perspectiviscii gelegen, und abgesehen von dieser Lage, nur 
rücksichtlicli der Zuordnung und der Fähigkeit, bei solcher Zuordnung 
in perspectivis che Lage gebracht werden zu können, projectirisch. 
Nach § 17. sind die Abstandsverhältniase entsprechender Elemente 
dabei nur um einen constanten Factor verschieden. Bei Doppelver- 
h'ältnissen füllt dieser auch noch fort, und man hat also den Satz: 

Doppel Verhältnisse entsprechender Elemente 
in einem Bfischel und einer Punktreihe, welche pro- 
jectivisch sind, haben denselhen Werth. 
Man nennt nun auch zwei Pnnktreihen projectivisch und 
perspectiviseh gelegen, welche dadurch entstehen, dass zwei ver- 
schiedene Gerade mit demselben Strahlbüschel geschnitten , und 
die auf demselben btrtvlile liegenden Funkte einander zugeordnet 
werden. Da nun das Doppelverhältniss von vier Punkten der einen 
Reibe, sowie d^ dPi entsprechenden der andern dem Doppel Verhält- 
nisse der durch sie gehenden Geraden des Büschels gleich sind, so hat 
man den &atz 

Doppelt eih<iltnisse entsprechender Punkte zweier 
projectivischen Punktreihen sind einander gleich. 
Ebenso nennt man zwei Büschel projectivisch und per- 
spectiviseh gelegen, wenn ihre zugeordneten Strahlen sich auf 
einer Geraden, also in den einzelnen Funkten einer Punktreihe schnei- 
den. Auch hier ist demnach das Doppelverhältniss von vier Strahlen 
des einen Büschels und das der entsprechenden vier Strahlen des an- 
dern Büschels gleich dem Doppel Verhältnisse der zugehörigen vier 
Punkte der Pnnktreihe. Und demnach hat man endlich auch den Satz: 
Doppelverhältniss e entsprechender Strahlen 
zweier pr oje et ivischen Büschel sind einander gleich. 
Man kann aber umgekehrt die gegenseitige Beziehung zweier Ge- 
bilde, seien es Punktreihen, oder Strahlbüschel, oder eines und das 
andere, dadurch definiren, dass man als projectivisch zwei 
Gebilde bezeichnet, deren Elemente einander eindeutig 
so zugeordnet sind, dass die Doppel Verhältnisse ent- 
sprechender Quadrupel einander gleich sind. Es ist zu zei- 
gen, dass diese Definition überhaupt möglich ist, also auf keine 
Widersprüche führt, und zweitens, dass sie mit der vorigen überein- 
stimmt, und dass also zwei so definirte projectivisehe Ge- 
bilde stets in perspectivische Lage gebracht werden kön- 
nen. Hierzu führen die folgenden beiden Hilfsssitze: 

1, Sind X, y, s, i, ii fünf Elemente eines Gebildes, so 
ist ein Doppelverhältniss zwischen x, y, t, u gleich dem 
Froducte zweier Doppelverhältnisse, deren eines aus x, y, 
g, t, eines aus x, y, s, u gebildet ist. 
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Es ist iiämlieli offenbar; 

ixt) jxi) (X2l 

{xu) {X0) ' {xu) ' 

(^ P) (i^ 

2. Sind drei Elemente eines Gebildes um! die Art, wie 
sie bei der Bildung eines Doppelverhältnisses benutzt 
werden sollen, gegeben, so entspricht jedem Wei-th des 
Doppelverhältnisses nur noch ein Element des Gebildes. 

In der That ist die Gleichung 

(^ ■ ' 

wenn darin l tiud die Elemente x, y, s gegeben sind, eine lineare 

Gleichung zur Bestimmung von ^ , sie giebt also nur einen Wertb 

dieses Verhältnisses, und demnach nur ein Element des Gebildes. 

Wenden wir diese Sätze jetzt an. In zwei Gebilden ^ welche 
einander eindeutig zugeordnet werden sollen, mögen 

X, y, z 

beliebig gewählte entsprechende Elemente bedeuten; wobei noch die 
Art und Weise der Interpretation der Wertbepaare in beiden Gebil- 
den beliebig angenommen werden kann. Zwei andere Elemente t, 
% sind dann durch die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

(£*) «5) 

(jsf: (LS 

(!/«) (''iE) 

einander eindeutig zugeordnet, indeiH nach Satz 2. jedem Werthe- 
paare — nur ein Wertliepaar -j- entspricht und umgekehrt. 

Aber ordnen wir vermöge der Gleichung (1) jedem Element t 
des einen Gebildes ein Element t des andern durch die Bedingung 
zu, dass das Doppelverhältnisa des einen mit x, y, dem des andern 
mit §, -rj, t, gleich sein solle, so ist auch das Doppel verhältniss von 
irgend vier Elementen des einen Gebildes dem der entsprechenden 
vier Elemente des andern Gebildes gleich. Denn nach Satz 1. besteht 
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die ffleichheit der Doppelverhältnisae noch, wenn man eines der ur- 
aprünglielien Elementenpaare x, i; y, »j; s, £ durcli irgend ein neues, 
der Gleichung (1) genügendes Elementenpaar ersetzt; demnach auch 
weiter, wenn man ein zweites Paar ersetzt u. s. w, ; sie besteht also 
auch für irgend rier Paare entsprechender Elemente. 

Hierdurch ist nachgewiesen, dass ein Widerspruch nicht eintritt, 
wenn man die Forderung stellt, dass die Eieniente eines Gebildes 
denen des andern eindeutig so entsprechen sollen, dass die Doppel- 
verhältnisse entsprechender Elemente einander gleich sind. 

Zweitens war zu zeigen, dass diese Definition mit der frühern 
Definition projectivischer Gebilde übereinstimme, dass man also so 
auf einander bezogene Gebilde stets in perspectivisehe Lage bringen 
könne. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, es sei möglich, drei Ele- 
mentenpaare ic, ^; y, 5); 2, % der Gebilde in perspectivisehe Lage zu 
bringen. Alsdann kann man leicht zeigen, daas auch alle anderen 
Paare entsprechender Elemente sich rti perspectivischer Lage befinden. 
Denn betracliten wir ein viertes Element t des einen Gebildes; die- 
sem entspricht in dem andern ein Element t, welches der Voraus- 
setzung nach der Gleichung (1) genügl Zugleich aber giebt es eia 
bestimmtes, x,y,0 enthaltendes Gebilde, welches mit dem |, ij, ^,r 
enthaltenden perspectivisch Hegt, und in welchem die Paare x, |; y, »j; 
S, t, der vorausgesetzten Consti'uction nach einander entsprechen. In 
diesem neuen Gebilde mag dem Element r ein Element t' entsprechen; 
dann hat man nach dem Frühem auch die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse 

(£0 M 

(II') (»18 

und daher, wenn man (1) vergleicht, nach Satz 2. -^ = -!-, so dass das 

neue Gebilde mit dem einen der gegebenen zusammenfällt. Mau hat 
also den Satz: 

Zwei projectivische Gebilde haben perspec- 
tivisehe Lage, sobald drei entsprechende Elemen- 
tenpaare sich in perspectivischer Lage befinden. 
Es bleibt also nur noch übrig zu zeigen, wie man jedesmal drei 
Elementenpaare in perspectivisehe Lage bringen kann. Hierbei sind 
drei Fälle zu unterscheiden. 

1, Sind beide Gebilde Punttreihen, so lege man die Geraden so 
auf einander, dass zwei entsprechende Punkte, etwa x, |, auf ein- 
ander fallen. Dann treffen sich die Verbindungslinien j/ij, .st; in einem 
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Punkte 0, von welchem drei entsprecheude Punkte enthaltende Strah- 
len oxi, oyi], ost, ausgeben. Diese drei Paare liegen also in der 
That perspectiviscli. 

2. Sind beide Gebilde StrahlbüacLel , so lege man dieselben so, 
dass zwei entsprechende Geraden, etwa x, ^, znaamioenfanen. Dann 
schneitlen sich y, tj einerseits und ä, g andererseits in zwei Punkten, 
deren Verbindungslinie eine Gerade o sei. Auf dieser Geraden treffen 
sich die Elementenpaare x, §; y, »j; 2, £, und diese drei Paai-e haben 
also perspectivische Lage. 

3. Ist eine Punktreihe auf einen Strahlbiiachel perspectiv! seh be- 
zogen, so rauss in der perspeetivischen Lage jeder Strahl durch den 
entsprechenden Punkt gehen. Sind nun x, y, s drei Punkte, i, i], t, 
die entsprechenden Strahlen, so besehreibt man etwa über der Strecke 
X, y als Sehne einen Bogen, welcher den "Winkel von g gegen ij als 
Peripfaeriewinkel enthält, und ebenso über y, g als Sehne einen Bo- 
gen, welcher den Winkel von jj gegen £ als Pevipheriewinkel enthält. 
Der Schnittpunkt beider Bogen, o, mit x, y, s verbunden, liefert 
dann Strahlen, welche dieselben Winkel wie |, ij, £gegen einander 
bilden, und also nur eine congruente Verschiebnng dieser Strahlen 
sind. In dieser Lage smd |, ?;, t, zu x, y, z perspectivisch. 



Diese geometrischen Beziehungen, welche zunächst nur für reelle 
Elemente stattfinden , kann man fortbestehen lassen für beliebige imar 
ginäre Elemente, indem man die algebraische Beziehung dabei auf- 
. recht erhält. 

Die algebraische Relation zwischen den entsprechenden Eiementen- 
paaren projectivischer Gebilde ist durch die Gleichung (1) des vorigen 
Paragraphen ausgedrückt, in welcher i, , t^ einerseits , Tj , t^ andererseits 
die Veränderlichen darstellen. Diese Beziehung ist linear für beide 
Arten von Veränderlichen. Ich werde zeigen, dass sie die allgemeinste 
lineare Beziehung ist, und demnacli die allgemeine lineare Substitu- 
tion vertritt. Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die Formel (1) 
'eise zu specialisiren ; stellt sie dann schon die all- 
i lineare Substitution dar, so ist dieses mit der Formel (1) 
selbst um so mehr der Fall. 

Nehmen wir an, es entsprechen den Werthen von -'- folgende 

Werthe der %: 
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- m 2», 


.0, i, = 0, 





Dies beisst niclita anderes, als tlass |j = 0, i]^ = 0, £1 = ^5.- Da- 
durcli aber verwandelt die Formel (1.) sieb in folgende: 

■ü^ {xs) iyf) 

Diese Formel stellt die allgemeinste lineare Transformation dar, da 
die X, y beliebige Grössen sind (deren Determinante nur nicht verschwin- 
den darf) , wUhrend —-; wegen der darin enthalteneu Grössen s ebeii- 
-" (xe) ^ 

falls noch einen beliebigen Coeffieieuten bedeutet. 



Man kann daher jetzt die lineare Substitution als die 
algebraische BeBiehnng projectivischer Gebilde auffassen; 
und die Bedingung der ProjectiviKt ist in der That, wie man aus 
dem Obigen sieht, mit dem linearen Zusammenhange entsprechender 
Elemente völlig identisch. 

Endlich drückt also eine Invariante oder Covariante, gleich Null 
gesetzt, stets cme pi ojectivisehe Eigenschaft der dabei auftretenden 
Elemente, d h eine solche aus, T\elche, wenn man ein mit dem 
uispiünglich benutzten Gebilde piojectivisehes construirt, den ent- 
aprechenden Elementen des neuen Gebildes, die algebraisch mit den 
ersten hneai zusamraeuhdugen , eihalteu bleibt. Andererseits muss 
jede solche projectiviscbe Eigenschaft sich durch eine gleich Null ge- 
hetzte Invariante odei Covanamte ausdiucken, da sie für lineare Sub- 
stitutionen ungeindeit bleibt Und so kann man endlich den Satz 
aussprechen : 

Invarianten und Covariantea, gleich Null ge- 
setzt, liefern ausschliesslich und vollständig alle 
diejenigen Gleichungen, welche projectiviscbe Be- 
ziehungen zwischen Elementen von Punktreihen, 
bez. Strahlbüscheln darstellen. 



Wenn in § 18, die allgemeinen Formeln der linearen Substitution 
aufgefasst werden konnten als Darstellung desselben Punktes bez. 
Strahles mit Hilfe verschiedener Grundeiemente, so lässt uns das Vor- 
hergehende eine gewiss er massen entgegengesetzte Interpretation jener 
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Formeln aofatellen, in weiclier, bezogen auf dieselben Gfrundelemente, 

|J und — zwei verschiedene, einander entsprechende Elemente des 

betrachteten Gebildes bedeuten. Zu dieser Vorstellung gelangen wir, 
wenn wir zwei gleichartige Gebilde, also zwei Punktreihen oder 
zwei Strahlbdschel, welche projectivisch auf einander bezogen sind 
und welche wir früher immer als getrennte Gebilde auffassten, jetzt 
gewissermassen vereinigen, d. h, die beiden Punktreihen uns auf der- 
selben Linie, bez. die beiden Strahlbüschel mit gemeinsamem Scheitel 
vorstellen. In einem solchen Gebilde hat dann jedes Element eine dop- 
pelte Bedeutung, indem es als dem einen oder als dem andern der ver- 
einigt liegenden Gebilde zugehörig aufgefasst werden kann. Bezeichnen 
wir ein Element, sofern 6s dem einen Gebilde zugezählt wird, durch 
a^j, X2, sofern es dem andern angehört, durch ^^, |j. Ein Element 
I1I3 ist einem anderen Element XiX^ zugeordnet vermöge einer 
linearen Substitution, d. h. vermöge einer Formel, welche linear für 
die I und linear für die x ist, vermöge einer Forniel also, welche 
durch die Gleichung 

dargestellt wird. Als Substitution muss diese Gleichung noch der 
Bedingung genügen, dass, wenn man etwa die | linearen Functionen 
der X dieser Gleichung gemäss gleich oder proportional setzt, die De- 
terminante 

der linenren Functionen nicht verschwindet. Dies hatte auch twia 
folgender Erwägung keinen Sinn. Es würde nämlich, wenn r = 
wäre, möglich sein, solche Zahlen cc^a^ß^ß^ zu bestimmen, dass 



a,, = a,ß, a^, = a,ß, 

wäre, Gleichungen, von denen wegen r = die letzte eine Folge 
der drei ersten ist, während die ersten an und für sich noch keine 
Bedingung zwischen den a nach sich ziehen, sondern durch pas- 
sende Wahl der ff, ß immer erfüllt werden Itönuen. Die Gleichung 
/"— aber würde dann in 

K^, + ffs^s)(^,ei + ^,IJ = o 

übergehen, d. h. sie würde keinen Zuaammeuhang zwischen den x 
und den ^ mehr aussagen. 

In der Gleichung 1) hat man einen jener Fälle vor sich, deren 
in § 14. Erwälmung geschah, wo nämlich schon die ursprüngliche 
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Form mehrere Reihen von Veranderhchen , jede in homogener Weise, 
enthält. 

Die zunächst liegende Aufgabe besteht für die gegenwärtige Ün- 
tersnchnng darin, diejenigen Elementenpaare %, x aufzusuchen, welche 
sich zu einem Elemente vereinigen, und in welchen also ein Element, 
als einem der vereinigten Gebilde angehörig, sieh selbst, als dem 
andern angehörig, entspricht. Man nennt diese Elemente Doppel- 
punkte, bez. Doppelstrahlen der vci'einigt gelegenen projectivi- 
schen Reihen, bez. Büschel. 

Man findet diese Doppelelemente, indem man diejenigen Werthe 

'I. 

in /'=' |[ und |j mit 3!^ und x^ proportional setzt. Es entsteht dann 
eine quadratische Gleichung 

(2) fp = a^lCC^^ + («12 + a^i) X^X^ + a^^X^^ = 0; 

es giebt also im Allgemeinen bei zwei vereinigten Gebilden zwei 
Doppelelemente, welche gefunden werden, indem man die qua- 
dratische Gleichung 95 = auflöst. 

Die Function tp ist eine Bildung, wie sie in. den l^etrachtungen 
des § 7. durch Dif) bezeichnet wurde: 

Mit Hilfe derselben nimmt nach § 7. (6) f die Gestalt an: 
(3) /'=i(5.|f + 6,|f ) + *(»:?), 



(4) h=~e^^ 

eine Invariante von /' sein muss, da alle anderen Theile der Gleichung 
(3) die Invarianten eigen Schaft besitzen (vergl. § 14. am Ende). 

Nach § 4. sind die Covariauten und Invarianten von f mit denen 
der quadratischen Function ip identisch, nur dass die Invariante li noch 
dazutritt. Die weiterhin auseinanderzusetzende Theorie der quadrar 
tischen Formen wird lehren, dtßs sie nur eine Invariante besitzen, 
welche schon in § 2. in den Beispielen entwickelt ist und welche 
hier den Ausdruck hat; 



(5) l = a^, a^, - (^J^^^'j ■ 



Denken wir uns nun q? in seine beiden linearen Factoren zerlegt. 
Es sind dabei drei FiUle zu unterscheiden. 
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1. Die beiden linearen Facto reu von tp sind verschieden; es giebt 
also wirkJicli zwei Doppel demente der vereinigten Gebilde, mögen sie 
nun reell oder imaginär sein. Setat man in dieseni Falle 

so findet man durch Vergleichung der Coeffieienten : 



)>i3a-|-5,i'ä = «i3 + '^r 



^91 = «:! 
ft Sa = 01*2 
Hierzu tritt noch die Gleichung, welche man ans diesen bildet: 



und mau kann also die vier Gleichungen ansetzen: 

Pi «, = «u P^ Si = "2" ~ ^~ 

Pi (h = —"2 '^' +]/-! }>3 q, - a,., , 

ftus denen man, wenn etwa einer der Coeffieienten p, q beliebig an- 
genommen wird, die übrigen sofort berechnet. 
Da ip = pxqx, 80 hat man 

f. S <p , i. 'c a> 

^'?|+^' 4 "*•'■+''"'' 

femer 

P.r <is -PI <1^ == ip 2) (a;4) = 2 {X I) j/-~; , 
und es nimmt daher f die Form an: 

/-- k \ (i'- 51 +Pi 'Ir) + -^^ ill-c q-i -Pi q.r) j 



i\{i + -jL;),.n + {^-y=)Pi,.\. 



Fährt man also die Doppelelemente JJ = 0, g — Ü als i 
elemente ein mit Hill'e der linearen Substitution: 



so dassj dann ungleich auch 

3, = -75, 
so hat man die trai^formirte i''orm von /; 



(6) 



^-il(^+/-^)^-.^'+('-^4i)^.^.[ 
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Auf diese Form Itanii man also, indem mandieDoppel- 
clemente als Grundelemente einführt, die Function f 
immer bringen, sobald die beiden linearen Factoren von 
fp verschieden sind. 

Die Form (6) gestattet es nun in sehr einfaelier Weise zu jedem 
gegebenen Elemente, als dem einen Gebilde angehörig, das ent- 
sprechende des andern zu finden. Betrachtet man ein Element, für 
welches 

CT ii=i, 



> hat man aus /'^ für das entsprechende Element den Ausdruck 

5 = 1 ''-+£2 

S, 'l- Y^ i ■ 

Bemerken wir imii, dass nach § 21. der Ausdruck 



(8) 



X, 

das Doppelverhältniss zwischen den beiden Doppelelementen einerseits 
und zwei entsprechenden Elementen andererseits ist, so können wir 
den Satz aussprechen: 

Das Doppelverhältniss zwischen den Doppel - 
elementen und zwei entsprechenden Elementen der 
beiden Gebilde ist eine Oonstante, uiid zwar drückt 
sich dieselbe durch die Invarianten /;, l in der 
Form aus 

h-y-i' 

Man kann nun aus zwei vereinigten projectivischeu Gebilden eine 
im Allgemeinen unendlich grosse Reihe weiterer mit ihnen vereinigter 
und projectivischer Gebilde durch die folgende Bemerkung ableiten. 

Zu einem Elemente 

der einen Reihe gehört ein Element 

Ä'n 'jc — f/—l 
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der Jtudei'ii. Aber dieses letztere ist wieder ein Element des ersten 
Gebildes, und wird als solches durch die Formel 
X,_ h + y^l 

x-^-k^yzri' 

datzustelleji sein. Demselben gehört ein Element des zweiten zu, 
welches durch die Formel gegeben ist: 

ii=A.('-±£av. 

und man kann dieses Element auch wieder als dem Elemente 

zugeordnet auffassen. Bezeichnet man die ursprüngUche Art der 
Zuordnung als erste, die neue als zweite Zuordnung, so erhält man 
durch Fortsetzung des "Processes eine 3*^ , 4*^ . . . )(*" Zuordnung; und 
das erste Gebilde ist mit dem entsprechenden Gebilde der n^™ Zu- 
ordnung durch die Gleichungen verbunden: 

^- 

S, Xl-y-lJ 

Auch die hierdurch gegebenen Gebilde sind projeetivisch ; sie 
besitzen dieselben Doppeleleinente wie die ursprünglichen, und sind 
dadurch charakteriairt, dass das Doppelverhältniss zwischen den Doppel- 
elementen und irgend zwei entsprechenden durch die Grösse 

\l,-y-l) 

gegeben ist, 

Man kann aber auch rückwärts die Frage stellen, welches Eleuieut 
des ersten Gebildes auf ein Element des zweiten führt, welches mit 
einem gegebenen Element des ersten Gebildes 

zusammenfällt. Bezeichnet man dieses Element als dem zweiten Ge- 
hildö angehörig durch 

^ = A, 
so ist es aus dem Gebilde der ersten Keihe 
X,_ h - ]/~l 
Xr l+V~l 
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entsprungen, Bezeiclmen wir dieses wieder als Element des zweiten 
Gebildes 

^^l '^ - ^•' -"^ 
Äs ' Ä + ]/^ ' 

so ist dasselbe einem J]]emente des ersten Gebildes 

xr Kj^ + y^i) 

zugeordnet u. s. w. Es entsteht hier eine weitere Reihe projectivischer, 
mit den vorigen vereinifit liegender Gebilde, welche als Gebilde der 
( — 1)'™, { — 2)*'" ete, Zuordnung aufgefasat und durch die Formeln 



i = A 



'\k-y-i) 



Vk-Y-iJ 

repräsentirt werden können. Um die Reihe zu vervollstUndigen , kann 
man als Zuordnung 0'*^ Ordnung den Fall auffassen, in welchem jedes 
Element sich selbst entspricht. Die Gesammtheit aller dieser 
projectivischen Gebilde mit gemeinsamen Doppelelemen- 
ten ist also durch die Formeln (9) dargestellt, wenn man in 
denselben der Zahl n alle Werthe von — oo bis +«3 zutheilt. 

Im Allgemeinen sind diese Gebilde, wiewohl unendlich an Zahl, 
doch sämmtlieh verschieden. Aber es kann unendlich oft der Fall 
eintreten, dass die ganze Reihe der Gebilde in eine unendlich grosse 
Anzahl identischer Cyclen zerfällt, deren jeder aus einer endliehen 
Zahl von Gebilden besteht. Dies tritt immer und nur dann ein, wenn der 
Werth der charakteristischen Oonstante eines der Gebilde gleich 1 wird. 

Ist z. B. __ 

(ttl^V^ 1 

so geht die k"* Zuordnung in die nullte über, das System der pro- 
jectivischen Gebilde umfasst deren nur n, und die ferneren Zuord- 
nungen geben nur die Wiederholung früherer. 

Man gelangt also zu einer Invariantenbeziehung, sobald man 
die Forderung stellt, dass der Kreis der Gebilde mit n derselben 
geschlossen sein soll. Ist e eine »i'" Wurzel der Einheit,, so hat 
man in diesem Falle 

k + /3] ^ 



■G^:)- 
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Der Fall s^l ist auszuachli essen, denn et würde auf ( = füh- 
ren, was hier überhaupt auagesehlossen ist, da bei !== die Gleichung 
(p = zwei gleiche lineare Foctoren haben würde. Ferner gehen £ 

tiud — nichts wesentlich Verschiedenes, nämlich eine Vertauschuiig 

s ' 

von y— l mit —j/—l, was nur eine Vertäu schung der beiden ursprüng- 
lichen Gebilde bezeichnet. Man hat also bei ungeradem n nur auf 

— g— Werthe von £ Rücksieht zu nehmen. Aber auch von diesen 

sind eigentlich nur diejenigen Fälle zu berücksichtigen, in denen es 
nicht eine Potenz m von £ giebt, welche niederer als die n*° ist, und für 
welche e™ schon gleich 1. Denn in solchen Fällen besteht der Cyclus 
der Gebilde nicht aus n, sondern nur aus m verschiedenen Gebilden, 
wo dann m ein Factor von n ist. 

Aus demselben Grunde ist bei geradem n der Fall 6=— 1 aus- 



n 2 

, sobald n>2; man behitlt also - „ Werthe von e übrig, 

unter denen wieder diejenigen auszuschliessen sind, für welche schon 
eine niedrigere Potenx von e als die «*« gleich 1 ist. 

Der einfachste Fall ist derjenige, in welchem h = 2, und also 
schon die zweite Zuordnung auf das erste ursprüngliche Gebilde zurück- 
führt. In diesem Falle entsprechen immer zwei Elemente 
einander wechselseitig, so dass es gleichgiltig wird, welches 
man dem einen, welches man dem anderen Gebilde zuzählt. Diesen 
Fall bezeichnet man als den Fall der Involution. Da £^=1, aber 
£=1 ausgeschlossen ist, so muss £ = —1 sein, d. h. das charakte- 
ristische Doppel verhältniss geht in das harmonische über. Die In- 
volution ist also derjenige Fall, in welchem je zwei zu- 
sammengehörige Elemente mit den Doppelelementen ein 
harmonisches System bilden. 

Die Invariantenbedingung für die Involution ist 
h = 0, 
oder 

Bei der Involution ist also die gegebene Form /' die Polare einer 
quadratischen Form. 

2. Wir kommen jetzt zu dem Falle ( = 0, wo die quadrütische 
Gleichung 93 = zwei gleiche Faetoren hat, also 
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Die Doppelelemente fallen hier in ein einziges Doppelelement 
zusammen. Deswegen bestimmen aicli hier nicht mehr zwei natur- 
gemiisa bevorzugte GruBtlelemente ; wir nehmen zum Zweck einer ver- 
einiaehenden linearen Substitution die Formeln an 

Xg = q^x^ + q^ x^ S^ = 2i ^i + 02 % > 

wo die g beliebige Grössen sind; es wird dadurch der Ort der ver- 
einigten Doppelelemente als das eine Grundelement eingefßhrt, wah- 
rend das andere beliebig bleibt. Man hat sonaeli 

und f nimmt die Gestalt an : 

Von einer charakteristischen Constante ist hier nicht mehr die 

Rede: denn da die q beliebig sind, so kann die Grösse -. — r jeden 

{pq) 

Werth annehmen, vorausgesetzt, dass h nicht verschwindet. Aber 
zu dieser Voraussetzimg sind wir berechtigt; denn bei ^ = würde 
sieh hier f in zwei Factoren auflösen, was von vornherein aus- 
geschlossen werden musste. Wir können also immer 

annehmen, so dass man erlmlt: 
Einem Elemente 

x,_ 
X,- 

entspricht also das Element 

"^' = -1-1. 

Man kann hier ebenso, wie oben, Zuordnungen positiver und 
negativer Ordnungen bilden. Aber man sieht sogleich, dass dieselben 
aus den vorstehenden Formeln hervorgehen, indem man statt A — 1 in 
der zweiten Formel irgend ein Glied der Reihe 

.-..1-1-2, A-l-1, A, A-l, A-2,,.. 

einführt. So erhält man eine unendliche Zahl projecti vis eher vereinigter 
GebiUle, welche sich niemals auf eine endliche, periodisch wieder- 



y Google 



74 Zweiter Absclinitt. Die geometrisoho Interpretatioii 

kehrende Zahl reduciren liöniien. Alk hahen die zusammenfallenden 
Doppelelemeiite gemeinsam. 

3. Endlich kann cp überhaupt identisch verschwinden. In diesem 
Falle reducirt sich / auf 

d. h. die beiden gegebenen Gebilde fallen Element für Element zu- 



§ 25. Andere Darstellung vereinigter projectivlsclicr ßebilde. 

Ein anderer Ausgangspunkt für die Behandlung der projee- 
tivischen Gebilde wird durch die Gleichungen (7), (8) des vorigen 
Paragraphen gegeben. Diese Gleichungen kann man als besondere 
Fälle der beiden GleirJiungen 

ansehen, die, wenn A einen veränderlichen Parameter darstellt, Eleraente- 
reihen bedeuten, und bei welchen Elemente x, | einander zugeordnet 
sind, sobald in den beiden Gleichungen (1) X denselben Werth hat. 
Man kann die Gleichungen (1) leicht auf das im Vorigen behan- 
delte Problem zurückführen, indem man nur X aus ihnen eliminirt. 
Man erhält dann zwischen x, % die Beziehung 

welche von der Form der Gleichung § 24. (1) ist. An Stelle der 
Function tp tritt der Ausdruck 

und die Invariante k wird 

;! = il(»(i)-(S«)l; 

ihr Verschwinden ist die Bedingung der Involution. Bei direeter 
Behandlung der Gleichungen (1) würde man zunächst die Doppel- 
elemente bestimmen, indem man die 5 den x gleich setate; die Eli- 
mination derselben aus (1) giebt dann zur Bestimmung der Doppel- 
elemente die in k quadratische Gleichung: 

„ _ l (»1 + A 6, a^-^-liJ 

Nehmen wir an, die beiden Wurzeln derselben seien verschieden, 
und bezeichnen wir sie durch jt, v. 
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Setzen wir dann: 

io niuss man auch identisch 



(3) 



haben, wo c, c' Constante sind. Drückt man mittelst dieser 
Gleichungen a^, bx, ("i, ß^ durch p^:, </«, pi, gi aus, so hat man die 
projecti vi sehen Gebilde auf die Dopyelelemente bezogen, welche durch 
j)^ = 0, 2i = gegeben sind. 
Ans (2), C3) findet sich 



V- 


-\^ 






V — 


f^ 


vcp^- 


zii 


'31 


h = 


-jllL 


-cpk 


V- 


-V- 




V 


-ft ■ 



und indem man dies in die Gleichungen (1) einfuhrt, hat mau als 
neue Gleichungen der Gebilder 

it — ^ ., 

oder, wenn man den neuen Parameter 
U- — X 

einführt : 

Gleichungen, welche von den Gleichungen § 24. (7), (8) nur nocii 
durch die Bezeichnung verschieden sind. 

Die Darstellung eines Gebildes in der Form 
(5) »^+i&^ = 

kann auch dadurch mit dem Vorigen in Verbindung gebracht werden, 
daas man an Stelle von X einen Quotienten -^ setzt; die Gleichung 

vorbindet dann jeden Punkt x mit einem entsprechenden %, und die 
dadurch entstehenden Gebilde sind projeetivisch. Ich bemerke dies 
hier, weil daraus sofort erhellt, wie mau das Doppelverhältniss von 
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vier Elementen eines in der Form (5) gegebenen Gebildes ansziidrücken 
hat. Man hat nämlich nur das Doppeiverhaltniss ans den S, und den 
bei den drei anderen Elementen auftretenden Grössen jj, ^j r zu 
bilden, also den Ausdruck: 

(Ml 



Aber diesem Au 



(1Ö 










jdnick liaim raao 


die 


Form 


gl 


ibi 


1. t. 











% t. 



Sind also A, (t, v, p die vier Werthe des Parameters, welche in 
der Darstellung (4) den betrachteten vier Elementen entsprechen, 
so ist auch 

!-■ S-' I-' ^- 

und der Ausdruck für das Doppolverhältniss , in Werthen des Para- 
meters ausgedrückt, ist also: 



(i-p 



ein Ausdruck, von welchem in der Folge gelegentlich Gebrauch ge- 
macht werden solL 

In den Gleichungen (4) sind p und p . ~ die Parameter, 

welche zu zwei entsprechenden Elementen der vereinigten Reihen 
gehören; den. Doppelelementen entsprech<'n die Parameter und co. 
Bilden wir aus diesen vier Grössen das Doppel verh'ältniss (6), so 
erhalten wir 

£._0 



yGoosle 



idgebraischer l'orraon. — g 2&. 77 

als die charakteristische Conatante der Beziehung, Sollen die Gebilde 
eine Involution ausmachen , so muss — = — 1 sein ; die Involution wird 
also durch die Gleichungen 

JJ.- 9^ = 
PI + p 55 = 
gegeben; oder je zwei Elementepaare der Involution sind durch die 
quadratische Gleichung 

(7) ß,^_(,'^ 2.2 = 

dargestellt. 
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Dritter A'bschnitt. 

Resultanten und üiscrimiuanten. 



§ 2(i. Resultanten und DiscTimiiianton. 

Ein sehr allgemeines Beispiel von Invarianten liefern die Resul- 
tanten und Discriminanten. 

Die Resultante zweier Formen f und y ist diejenige ganze 
Function ihrer Ooefficienten, welche Terscliwinden musa, damit (Ue 
Gleichungen f=0, 9 = eine gemeinsame Wurzel haben; oder geo- 
metrisch, damit ein Punkt der zu /' gehörigen Punktgruppe mit einem 
der zu (p gehörigen zusammenfalle. Man bildet diese Bedingung be- 
kanntlich auf folgende Weise (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. 
§ 11.); Wenn /'von der Ordnung in, tp von der Ordnung n ist, so 
bildet man auf /'=0, ip:=0 die m + n Gleichungen: 



(1) 



f.x,- 



f . x^"—^ a:^ = 0, f . x^-' 
(p . X^"—'^ 3^2 = 0, tp . X^"'~' 



= 0,...f .x^'-^^O 



in ihnen betrachtet man die m + w Grössen 



x^""- 



.r^+n-: 



X '■'+»-■ 



als Unbekannte hnearer Gleichungen, und eliminirt dieselben, indem 
man die Determinante der Gleichungen (1) verschwinden lässt. Diese 
Determinante also ist die Resultante der Gleichungen /"— 0, 9p =0 
oder der Formen / und ip; man kann <iieselbe, ohne ihre Bedeutung 
zu modiiiciren, höchstens noch um einen numerischen Factor äntlern. 
Die soeben entwickelte (Sylvester'sche) Methorte lehrt sofort, 
dass die Resultante vom n*™ Grade in den Ooefficienten der Form mi*" 
Ordnung f, vom m"° Grade in den Ooefficienten der Form n'" Ord- 
nung ff ist. Aber übrigens entspricht die gefundene Form der Resul- 
tante keineswegs den Forderungen, welche die Invariantentheorie zu 
stellen hat. Diese fordert eine möglichst grosse Leichtigkeit, eine In- 
variante als solche zu erkennen, sei es nun durch eine symbolische 
Darstellung oder auf andere Weise; und das einfachste Mittel, welches 
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man besitzt, um diese Leiclitigkeit zu erhöhen, besteht darin, dass 
man eine solche relativ complidrte Bildung, wie die angegebene, nicht 
an und für sich, bereits fertig, betrachtet, sondern dass man sie aus 
niederen Bildungen allmälig entstehen Vässt, wobei dann die Einführung 
von Symbolen niederer Covarianten das Endresultat in einfacher und 
übersichtlicher Form erscheinen lässt. 

Für den Fall, wo beide Formen von gleich hohem Grade sind, 
besitzt man in der von Cayley gegebenen Form der Bezout'sclien 
Eliminationsmethode (a. a. 0. p. 108) ein Verfahren, welches dem von 
der Invariantentheorie gesteckten Ziele schon um vieles naher kommt. 
Man bemerkt bei diesem Verfahren, dass der Ausdruck 

'^y y-2 — Vi ^ä ' 

oder kürzer 

(2) F (X, y) = C(^:)My)-f (y)^t^) 

welcher die Division verstattet, immer verschwindet, sobald f(x)und 
9 (fc) verschwinden, welches auch die Werthe der y seien. Ordnet 
man daher den obigen, für die x und die y symmetrischen Ausdruck 
nach den y und x: 



(3) 22«,,.. 



L die Ausdrücke, welche die Coefflcienten der eii^elnen Po- 
tenzen der y bilden, einzeln verschwinden; sobald also f(x) = und 
9:i(ai)=:0, hat man die n Gleichungen 

2i Cia x^ a;^" - '— ' ~ 



und daher, indem man die n Grossen 

aus diesen n Gleichungen wie lineare Unbeliannte eliraiiiirt; 

(4) -S + Con eil cn ■■■ e„--L = 0. 

Die Resultante ist also hier die symmetrische Determinante von nur 
)i + l Reihen, welche auf der linken Seite steht. 

Dass die Form (3) der von der Invarianten theorie geforderten Ge- 
stalt der Resultante naher kommt als die nach der erst angeführten 
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Regel gebildete, liegt nicht sowohl in der verminderten Anzahl von 
Reihen, welche die Determinante enthält, ala in dem Umstände, dass 
man sich einer intermediären Bildung F bedient, um ans ihr sodann 
die Resultante zu bilden. Die Form F ist eine Covariante mit zwei 
Reihen von Veränderlichen; setzt man symbolisch 

so ist 

Fix, y)= — — ^—, — -.— -^ 

{xy) ^ ^ ^ J y 

oder, wenn man hemerkt, dass 

a^a,j-u^a^ = {aa){xy) 

ist und die Division ausführt; 

(5) F {x, y) = (aa) | «3;""' '^h"" ^ + «j:"~^ "b""^ ■ *'-c (^i 

+ a^"-^ «s""^ ■ aj a,/ . . ■ \ . 

An diese Form knüpfen sich einige Sätae, welche oft von Wich- 
tigkeit werden. Die Function F {x, y) verschwindet immer, sobald 
fix) und ip ix) verschwinden, also tür beliebige Werthe der y. Setzt 
man nun 1/, = 3^,, '!f2 = ^2> ^^ erhält man 

F {x, 3;) = = « . ((jß) «i"""* ccj'—'. 

Aber der Ausdruck rechts ist bis auf einen numeriselien Factor 
die Functionaldeterminanfce von f und (p; diese verschwindet daher 
immer für dasselbe Werthsystem , für welches f nmi 9 vei-schwinden. 
Aber noch mehr; Differenzirfc man die Gleichung (5) zuerst nach einem 
der y und setzt dann j/i = a:^, j/2=^a;^,, so muss mau auch noch Null 
erhalten. Nun ergiebt sich dann aber: 



(d.F{x,y)\ ^ n.»-l 

t, Sy, )y=.,~ 1.2 ^"'"'"^ 



f."-Ma^ß. + «.«;!; 



es steht rechts der Differentialquotieut der Functionaldetermiuante 
nach Xi, multiplicirt mit einer numerischen Oonstante. Daher hat man 
den Sata (vergl. Salmon, Lessons, 2'' ed., p. 69.): 

Verschwinden för ein Werthsystem x^, x^ zwei 
Formen f, 95 von gleicher Ordnung, so verschwin- 
det für dasselbe'auch die Functionaldeterminante 
von f und (p nebst ihren ersten Differentialquo- 
tienten. 
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Man kann diesen Satz auch aus der Entwiekelung ableiten, welche 
die Function F{x,y) nach der Formel (6) des § 7. annimmt. Nach 
dieser liat man, wenn der Kürze wegen 

gesetzt wird: 

F (X, y)=n. p^"-> %^-' + M. {xyf. 
Sind «j, 0^ nm» ganz beliebige Grosse», und unterwirft man die 
Function F dem Prozesse 



und setzt sodann yi^x,, y^^^x^, so ergiebt sich 

ein Ausdruck, der, da F für jeden Werth der y verschwindet, für 
alle Werthe der s gleich Null sein muss. Dies aber ist wieder der 
obige Satz. 

Der erste Theil dieses Satzes, dass nämlich die Fuuctionaldeter- 
minante selbst verschwindet, gilt auch noch, wenn die Ordnungen 
von /"und ip verschieden sind. In diesem Falle wird, abgesehen von 
einem numerischen Factor, die Functionaldetemiinante : 

daher, wenn u^^, u.^ beliebige Grössen sind, also ff,, als von Null ver- 
schieden angenommen werden kann; 

Mit (p und f verschwindet also D, und man hat den Satz: 

Wenn für ein bestimmtes Werthepaar a^j, aig zwei 

Formen verschwinden, so verschwindet für dasselbe 

auch ihre Functionaldeterrainante, 

Auch diesen Satz kann man daraus ableiten, dass ähnlich wie in 

dem Falle, wo m = n, eine gewisse Covariante mit zwei Reihen für 

alle Werthe der Veränderlichen der einen Reihe verschwindet. Man 

knüpft dies an die Ausdehnung der abgekürzten Methode der Resul- 

tantenbiidung auf den Fall, in welchem die Ordnungen ungleich sind. 

So wie fär m~n die Form 

betrachtet wurde, so kann man hier, wenn m '> n, die Form 

Clebach, TbeoHe der btuäreii algetot. Foimeu. 6 
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einführen,* welche, sobald das Wertliepaar x^, x^ den Gleichungen 
/ = 0, ifi--=iO zugleich genügt, für alle Werthe der y verschwinden 
niuss. Ist, analog wie oben: 



II 



Cita;,'«^"'-'-' j/i'^j^" 



so zerfiiUt die Gleichung J7'=0 in die folgenden n (ileidinngcn, wokliti 
die X zur (w — 1}'™ Dimension enthalten: 

(6) ^^ 



= 



Dieses sind n Gleichungen mit den m linear auftretenden Grössen 
(7) x^'~^, x^~''-x^, x^"—^x^,...,x^''—^. 

Fügt man den Gleichungen (6) die Mi — n Gleichungen 

hinzu, so kann man die. Grössen (7) aus (6), (8) wie lineare Unbekannte 
eliminiren, nnd erhält die Resultante von /'=0, ^1 = als Determi- 
nante von m Eeihen, also in einer der früher gegebenen gegenüber 
verkürzten Form, 

Entwickelt man F nach Potenzen von {xy) nach der Formel (6) 
des § 7., und bezeichnet durch ^ wieder die Form 

so erhält man: 

F= n . i/!^"'-' i'.j"-'^ + {xy) . M. 

Da diesmal F nicht mehr symmetrisch für die y und für die x 

ist, so fällt das mit der ersten Potenz von (xy) multiplicirte Glied 

nicht mehi- aus, und man erhält daher nur, indem mau berücksichtigt, 

dass F für alle Werthe der j/, also auch für y=^x verschwinden muss : 

was der oben angegebene Satz ist. — 

Der Fall der Elimination aus zwei Gleichungen gleich hoher Ord- 
nung tritt bei der Diseriminante ein. Die Discriminante ist die- 
jenige ganze Function der Coefficienten einer Form /', welche ver- 
sehwindet, sobald unter den linearen Factoren von f zwei einander 

* Yei-gl. Goi'ilan im 3. Bande der matlieina.ti8c]ien Annalcu. 
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gleich werden, oder geometrisch, sobald zwei Elemente der zu / gehö- 
rigen Gruppe zusammenfallen. Wenn aber einer der in f auftretenden 
linearen Faktoren doppelt vorkommt, so ist dieser noch Factor der 
ersten DifFerentialquotienten von /"; mit ihm verschwinden also auch 
diese, und man erhillt die Bedingung für das Auftreten eines Doppel- 
factors in f, indem man aus den Gleichungen 

(91 -^ = 0, -^ = 

die X eliminirt (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. p. 1 IG.), Es sind zwei 
Gleichungen (n— 1)**' Ordnung, welche man vor sich hat; die linke 
Seite der Eliminationsgleichung, die Discrirainante, ist also vom 
(n—iy™ Grade in den Coefäcienten der ersten, von ebenso hohem in 
den Coefflcienten der zweiten Gleichung (9), daher im Ganzen vom 
Grade 2(n— 1) in den Coeffieienten von f. 

Will man für diesen Fall, der Cayley'schen Methode ent- 
sprechend, die Fimction F bilden, so muss inaii an StelJe der 
Functionen f, ip des Vorigen die Formen 



1 Sf 



= \ . h,- - 



setzen , wo Kjmboliseli 

/-„(!,■ -!./■-. . 
Es ist also dann 

Aber die Symbole a, 1> haben hier völlig dieselbe Bedeutung; man 
kann also a mit h vertauschen und endlich für F die halbe Summe 
des ersten und zweiten Ausdrucks setzen. Dann erhält man 

(1.0) F==i^{ah)^]a^'<-'%«-'' + a..,^-Hy"-\ci,ji^+aJ'-^h./-^.a,/hJ + ...\, 
was eine Oovariante von f mit zwei Reihen von Veränderlichen ist. 

Wie man aus der Function F zu symbolischen, freilich compli- 
cirten Darstellungen der Resultante und Discriminante gelangen könne, 
habe ich im 59. Bande von Borchardt's Jonmal dargelegt; eine 
Reihe weiterer Untersuchungen über die Frage, so wie eine grosse 
Zahl von Bildungen in definitiver Fonn gab Hr. Gordan im 3. Band 
der math. Annalen, Ich werde mich hier begnügen, von einigen 
. besonderen Fällen au sprechen, in denen es gelingt, dem Resultate 
der EKmination eine übersichtliche Gestalt zu geben. 
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§ 27. Bildung der Resultante für den Fall, >vo eine der gogcltonen 
Formen von der zweiten Ordnung ist. 

Wenn von zwei Formen die eine von der ersten Ordnung ist^ ao 
ist es sehr leicht, die Eliminationsgleichimg au bilden. Denn aus der 
linearen Gleichung 

folgt sofort 

nnd indem man dies in die symbolisclie Form von /: 

einsetzt, erhält man für die Kesultanto die Form 
ii = (««)". 

Aber auch noch, wenn eine der Gleichungen von der zweiton 
Ordnung ist, kann man die Form der Resultante ganz allgemein 
bilden. * 

Sei nämlich, in lineare Factoren zerlegt: 

Dann sagt die Resultante von <f> und f, dass entweder f und j) oder 
f und q gleichzeitig verschwinden. Die Resultante von f und ip ist 
also das Produet der Resultante von f und p mit der Resultante von 
f und q. Nun ist nach dem Vorigen die eine Resultante in symbo- 
lischer Form (ffp)", die andere, indem man nur ein anderes Symbol 
einfuhrt, [hq)"- Daher wird 

R=(apY_(fiqY ^{aq)".{bpY 
= h I (»!')" ■ (& 2)" + (« 3)" • i^P)" i • 
Es kommt nun darauf an, in diesem Ausdmck an Stelle der 
linearen Factoren von (p symbolische Coefficienten einzuführen. Man 
erreicht dieses am zweckmässig sten auf folgende Art. Setzt man der 
Kürze wegen 

(aj))(6s) = ?, {a,){h,,)^v, 



Ist n gerade, so ist, wie gezeigt werden soll, dieser Aasdruck 
als ganze Function von p^ und G darstellbar, wo 



* Vei'gl.' die Abhandlung des Verfassers: „üebei- t 
Üonsproblemen", Borehardt'» Journal Bd. 58. 
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Ist tt ungerade, so muss man zuvor einen Factor (i + v abson- 
dern, um alles üebrige durcli q^ und ö ausdrücken zu können. Dass 
man gerade p^ und <f einführt, motivirt sich durch die einfache Form, 
welclie diese Ausdrucke bei Anwendung der symbolisclien Coofficien- 
ten von ip annehmen, Ist nümUch symbolisch 

so hat man die symbolischen Gleichungen 

PiQi=^f<i^, i'i23+i'äffi = 2«i«ä, i>,5a = V etc., 
und d aller 

^ . , = 5 = C«y) {»,) . (6|,) (6S) =(o»)' (i,ffl= 
((.-.-)> = (.'= I (»J)) (6 5) -(« S) (Sj) 1' = (o 6)' ftiä)' 

= (oS)' I (r q, +p, «,)" - "ift Si .ft Si I 

= 2 (aiy 1(2 B, «,./!, ft - V ß,' - n," ft' I 
= -2(o6)'(oß' = -2(«!))'Z), 
wo D die Invariante von 9 ist (vergl. § 2.). 

Icli werde nun zuuäohst zeiEfen, wie R, bez. ----- sieii dirrcli 
{fi — vf lind (IV ausdrliclrt, und sodann, wie mit Hülfe der Gleicliimgen 
,i + v =2(<.«)(Si.) 
(2) 0= f,v =(»«)'(»«' 

(i" = (fi-»)> = -2(oS)'D 

-R durch Invarianten von übersichtlielier Entstellungsart darge- 
stellt wird. 

Bezeichnen v\'ir durch St den Ausdruclr 
S,- = c<+(-l)-'..', 
so dass 

B *'■ 
iä = -g-. 

Es bestehen dann, wie man ohne Weiteres sielrt, die folgenden 
Gleiehangen: 

S. =((.-«)S,_i + (.rS.-_, 
S.-i = ((»-^)S._, + (.»«,-, 



(3) 



S, =(n-»)S, +iivS,. 
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Was Sj und jSf, angeht, so werden diese verschieden, je uachdem 
n gerade oder ungerade ist, Fälle, welche schon oheu unters chie den 
wurden. Für ein gerades n hat man: 

(4) Si = (i~v, S, --2, 
für ein ungerades 

(5) S^=-^ + v, 8^ = 0. 

Um nun S„ aus den Gleichiingen (3) durch yS^, ß^ ausziidrüclcen, 
denke ich mir jenes System nach oben au unendlich fortgesetzt, mul- 
tiplicire die Gleichungen, von unten anfangend, mit den Potenzen 
1 , s, j^^ . . . einer beliebigen Grösse s, und addh'e. Tst sodann £1 die 
linke Seite des Resultats: 

(6) ii^S, + ^S, + s'S,+ ..., 
so hat man aus (3) 

ii . -. y (ä, + s ii) + (S; + ä S, -h !:'' II), 
uud daher 

Der gesuchte Äustiruck ySn ist nach ((j) der Coefficieut von 5"^- 
in der Potenzentwickelmig von ß. Nim liat man 

1__ _ 1 Jg' n'g' 

t**) 1 - HB - as'^ 1 - ^i^' (l - QSf'^ 0- ~ e"? 
= 1 +$2+e^2^ + 9"s' - . . 
+ {l+2Qe + Se's' + ii>'e'...)as' 
, A , 2.3 , 3.4 , . , 4.5 , , \ , , 



überhaupt 
(10) 



ff. 


2 + X,«> + Jf.8'..., 


1(, 


= 1 

= p-^-h2po- 



175" •■ 

, (»-3.;.-4./>-5 , , , 

+ r.x:3 " 0' ' + ■■' 

eiue Formel, deren Gesetz sofort einleuchtet. Setat man die ileilie 
(SS) nun in (7j ein, so hat mau 
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und daher, indem man den Coeffieienten von s"-^ niniiut, welcher 
gleich Sn oder gleich 2 ü ist: 

(11) E = ^\{QS, + öS,)K„..: + aS,.K..-z\, 
oder, wenn luim bemerkt, dasö 

(12) s.if.-.,+ uA'„_, = A-.._, 

(13) K = -HS,/f._i + oS„7i:„_,|. 



Je nachdem tiho n ge: 
(4), (5):' 

1) n gerade: 
(14) 21l--i."-[-udg"- 


cade oder ungerade 




, n . w — 4 . n — 5 

^ i.2.a 


2) n ungerade: 





(15) 21i:--.(^ + v)^^r i+Cn-2)öy-'' + '^^|-"---o-^y'-^ 

n — A.ii-—b.n~G .. - | 
+ ,-2T3--°' «■•■■'■ 

Bezeichnen wir iiini je nach Bedürfniss die Symbole von ip darch 

«'■ «" . , ß', ß"---, r, 

SO hahen wir aus (2): 

1) Ffir ein gerades n: 

(,-«o' = (-2)^^'d^~" 

. (ah)—". (»«-)> (S /!•)=(««'■)" (S/i'T... (»«»1)' (6P«)' 
oder 



(17) 



= (-2)> -D» .A,, 



wo Ät die Invariante bedeutet: 

(18) A.= (»»)-" (««T (««")' ... Co«'")' (l'ßy d'ßl'-- i''ß"")'- 

Von dieser Bezeichnung nehmen wir nur denjenigen Ooefflcienten 
., für welchen li~--^, den letzt) 
beiden einander gleichen "Ji'actoren 
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und man hat also 

(20) Ji=lS'. 

2) Für ein ungerades nr 

. (o j)-'-" (o «')' (««T ■ ■ ■ (« «»')' • (i- ?■)' (6 n' ■ ■ • ip ß" ')' 

oder 

(21) g"-'"-',' (ß + v) = 2.{~1~"'' D^~'' .Ät, 
WO jli: die Invariante bedeutet: 

(22) A = Ca6)"-'-'* (ar) (^r) ■ (««')' («O' ... (««'*■!)' 

.(f,^')n('|3T...(ö^"0^ 

Und die Ausdrücke für die Resultante sind also: 

1) für ein gerades n: 

(2ß) B.^[-D)'^.2"~^.A^+n.(-n)~^-2^.Ä, 

2) für eiii ungerades )[; 

(24) ii = (-22))^"^,+ (n-2) (-2K)" A 

+ -=ff2--(-2J)p-AH=...-""-;bA.,^,+A,_,. 

Insbesondere ergeben sich für die Ideinsten Werthe von js die 
Bildungen: 

„. n = S: E^-2DA,+Ä, A=.(»6)'(<>r) (i>r), 

' ' ^, = {o,)(S,.)(««)'('«' 

» = 4: JJ = 2D>yl„-4XlJ,, + i'> ^„ = (o4)', 

A = («!,)> (««)'(»/')'. 
i;=(<.„r(ar/)>. 

An die Gleichung (23) knüpft sich der bemerkens werthe Satz: 
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DieRosultant« einer Form 2*" Ordnung mit einer 
andern Form gerader Ordnnng setzt sich immer aus 
niederen Invarianteil zusammen. 
Denn in (23) ist kein Glied vorhanden, welches nicht in Factoren 
zerfällt, während in (24) allerdings ein solches existirt. 

Ea bleibt übrig, die Entstehungsweise der Invarianten^, B aus 
niederen Bildungen darzulegen. Hierzu fuhrt die Aulstellung der fol- 
genden Reihe von o Varianten : 

(26) q = q,— ^ {<■«)' (««•)' 0.—' = (},«■».-< 

,=r,-' = (aaf{üay{aaya.—'=iqa-fq,-' 



Im Falle eines geraden n sehliesst diese Eeihe mit einer Inva- 
riante, welche nichts Anderes ist als H; die übrigen Bildungen aber 
liefern die Ä mit Hülfe folgender Ausdrücke, in denen die verschie- 
denartigen derselben Covariaute zugehörigen Symbole durch obere 
Striche unterschieden sind; 

Ä,={ppr-' 

A =(«■)"-' 



L entstellen aus p, q. .. ebenso, wie A^ aus f. 
Im Falle eines ungeraden n enthält die Reihe (26) lauter Coya- 
rianten ungerader Ordnung. Bildet man aus ihnen zunliehst die qua- 
dratischen Covarianteii: 

p=F.'= (ny-'f't'. - (»«)' i}>ff (<•!>)"-' «.. '.. 

«= 9.' =(«■)"-' 9- 9"- = (»«)■(»«■)' (S «"(*«'(»'')"--■». »- 

_ («»)' (o«T (««")'((>(!)' (scT arf (»*)-' ».. i>. 



A = (Qr)' 



Diese Invarianten entstehen aus p, q, r . . . genau so, wie 

J,= (aS).-i(»r)(67) 
aus f. — 

unter den bei (25) angeführten einfachsten Fällen führt die Eli- 
mination aus zwei Gleichungen 2*™ Ordnung nur auf die Invarianten 
der beiden Formen (D, Ä^^ und auf ihre simultane Invariante B; 
n = B'-DA,, 
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Aber diese Resultante kann in einer noch eiiifaeliei-n Form dar- 
gestellt werJen. Setzt man ii\v D, B, A^ ihre symbolischen Aus- 
drüeke, so hat man 

~ [(«») (Sffi + (06) (»«1 l{»a) (6/i) - (,.!.) (»ffl], 
oder mit Anwendung der Identiiält (IV) des § 15.: 

(27) R^ [{au) (6/3) + (ah) {aß)] (aß) {la). 

Betrachtet mau nun die von der Eiiiictionaldoiennliiante nur um 
einen Zahlenfacfcor verschiedene Covariaute 

(28) & = &J = ^'^^ . . = {aß) a., ß^, 

so ist 

&.&,_, = Haß) {a,^ß, + a,ß.,) 

[indem man (28) iiacli den x differeuzirt und die iiesultate mit l y^, 
i^y^ multiplicirt addirt]; aus dieser Fonn aber entsteht der Ausdruck 
(27), wenn man für a;^, x^, y^, y^ bezüglich k^, — «i, &3, —h^ setzt 
und mit —2 {ba) multiplicirt. Daher ist auch 
B = -2{Q'tx){&l,){J)<x). 
Aber dieser Ausdruck wiederum entstellt aus 
&-\^z={bcc)b.,c-^, 
wenn man x^, x^ durch *j, — &j ersetzt und mit —2 multijjlicirfc. 
Daher ist endlieh auch 

(29) U = -'i{%%J, 

d. h. die Resultante zweier quadratischen Formen kann 
durch die Invariante ihrer Functionaldcterminante ersetzt 
werden.* — 

Bei der Elimination aus einer Gleichung <p = {) 2'" und einer 
Gleichung /'=0 3'" Ordmmg ist eine quadratische Covariante von f 

z]=^A^^=^{aljfa.,K^ 
und eine aimiiltaiie lineare Covariante 

zu bilden; man hat dann 

A, = {Ar)\ A,= {pyy^ 
und 
_________ M = A^-2BA^. ~ 

* Im Allgemeinen inuss dio Eesultaiite Eweier ITunnun gleicher Ürdiiung ein 
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Endlicli bei der Elimination aus einer Gleiclmiig (p = 2*'^'^ irad 
einer Gleiehun;^ f=0 4"'' Ordnung ist ausser der zu f gehörigen 
Invariiinte 

zmiilclist die ainiuUiioe CLuadratisclie Covariante 
zu bilden; aus derselben hat mau 

und endlicli 

j; = B2-4D^i + 2_D^^„. - 

Man liEinn sich die Frage stellen, unter welchen Bedingungen 
die Form n'" Ordnung zwei Facloren mit der Form 2"" Ordnung 
gemein hat, diese also ganz als Factor enthält*. Dies erfordert 
offenbar zwei Bedingungen. Aber mau würde sehr irren, wenn man 
erwarten wollte, das gleichzeitige Einfci'eten zweier Bedingungen durch 
das Verschwinden zweier Invarianten charakterisirt zu sehen ; vielmehr 
tritt dieses nur in wenigen vereinzelten Fällen ein. Es ist wichtig 
festzuhalten, dass das gleichzeitige Eintreten mehrerer 
Bedingungen im Allgemeinen sich durch das Verschwin- 
den sämmtlicher Coefficienten einer CoTariante auszu- 
drücken pflegt. Dabei h^t min dann freilich seheinhir z^üschen 
den Coefficienten dei zu untersuchenden Functionen mehr ils zwei 
Gleichungen. Aber in der That sind diese dmn doch immer m dei 
Weise mit einander veitiaglich dass man allen zusimraen duich pas 
sende Bestimmung zweier unbestimmter Glossen (etwi unbestimmt 
gelassener Coefficienten) zu genügen im Stande ist ohne dass es doch 
möglich wäre, zwei emein solchen Sy&teme vollkommen quivaknte 
Bedingungsgleichungen aufzuhnden 

So kann man denn auch m dem vorliegenden FiUe leicht eine 
Covariaute angeben, welche du, Eigenschaft hit, diss dis glc tWeitigO 
Verschwinden ihrer s mnitlichen Coefficienten nothwendig und hm 
reichend sei für die EituUun^ der Foi leiuiig dass eine qu i Iratisdie 
Form in einer Form n'^' Ordnung als fheiiei enthilten sei Sind wie 
der wie im Vorigen jr) und q die linerren Fictoren dei quidiati&Uien 
Form (p, so ist diese Covaiiaute 

^^( fljJl 1 -{cxf P 
(PQ) 
eine Covariante, welche in der That ftir alle Werthe der x verschwin- 
det, sobald, der Forderung gemäss, die Grössen (aj))" und {aq)" gleich- 

* Vgl. öordan im 3. Bd, der hkMi. AniiLilon. 
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zeitig verseil will den. Aher auch umgekehrt: Verschwinden y,lle Coef- 
ficienten von ^, verschwindet also © für alle Werthe der x, so folgt 
nothwendig 

d. li. die quadratische i'orm ist Theüer der. form }('='' Ordnung. 
Die Covariante $ entsteht aus der Form 



'F=^ 



(JP2) " ' 

indem man y, diirch — a^, y^ durch a^ ersetzt; and es kommt daher 
zur Darstellung von nur darauf an, die Form ^i" in geeigneter 
Weise zu bilden. Dies geschieht ganz älmlicli, wie die Bildung 
von R im Yorigen, Setzt man 

so kann man sowohl jt — v als ^.v auf einfache Weise ausdrücken; 
denn es ist 

Wir suchen also den Zilhler von W durch (t — v und ii v auszu- 
drucken. Sei 

dann ist 

Für die tS^.aber hat man die ßeeursionsformel 

. und die St bestimmen sich also genau durch das Gleichungssystem (3), 
welches oben behandelt vrarde. Es fand sich dort 

S„= {gS^ + 6 8^) Kn^^+GS^ K„.^s , 
wo 

Ki=Q'+Qt-l) «f'-'-i j g - «"(.'-1 

J.A- 
1.2.3 " *■ ^■•- ■ 

Untersclieidet man wieder die beiden Falle, wo n gerade und wo 
n ungerade ist, so ist in ersterem 

S, = ii + v, S, = 0, 
im zweiten 
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Für ein goradeä n hat man also 



n— 4. w— 5 . w — 

für ein ungerades W dagegen: 

a , , ^ . W.W— 3 „ , , n .n~4:.n^5 , 
ö„ = i>"+ raßp"-'+ "^-g- <?^P''~*H T 2"" :i " " ' 

In beiden Fällen iritt p ais Factor auf, und da 
so wird der Ausdruck für 
1) "bei geradem n: 

■> , i n ä , '*- 

- - -- -^ — o^r '■• f, 

2} bei ungeradem n: 

= (yx)|e"-i+«öe"-'' + ™"^^- ff- i>"-'> + ...[. 

Führt mau jetzt für (i + v den aymholischea Ausdruck in den 
Coefficienten von <p ein, 2 «i or^, und ersetzt p^ durch —2D i^xf, 
G durch <p{<e)f{y), so hat man: 

für ein gerades n: 

+ -"4f-J=^ <fM»:) »"(»)■ (~ 2 B)'"^ . (y »)— + ... I , 
für ein ungerades n: 

V={yx)\{-2V) ■ .{yxY-<+n^(x),f(}i){-2ü) ■ {yx)—' 
+ "^^^ ■)>"(») »'(S) .(- 2 B)""^ (!/^)— + ■•■} . 

Wenn nun die Covariante gebildet werden soll, so führt man 
wieder —a^ für y^, a^ für «/^ ein, ■wodurch {yx) in — «a-, «^ in — ((T«) 
übergeht. Wenn man also die folgenden Bezeichnungen von Cova- 
rianten einführt: 
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geradem n: 

Z,_C»«)(f.«-)'«.o,— » 
j!:, = Co«)(f«T(o»r».o.- 



L, = (o«)'(o«7fc"-' 

SO sind die unter den fragliclie]! Verliiiltiiisson 
Co Varianten : 

1) bei geradem n: 

= {- 2jyp~K, + (n-2) 9) . {~2I>yi~K, 
H 

2) bei ungeradem n 
/^ + m q) . (— 2j 

" -'.(~2JJ) 



+ t4^i,p^(-2I>)Vif,.. 



-»=--(-27)) « i, + 1! g) . (" 27)) ■ 
, w . n — 3 
+ "ITIT » 

Insbesondere wird alao für w = 2 die Bedingung dafür, dasa 
^wei quadratisclie Formen nur um einen conatanten Fac- 
tor verschieden seien, durch das Verschwinden der Covariaute K^ 
d. h. ihrer Punctionaldeterminante dargestellt. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer cubischen sei, führt auf das Verschwinden der cuhisclien 
Covariante (n = 3): 

- 2ZJ Jvj + 3 q> /., = - 21) . aj + 39. {aaf cu. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer biquadratischen sei, führt auf das Verschwit\deu der 
bi quadratischen Covariante 

- 2 7) iC, + 2 q; JC, - - 2 i) [a d) a.. a/^2q>.{a a) {a uf a. a.^. 

§ äS> Resultniite zweier culiische» Formen. 

Ich will noch die Resultante z.weier Formen drittir Ord- 
nung ableiten. Seien die gegebenen Formen 
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dem Satze 


am 


Ende 
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^■f= 


nicht nur 
















(2) 




Q = ^J = 


a«) 


a.n. 


= 0, 






sondern auch 


dio DüTfirentialquotienten vo 


n * V 


v»oli» 


iiulen 


man hat: 
(3) 






'», 


= 

= 0. 









Diese Gloidmngeu zusammen mit (1) sind yicr Gleichungen drit- 
ter Ordnung; man kann also aus ihnen die Grössen 

wie lineare Unbekannte ehminiren, und erhält dann die Elimiiiations. 
gleichung, indem man die von den heiden Gleichungen (3) her- 
rührenden Sjrahole unteischeidet: 



(4) 



= *, i 






eine Gleichung, welche in der That sowohl für die Coefficientcn vo]i 
f als für die von 9 vom dritten Grade ist. 

Nun verschwindet aber die Detenninante , sobald die in zwei E«ihen 
vorkommenden Symbole proportional werden, etwa ßj : a^ = «1 : «2, 
oder sobald die aus den Symbolen zweier Reihen zusammengesetzte 
Determinante [etwa {aaj] verschwindet. Daher enthält jene Deter- 
minante die Factoren 

{««), {a$-), («■&'), («^), {((&'), {&&'), 
und kann, da die Dimensionen Öhereinstinimen, durch ihr Product 
ersetzt werden. Man hat also die Elimination Sgl eicliung in der sym- 
bolischen Form 

0=^9, »\ {a a) (« &) (fl *') (« &) (k 0') {& &') . 
Setzt man nun an Stelle der rechten Seite die Su]nme dieses 
Ausdrucks und desjenigen, welcher durch Vertausclmng von %■ mit %■' 
erhalten wird, so hat man 

= (aa) (»*) {a9') {a&) (a*') {»»'f, 
und die Uesultaute wird also: 

(5) B={aa) {a&) {a&'} («©■) («*'} {&&y. 

Aber auch diese Form kann noch eleganter gemacht werden, in- 
dem man sich der Identität (V) des § 15. bedient, nach welcher 
C«Ö) («*') {cc9) (K^O = 1 \{n»f (a&'f + {a&f (a&y - {uaf i»&'f\. 
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Führt man dies in (5) ein, ao liefern die ersten beiden Glieder 
zwei Terme, welche sich nur durch die Bezeichnung, nUnilich durch 
Vertauschung von mit &', von einander unterscheiden. Zieht man 
beide zusammen, so bleibt demnach: 

(6) B={acc) {a&/ {a »y {&&y -^{a fcf . {%%■')'. 

Der zweite Theil rechts ist das Product einer sehr einfachen 
simultanen Invariante von f und ij> mit einer Invariante von %: 
Der erste Theil lässt sich auf diesen zweiten und auf eine Invariante 
von &■ in folgender Weise zurückführen. Gehen wir von der For- 
mel aus: 

Q-J'* = (a cc) aj R^. 

Indem wir dieselbe wiederholt nach den x differonzireii und die Diffe- 
rentialquotienten mit Grössen y multiplicirt addiren , erhalten wir zuerst 

sodann aber 

Man kann nun, nach der Identität (YIII) des § 15. 
a^ «^ ßa «9 =" i i "^' «h' + «^' a,/ - (« af {xyY \ 
setaen, und erhält dann: 

&J'^&y"^ = i;{aa)[^aJ'a,/ + 3aJay^^2{aaf{xyf\. 
In dieser Gleichung setze ich zunächst 9'2, — d-j für y^, y^ und 
multiphcire mit &x^; dann kommt: 

■9/ */' (*" *)^ = i (a a) «■/ 1 3 »1^« *)^ + 3 «^n« *)' - 2 (a a)ä a-/ i ; 
und ferner setze ich &'^, —&\ für a;^, Wg- Es ergiebt sich dann, in- 
dem mau rechts die beiden ersten Glieder, welche sich nur durch die 
Bezeichnung unterscheiden, zusammenzieht: 

{&d-y {&d-y {d-'&y = (««) {a^)^ (a&y {&^'f - 1 {aa," {&&'Y. 
Man drückt daher den ersten Theil der rechten Seite von R mittelst 
der Gleichung aus: 

(«ß) {a&f [K&y (&»'y- = {&&y (&&y [o-'&y + j (aaf (&&y. 

Setzt man also, einer in der Theorie der Formen 4"" Ordnung 
zu benutzenden Bezeichnung gemäss : 

so ist die gesuchte Resultante: 
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§ 29. Disci'iuilnaiiteu von Formen der niedrigsten Oiilimiigen. 

Die im Vorigen eiifcwicltelten Resultate erlauben es, die Discri- 
minanten der Formen 2'=', S*'^ und 4'" Ordnung aufzustellen. 

Die Discriminante einer Form 2'" Ordnung ergiebt aicli aus der 
Gleichung (10) des § 26. ohne Weiteres. Denn die Gleichung ^-=0 
geht in 

(«6)^ = 

über, so dass also die Invariante («5)^ zugleich die Discriminante der 
Fonn ist. 

Die Discriminante einer cubischen Form erhält man aus der Form 
(29), welche in § 27. der Resultante zweier quadratischen Formen 
gegeben wurde. Man hraucht nur zu untersuchen, was aus der Form 
S- wild. Es war 

»-Ca«)«,».. 

Aber jetzt muss an Stelle von aj der erste Differential quotient 
von f nach x,, also (abgesehen von einem numerischen Fiictor) a/ a^, 
an Stelle von nj ebenso ij h^ gesetzt werden. Hierdurch verwandelt 
sieh %■ in 

'oder wenn man a mit h vertauscht, in 

— %bj {(iV) ttxbx, 
oder endlich, indem man die halbe Summe beider Ausdrücke einführt: 

^(a6)^aj:öj. = |z/, 
wenn z/ die Covariante 

bedeutet. An Stelle der Discriminanl;e kann also die Invariante {zl^y 
gesetzt werden. 

Bei den Formen 4*"' Ordnung ist die Resultante zweier cubischen 
Formen zu benutzen, wie sie in (7) § 28. gefunden wurde. An Stelle 
von f, if treten hier die Formen 

also an Stelle von 

■9- : - {a cc) a/ aj 
die Covariante 

{a h) a, &3 aj b/ = - (a h) a^ i, a/ bj = | (u hf aj IJ = ^S, 
wo H die Covariante 

ir=(ft;,)V/,^?)/ 
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bedeutet, t^odaim wird, indem man die BeKeiüliimiigen des § 28. "bei- 
behält ; 

'■fl- =" i «ff ! .1% =■---■ i jii ■ 
Endlich gellt die Tnvafiante {aaf über in 

(o 6)» «, i, = - (o 6)' 6, o, = i (0. [))* = -1 V = I 

(wenn wir die Invarianten oline Index auf f beziehen), und die 
Discriminanfce wird, mit TJebergehung des Nenners 8: 

jn — \iiii. 

Nun wird in der Theorie der bi quadratischen Formen gezeigt 
werden, dass 

_,f 

" 3 ,^6 ' 



_ 1 ,'2 i„ — ■'_ —. 



die Discrimiiiante kann also mit Uebergehung eines Nenners 3 durch 

i'-ii'- 

ersetzt werden. 
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Vierter Abschnitt. 

Tlieorie der Formen zweiter, dritter und vierter Ordniing. 



§ 30. üelierscliiebim^eu. 

Schon im Vorigen wurden gewisse Arten von Bildungen für Co- 
1 und Invarianten wiederholt benutzt. Wir woUen diese nun 
genauer studiren; zunächst insoweit die Kenutniss ihrer Eigenschaften 
für die TJntersuchuag der Formen zweiter, dritter und vierter Ord- 
nung nothwendig wird. 

Die einfachste Art, aus zwei Formen 

durch Anwendung dieser Symbole Oovarianten zu erzeugen, besteht 
darin, ilass man den Ausdruck bildet 

(1) T\ — {fpTpf rp^'"-'' tj!:^''-'' 

und zwar entstehen so offenbar die einzigen Formen, deren symboli- 
scher Ausdruck die Symbole von <p sowie von ijj nur einmal ent- 
hält.* 

Der Ausdruck (1) besitzt die Invarianteneigenschaft; er ist für die 
Coefficienten von 9 und jt> linear. Die Zahl h kann von (wo man 
das Produet von 91 und ifi erhalten würde) bis zu derjenigen der Zah- 
len m und n gehen, welche die kleinere ist, beziehungsweise, wenn 
m und n gleich sind, bis zu dieseiu Werthe, wo dann die Invariante 

{9 •»)"■ 
entsteht. 

Die Bildung (1) soll als /f'" Uebei Schiebung i lui (p über ^ 
bezeichnet werden. Man kami sit aut eine Cunibiiidtion dei Differen- 



* Dieae Bildungen sind von Cayley, föuiih memon upun gwaatus, angege- 
ben und behandelt worden; sie sind zugleich dpr einfachste Fall der von Aron- 
hold (Boi'chardt'a- Journal Bd. G2) hetrachtetea „I'undamentahnfajiantfn.", 
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tialquotienten von (p imd ^j zurttekfUhren ; denn da aus der a; 
sehen Form von ip «nd ■^ folgt, dass 

— 1 ...{m—h~i+l) . q>..^"'-''- -'. (Pi''(Pi,' 

= w.K — 1 , . . (n—Jt — i-i-l) . i!ix"~''~' . tPi'f^: 






03;/ SV 

so ergieljt eich aus dor Auflösung der Potena von {<pip) in (l) die 
Gleichung : 

^^^ ^ ^ m,m~l...{m-h+f) ' n.n-l...(n^k + l.) ' 

■|e^''0V' Tdx^'"-''dx^' a^^'-ißa:, ■■■'■ -^sa^a^'^Vl' 

Bei it = 1 erhält man die Functionaldeterminante der beiden Formen : 

laei /c = 2 einen der Invariante zweier riuadvatischen Foi-men analog 
gebildeten Ausdruck 

^ 1 |9^ 8^^ g s^y 8^1/1 gy e^Jj' j 

"«».m— 1 . w.w — 1 l^ai^^^aja^ dx^^ dx^'dx^ dx^ dx^cx^\ 

Diese Bildungen stehen in einem genauen Zusammenhange mit 
der Operation J, welche in § 6. die Polaren ergab. Wendet man 
diese Operation auf (p in seiner symbolischen Form an, so erhält mau 
sofort : 



Man erhält also die üoborsehiebungen von f über (p, 
wenn mau in den Polaren von cp die Veränderlichen j/,, y^ 
durch die Symbole %, — ^, von iJj ersetzt und die ent- 
sprechende Potenz von ijj,r als symbolischen Factor hinzu- 
fügt. Man hat nämlich so 

aus ^tp: {(piji) g)x^'~^^J''~^ 



Statt zweier Formen ip, tp kann man auch zweimal dieselbe Form f 
so diese über sich selbst schieben. Aber alsdann reducirt 
sich die Anzahl der Ueberschiebungen ; es verschwinden alle diejeni- 
gen, für welche k eine ungerade Zahl ist, weil diese Formen durch 
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Tertauschung der beiden jetzt gleichbedeutenden Symbole das Vor- 
zeichen ändern. Aus einer Form 

/■=«^" = ö^'' 
ergeben sich also folgende Ueberschiebnngen der Form über öidi 
selbst: 

{aby ai:"~'?>*"~^, {ahy «e""^ &*""*, (»fi)^«/'""" öj.""".. . - 

Es sind dies die Covarianten hez. Invarianten zweiten 
Gfrades in den Goefficienteu, welche die Form f zulUsst. 
Denn eine Covariante, welche in den Coefficienten Yon f nnr vom 
zweiten Grade ist, kann nur zwei Arten von Symbolen, etwa a, h, 
enthalten, und also keine anderen symbolischen Determinantenfacto- 
ren, als eine Potenz von {ab). 

Unter diesen Covarianten hat ' die erste ein besonderes Interesse. 
Sie ist nach (2) gleich 

2 r »Y _3Y _ ( 9V VI 

unterscheidet sich also nur durch einen numerischen Factor von der 
Determinante der zweiten Diifer'entialquotienten von f: 

iL 3Y 
dx^dXi dx/ 

welche nach ihrem Entdecker die Hesse'sclie Form genannt wird. 
Indem man von einem gegebenen Functionensystem ausgeht, kann 
man zunächst die Formen des Systems über sich selbst und über ein- 
ander schieben. Man gewinnt hierdurch ein einfaches System von 
Invarianten und Covarianten, und indem man die letzteren dem Sy- 
steme der gegebenen Formen hinzufügt und auch sie bei den tjeber- 
schiebungen benutzt, erhält man weitere Bildungen, welche immer 
in gleicher Weise zur Erzeugung neuer Gebilde verwerthet werden 
können. 

Man sieht, dass auf diese Art eine Reihe von Bildungen entsteht, 
die ein gemeinsames Bildungsgesetz haben; ein Gesetz, welches sowohl 
durch die symbolische Formel (1) ausgedrückt werden kann, als durch 
die von der symbolischen Bezeichnung ganz unabhängige Formel (2). 
Diese Bildungen erhalten eine hohe Wichtigkeit dadurch, dass, 
wie man nachweisen kann, alle Invarianten und Covarianten 
einer Function oder eines simultanen Systems sieh aus 
Ueberschiehungen zusammensetzen lassen. Die Operation 
des Ueberschiebens liefert also sämmtliche Invarianten und Covarian- 
ten ebenso, wie die symbolischen Bildungen, welche in § 12. geschil- 
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dert wurden, aber sie liefert diesRlben in einev einfaclioren und über- 
sichtlicheren Gruppirung. 

Ich werde jetzt eine Reihe von Sätzen geben, welche den Zu- 
sammenhaiig des Ueberschiebongsprocesses mit den allgemeinen sym- 
bolischen Bildungen zum Gegenstande haben. 



§ äl. Kiii-aekfiiliTiuis »Her Covnriauteii nud litvitrlanttm auf 
CeberschieMn^eii . 

1. Jede Covariante oder Invariante TT einerForni 
oder eines simultanen Systems, welche in Bezug 
auf die Coefficienten einer Grundform «.*" Ordnung 
/vom m*'" Grade ist, entsieht durch Ueberschiehun- 
gen von f mit Oovarianten, welche in Bezug auf 
die Coefficienten von f nur vom (m— 1)'™ Grade 
sind.* 
Um diesen Satz zu beweisen, nehme ich an, es sei irgend eine 
Covariante oder Invariante TT in symbolischer Darstellung gegeben. 
Irgend eine der symbolischen Coefficieotenreihen , die von /' in der- 
selben herrühren, sei öj, «j. Schreiben wir überall statt a^, a^ zwei 
neue Veränderliche, y^ und — i/,, und lassen die Potenz von {xy) aus, 
welche dabei etwa von einer Potenz eines symbolischen Factors a.^ in 
TT herrührt, so entsteht eine Function &, welche zwei Reihen von Ver- 
änderlichen enthält, die ursprünglichen x^, x.^, und die jetzt eingeführ- 
ten j/^j j/gj welche ferner die Coefficienten von /"nur noch zur («i— 1)*^" 
Dimension enthält. 

Aber es wurde in den §§ 7. 8, gezeigt, dasa eine solche Form %■ 
sich aus der identischen Covariante {xy) und aus den Poluren gewisser 
Functionen mit nur einer Reihe von Veriinderlichen zusammensetzt. 
Denn nach Formel (7) des § 8. hat man, wenn (i und v die Ord- 
nungen von ^ in Bezug auf die x und die y bezeichnen: 



(1) »-^=J'I)^%Jr<tf.'{xy)J'- 


-w- 


■'Sii 


Stellen wir nun diu Formen 






!}•», D'-'a», 


J>- 


-'ii'»,.. 


durch die Symbole 







* Die in dieaem und dem folg'endea Faragrapteii gegebeiieii Sätzo und Me- 
thoden gab zuerst Herr Gordan iß Borcharclt's Journal Bd. 69 und im 2. Bande 
der Mathematischen Annalen. Die letztere Äljliandlung insbesondere ist auch in 
den folgenden beiden Abschnitten vielfach bemitat. 
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, so ist naoli tlem vorigen Paragraphen 



und der Ausdruck für ■& wird also: 

Will man nun von dieser Darstellung der Function & zu der 
Function TT zurückgelien, so bat man nur wieder y^ und J/g durch 
— «ä Tiud a, zu ersetzen, und mit dj,"— '' zu multipliciren. Man erhält 
sodann für die gegebene Function TT den Ausdruck: 

(2) T\ = {a<py<pfaJ'-''+(i,''-^{ai!i)'-~^f^l'-'aJ'-''+' 

welcher in der That eine Summe von Ueberschiebungen ist, wie der 
Satz GS yerlangt. 

Die Bildung von TT ist also auf die ueberschiebungen von /' niit 
den Co Varianten 

9> t, %■■■ 
zurückgeführt, welche für die Coefficienten von /■ nur vom (m— 1)'™ 
Grade sind. Zur Oharakterisirang der dabei auftretenden Ueberschie- 
bungen dient die folgende Bemerkung: 

2. Die Ordnung der höchsten Ueberschiebung, 
welche zur Bildung von TT hier nothig ist (v), ist 
die Zahl, welche angiebt, wie oft das herausgelio- 
bene Symbol (a) in symbolischen Determinanten- 
factoren auftritt. 
Eine Ableitung einer Form TT aus Formen, welche die Coefficien- 
ten von /' in einer um die Einheit niedrigeren Dimension enthalten, 
ist auf so viel verschiedene Arten möglich, als verschiedene Symbole 
von /" in TT auftreten. 

Der vorstehende Gedankengang wird übrigens in keiner Weise 
geändert, wenn man nicht ein Symbol a einer der Grundfunctionen, 
sondern ein Symbol irgend einer Covariante 6 = %J" heraushebt, 
welche in der symbolischen Darstellung von TT etwa vorkommt. Man 
hat dann die Formel 

(3) n = (Ö9!f g)..''0:."'-»' + «,"-''(0^f-ii/>.,f-'0..'"-''+'-('--- 
und kann daher auch den Satz aussprechen: 
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3. Jede CoTariante TT, welche iu ihrer symtoli- 
sclien Darstellung etwa ein Symbol einer Oovariante 
enthält, entsteht durch Ueberschiehiingea von 
mit anderen Oovarianten. 

Stellen wir uns nun vor, eine gegebene Covariante oder Invariante 
TT werde zunächst vermittelst der Formel (1) aus einer Reihe von Co- 
varianten abgeleitet, welche die Coefflcienten^von f in einer um 1 
niedrigeren Dimension enthalten; auf diese wendet man dasselbe Ver- 
fahren aii und fahrt so fort, bis keine Coefficienten von f mehr vor- 
kommen. Man hat so den Satz: 

4. Jede Function TT entsteht durch wiederholtes 
Ueberschieben von f über Oovarianten, welche die 
Coefficienten von f nicht mehr, sondern nur noch 
die der übrigen Functionen des gegebenen Systems 
enthalten. 

Diese Govarianten, welche die Coefficienten der einen Form f 
nicht mehr enthalten, seien P, Q, E... . Die gegebene Function TT 
ist also zurückgeführt auf wiederholte Ueberschiehungen von f mit P, 
Q, H ... . Es ist also TT in eine Reibe von Covarianton zerlegt, deren 
jede ausser den Symbolen von f ein Symbol je einer der Formen F, 
Q, R... enthält. Betrachten wir eine, etwa die erste, di^er Co- 
varianten. Sie entsteht nacli dem dritten Satze dieses Paragraphen 
durch Ueberschiebung von F über eine Form, welche nun nur nocli 
die Symbole von f enthält, also eine Covariante von /' allein. Man 
darf demnach sagen: 

5. Jede Covariante oder Invariante eines simul- 
tanen Systems entsteht durch Ueberschiebungen 
von Covarianten einer l'orm des Systems mit Co- 
varianten, welche nur die Coefficienten der übri- 
gen enthalten. 
Man erhält hieraus sofort einen Ueberblick Über die Art und 
"Weise, in welcher die Bildung der Covarianten und Invarian- 
ten eines simultanen Systems geschieht. Man bildet zuerst die 
Covarianten und Invarianten aller einzelnen Formen ; schiebt dann die 
Covariaij^en der ersten Form über die der zweiten, sodann die resul- 
tirenden Covarianten Über die Covarianten der dritten, die so erhal- 
tenen Resultate über die Covarianten der vierten u. s. w. Nur ist 
dabei zu beachten, dass als Covarianten dabei nicht nur die einfachen 
und unzerfällbaren Covarianten einer Form, sondern auch ihre Potenzen 
und deren Producte sowohl unter einander, als mit ihrer Grundform 
und deren Potenzen verstanden werden. 

Gelangte man zu diesen Sätzen, indem man einer gegebenen Co- 
variante oder Invariante TT die Symbole einer bei ihrer Bildung be- 
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nutzten Uiundfunction entzog, so taun man nun überliaupt fragen, 
was übrig bleibt, wenn man einer Function TT eine Anzahl von Sym- 
bolen entzieht, mögen dieselben von einer oder von verscliiedenen 
Grundfunetionen oder endlich, von Covarianten derselben herrühren. 
Die Formel (1) führte nach Entziehung eines Symbols auf die For- 
men <p, Tp, X ■■■ ■ Die symbolischen Darstellungen dieser Formen haben 
offenbar alles das gemein, welches bei dem Uebergauge von TT zu 5' 
und bei der Anwendung der Operationen D und ß nicht verändert 
wurde. Dieses Gemeinsame ist nichts anderes, als das Product der- 
jenigen in TT auftj'eteuden symbolischen Determinanten, welche das 
jene Symbol a nicht enthalten. 
In ähnlicher Weise werden wir, wenn wir den Formen (p, il>, %... 
ein weiteres Symbol \) entziehen, auf eine Reihe von Formen geführt, 
welche nur noch diejenigen in TT auftretenden symbolischen Determi- 
nanten als gemeinsamen Factor enthalten, in denen auch das Symbol 
6 nicht vorkommt. 

Fahren wir so fort, so erhalten wir folgenden Satz: 

6. Eine Covariante oder Invariante TT, welche ein 
gewisses Product P symbolischer Determinanten- 
factoren enthält, kann immer durch üeberschiebung 
mit Covariauten erzeugt werden, welche das Pro- 
duct P und ausser den in ihm vorkommenden keine 
weiteren Symbole enthalten; TT ist also in eine An- 
zahl von Theilen zerlegbar, deren jeder die Coef- 
ficienten wenigstens einer dieser Govarianten in 
homogener Weise enthält. 
Wir wollen nun annehmen, es sei eine Invariante oder Covariante 
TT gegeben, welche die Ooefficienten der simultanen Formen 

f, tp, f..., F, S, W... 
enthält, und denken wir uns der Einfachheit wegen dieselbe als ein 
symbolisches Product; wäre sie es nicht, so könnten wir sie doch in 
solche Theile zerlegen und diese einzeln behandeln. Entziehen wir 
dem symbohschen Producte allmalig alle von /', g>, i^i... herrührenden 
Symbole, so erkennen wir, dass TT durch successive Ueberschiebungen 
dieser Formen f, tp, ^ ... über Formen erhalten wird, welche nur von 
P', $, 'F... abhiingen, also über simultane Govarianten von P, 0, W.... 
Diese seien P, Q, R ... . Man kann also TT als Aggregat von Formen 
darstellen, welche nur die Symbole von f, fp, ip... und je einer der 
Formen P, Q, R... enthalten. Demnach entstehen diese Theile von 
TT durch Üeberschiebungen je einer der Formen P, Q, M ... über For- 
men, welche nur von f, fp, ip... abhängen, d. h. über simultane Go- 
varianten von f, (p, ip Und man kann also den Satz a 
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7, Jede ainmltane Covariante von 
/, ff, u>..., F, ^, '!•■... 
entsteht als Aggregat von Uebersohiebungeii simul- 
taner Covarianten von f, tp, ip... über simultane Oo- 
varianten von F, *, W.... 
Dieser Satz wird später als die Gmncllage der Untersuclmug si- 
multaner Formen benutzt werden. 

§ 32. Covarianten nnd Iiivav lauten einer binären I'onii. 

Man ist durch das Vorhergehende in den Stand gesetzt, auch lur 
die Bildung der Covaiianten und Invarianten einer Form /' ein ge- 
wisses Schema sich zu entwerfen. Man bildet zunächst aus f, indem 
man es über sich selbst schiebt, die Formen zweiten Grades in den 
Coefficienten, welche schon oben (pag, 101.) angegeben wurden und 
zu denen nur noch die nullte U eher Schiebung von f über sich selbst, 
nämlich sein Quadrat, hinzuzufiSgen ist. Sodann schiebt man f über 
alle diese Formen mal, 1 mal, 2 mal u. s. w., was dann die Gesammt- 
heit aller Invarianten und Covarianten ei'giebt, welche vom dritten , 
Grade in den Coefficienten sind, und in gleicher Weise geht man zu 
Bildungen vierten etc. Grades über. 

Die Bildungen, welche man erhält, sind freilich noch unendlich 
an Zahl; es sind noch verschwindende und zerfallende unter ihnen, 
sowie solche, welclie sich durch andere ausdrücken lassen. Von die- 
sen Gesieh tsp unkten wird später ausführlicher zu reden sein. Hier 
mögen nur zwei Momente hervorgehoben werden. Einmal, dass hier 
als die natürliche Anordnung aller Bildungen die nach ihrem Grade 
in den Coefficienten erscheint, nicht die nach ihrer Ordnung in den x. 
Zweitens, dass die Invarianten eine eigenthümliche Stellung einneh- 
men, insofern sie Uebersehiebungen nicht zulassen. Eine Invariante 
bildet daher immer den Schluss einer Reihe von Bildungen; sie giebt 
zu weiteren Bildungen von höherem Grade in den Coefficienten nicht 
mehr Veranlassung. 

Um die Anordnung aller auf dem Wege des U eher Schiebens er- 
haltenen Bildungen in vollständig bestimmte Reihenfolge zu bringen 
und auf diese Art ein deutliches Bild des ganzen Systems ku gewin- 
nen, wollen wir Folgendes festsetzen: 

1. Die Formen werden zunächst nach ihrem Grade in tleu Coef- 
ficienten geordnet, wie oben gesagt wurde. 

2. Innerhalb der Fonnen von gleichem Grade m kommen zuerst 
alle diejenigen, welche aus den Formen ()«— 1)*™ Grades durch die 
nullte Ueberschiebung (Multiplication) mit f entstanden sind, dann 

n, welche durch die erste TJeberschiebung entstehen u. s, w. 
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3. Innerlialb einer dieser kleineren Gruppen folgen die Bildungen 
einander, wie die Formen (m— 1)**" Grades, ans denen sie entstan- 
den sind. 

Bezeictnet man also die Formen («i— 1)*^" Grades in den Ooef- 
ficienten, auf -welche dieser Pvoeess bei einer Form /' von der n^^ 
Ordnung führt, etwa durch: 

(p = ffij', il> = il>j^, Z = Zi'' • ■ • ) 
so ist die Reihenfolge di.'r Formen m^' Ordnung: 

f-9, f-i>, (■%■■■> 

(1) (aq5)«^"->''-i, {ai>)a^«-'^J-\ {a%)aJ'-'iJ-K..y 
(« (ff «/-- (pj' -\ {a ^pf a«"-^ pj-' , (a xfa^^-''- xJ-^ ..., 

Das ganze auf diese Weise aus f entwickelte Formen System soll 
das System A genannt werden. 

Wenn aber oben bewiesen wurde, dass man alle Formen über- 
haupt aus den For]uen dieses Systems Kusammensetzen kann, so wird 
auch offenbar keine Form übergangen, wenn man an Stelle jeder 
Form dieses Systems eine Combination derselben mit denjenigen For- 
men setzt, welche in dem System ihr vorangehen. Dies führt zu fol- 
gender wichtigen Betrachtung. 

Eine Ueberschiebung von f über eine gegebene Form TT führt 
im Allgemeinen, wenn TT durch andere Symbole gegeben ist, auf eine 
Summe symbolischer Producte, wobei es ganz gleichgiltig ist, ob 
diese anderen Symbole solche von f selbst oder von irgend welchen 
Covarianten sind. In der That folgt dies schon daraus, dass von TT 
zunächst eine Polare gebildet werden muss, wobei dann inmier der 
Differenziationsprocess eine Anzahl von Gliedern hervorruft, wenn nicht 
etwa die Ordnung der Polare in den y die möglichst höchste ist, 
niimlich gleich der Ordnung von TT in den x, 

Jedes Glied der hierbei aus TT gebildeten Polare ist eine Form 
#, wie sie in §30, gebraucht wurde; welchtis Glied man aber auch 
wähle, immer geht es in TT selbst über (bis auf einen nicht ver- 
schwindenden numerischen Factor), wenn man die y wieder durch die 
X ersetzt. Wendet man also auf ein Glied der v^^ Polare von TT die 
Formel (1) § 30. an, so ist immer D'^%' wieder TT, bis auf einen nicht 
verschwindenden Factor. 

Geht man dann zu der Formel (2) jenes Paragraphen über, so steht 
links eine Form, welche entsteht, wenn man in einem Gliede der Polare 
y^, j/ä durch a^, —a^ ersetzt und mit der betreffenden Potenz von a^ 
multiplicirt; rechts steht die entsprechende Ueberschiebmig , und so- 
dann niedere Uebersehiebungen über Formen von gleichem Grade wie 
TT, aiko Formen, welche in der oben festgestellten Reihenfolge der 
Formen der an erster Stelle stehenden Ueberschiebung vorangehen. 
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Man kann also statt dieser Ueb er Schiebung den linis befindlichen 
Ausdrack setzen. Ein solcher Ausdruck soll als Theil einer Ueber- 
schiebung bezeichnet werden; eine Bezeichnung, welche später in 
grösserer Ausdehnung eingeführt und erläutert werden wird. Die obigen 
Betrachtungen lassen sich dann in folgenden Satz zusammenfasaen ; 

Das System ^ hört nicht auf, alle Formen zu ent- 
halten, oder vielmehr alle nur denkbaren Covarian- 
ten und Invarianten mittelst numerischer Factoren 
linear aus seinen Formen zusammensetzen zu las- 
sen, wenn man die r" Ü eberschiebung il von /'mit 
einer Form TT durch einen ihrer Theile, ß,,, ersetzt. 
Aber andererseits kann man zh weitereu Ue b erschieb ungen jetzt 
sich dieser Form ß^ bedienen, statt der aus TT zu bildenden Ueber- 
schiebung ß. Denn da ß^ sich von ß nur durch frühere Formen 
des Systems Ä unterscheidet, so kann auch die üeberschiebung von 
ßß mit f von der üeberschiebung von ß mit /' nur um frühere For- 
men des Systems Ä verschieden sein. 

Man erhält also alle Invarianten und Co Varianten von /" 
(worunter ich die Formen verstehe, aus denen alle möglichen sich 
mittelst numerischer Factoren linear zusammensetzen lassen), wenn 
man bei der Aufstellung der Tafelt die Operation des v'^" 
Ueberschiebens von f mit TT überall ersetzt durch die Ope- 
ration, dass aus der v'™ Polare von TT irgend ein Glied ge- 
nommen wird', in diesem y^, y^ durch a.^, — a, ersetzt wer- 
den und mit o«""" multiplicirt wird.* 

* Beispiel: Es soll f—a^ über die Covariante zweiten Grades 

Bwetmal gescliobeii werden. Man. bildet die Polare: 

^(.S)'.,"->S,— (".», + »,«,)■ 
Da die Symbole a, h vertaosclibar sind, so kann man Merfür setzen; 

CS)'.,— V-'V 

Bildet man nun wieder die Polare hiervon, also die zweite Polare der Co- 
variajite, so hat man: 

^ji^ («6)' |(«-2) „•-> b,—' ; t, + (»-3) ..— ' b,-' VI. 
Man erhält die gesuchte Bildung, wenn man hierin i;,, y^ durch c^, — ci ersetzt 
und mit c^~'^ multiplicirt, also: 

^^ {abf ! {«-2) aj- ^ 6,;--^ (oc) (&c) c^-'' +{n~-d) «/"'^ b^'-' {bcfc «-•'), 
eine Form, welche aus den beiden Formen 

{abfibcfa^-H^^-U;-^ 
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Man erkennt hieraus, wie wandelbar das Formensystem A ist, 
und wie mannigfaclie Veränderungen in demselben vorgenommen wer- 
den können , ohne dass weder die Vollständigkeit Abbruch , noch, 
eigentlich die Reihenfolge der Formen eine Veränderung erleidet. 

Die Vortheile, welche die Ersetzung des lieber Schiebens durch 
die eben geschilderte Operation hat, sind mannigfaltig. Zunächst 
sieht man, dasa es bei der neuen Form der Operation möglich ist, 
die ganze Tafel aus Formen zusammenzusetzen, welche in den Sym- 
bolen von f einfache symbolische Producte, nicht aber Summen Ton 
solchen sind. In der That hat man, um von den Formen (m— 1)*™ 
Grades zu denen des m'™ Grades überzugehen, nur in jeder Form 
{«»—1)'™ Grades beziehungsweise in 1, 2... der linearen symbolischen 
Factoren x^, a:^ durch a^, ~-a^ zu ersetzen und mit ß^;""', ax"~^... 
zu multipHciren. 

Stellt ea sich hierbei heraus, dass man auf irgend ein symhoH- 
sehes Produet kommt, welches entweder identisch Null oder aus frü- 
heren Formen der Tafel linear zusammensetzbar ist, so kann man das- 
selbe ganz übergehen; denn Alles, was aus ihm entstehen könnte, 
wäre immer aus Formen zusammensetzbar, welche der jedesmal behan- 
delten Bildung in dem ursprünglichen oder dem modificirten Systeme 
Ä vorangehen. 

Man kann sich von diesem Standpunkte aus eine Vorstellung 
bilden über die Lösung des wichtigsten Problems, welches diese Theorie 
zu lösen hat, nämlich der Aufstellung eines vollständigen Sy- 
•items von Invarianten und Covarianten einer Form; d. h. 
euiLS Systems solcher Covarianten und Invarianten, als deren ganze 



ziB um engeietzt ist Die letzte Form filllt fort, wenn, W'<4, und die Untersuchung 
der Bildung n lg hir diesen Fall damit at^esdiloasen Bein. Ist dagegen w^4, ao 
ka 11 1 la 1 dei ersten mit Anwendimg der Identität § 15. II. auch die CJestalfc gehen : 

i («i)' <-• 6.—' ','-' !(««)' K' + !/"?'".'- ("»)' «.') . 
1p U li ersten beiden Theile identiscli sind: 

(«»)' (Sc)' <•;- ' >;-' c,"-'- j (ai)' .,— • b--'. f, 

ao d-x lie g sichte Ueberschiebung auch die Torm annimmt; 

(rfj'M'a.-H.— c.-'^jl^C!.)'..-'»,"-'-/-- 
Diese Bildung besteht aus dem Producte der früheren Formen 
f, (a&)*a/-H;-*, 
und aus dem Theile 

welcher aus dem Gliede 

der zweiten Polare entstellt, indem man y,, y^ durch Cj, — Ci oi-setat und mit 
c^ multiplicirt. 
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rationale Function mit numerischen Coefficienten eine jede Invariante 
oder CoYariaiite von f sich darstellt. Es giebt, wie sich zeigen wird, 
immer ein endliches System , welches dieser Bedingung genügt; dasselbe 
ist nicht völlig fest, insofern Formen gleichen Grades und gleicher Ord- 
nung dabei verschiedenartig combinirt werden, und höhere Formen 
durch Hinzufügung von Potenzen und Pcodueten niederer modificirt wer- 
den können. Doch genügt es offenbar in jedem Falle, wenn man ein 
vollständiges System aufgestellt hat. Solche Systeme sind ganz ver- 
schiedenen Charakters für Formen verschiedener Ordnungen, und die 
Bildung derselben erfordert jedesmal besondere Betrachtungen. Aber 
um den Beweis zu liefern, dass ein solches System, wenn es gegeben 
vorliegt, wirklich alle Bildungen umfasst, welche zu berilckaichtigen 
sind, bedürfen wir jedesmal nur der oben entwielfeiten allgemeinen 
Sätze. Sei 

A^, Ä^, ... Ar, B^, B^,...Bv 
das fragliche System von Covarianten und Invarianten, \yobei die A 
Covarianten, die Ü Invarianten bedeuten sollen. Jedenfalls enthalten 
diese Formen die Form f selbst, und da dieses die einzige Form 
ersten Grades in den Coefflcienten ist, welche man überhaupt bilden 
kann, so enthält das System der At und Bi in der That alle Formen 
ersten Grades. Nehmen wir nun an, dass für alle Formen bis zum 
(wi — 1)**" Grade inclusive die Formen J.,-, Bi das vollständige System 
in der That bilden, und beweisen wir, dass dieses dann auch noch 
für die Formen m'™ Grades in den Coefflcienten gilt, so ist die Voll- 
ständigkeit des Systems der A,, Bi allgemein nachgewiesen. 

Man hat also nur zu zeigen, dass die Ueb er Schiebungen von f 
über Producte (m — l)'"" Grades von der Form 

n = A^"' Ä^"' . . . A^^v 
(denn so nur entstehen nach dem Obigen Formen «i'™ Grades) wie- 
der ausschliesslich auf Formen führen, weiche durch Aggregate von 
Producten der Ai und Bt ausdrückbar sind. Dabei feann man aber 
wieder die Operation des Ueberschiebens durch die oben entwickelte 
Modifieation ersetzen, nach welcher man nur in A<w symbolisohen 
linearen Factoren von TT die x durch a^, — a^ ersetzt und mit a^"-^ 
multiphcirt. Indem man die hierzu auszuwählenden symbolischen Fac- 
toren auf einige der in TT auftretenden Covarianten zusammendrängt, 
sieht man, dass es sieh nur noch um eine beschränkte Anzahl von 
Bildungen handelt, welche zu untersuchen sind und welche als aus 
Producten der A, B zusammensetzbar nachgewiesen werden müssen; 
eine endliche Anzahl, welche durch geschickte Anordnung möglichst 
zu verkleinem ist. 

Auf diese Weise wird der betreffende Beweis unten bei deu For- 
men dritter ujid vierter Ordnung geführt werden. 
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§ S3. Die binären l'ormen zweiter Ordming.' 

Die vorstehend entwickelten Gfesichts punkte genügen, um voll- 
ständig die Formen zweiten, dritten und vierten Grades zu belian- 
deln, welche durch ihren Zusammenhang mit der Auflösung der Gleich- 
ungen zweiten, dritten und vierten Grades ein besonderes Interesse 
haben. Indem ich zu der Behandlung dieser Formen jetzt übergehe, 
wird sich zugleich die Auflösung dieser Gleichung ihrer wahren Natur 
nach herausstellen; zugleich aber werden die für die Begrenzung der 
entstehenden endliclien Anzahl von Covarianten und Invarianten zu 
führenden Beweise die oben entwickelten Principien erläutern. 

Was die quadratischen Formen betriift, welche durch die sym- 
bolischen Auadriicl;e 

f=aj = hj... 

deflnirt sind, so ist schon wiederholt von der Invariante 

D=(,.S)» 
die Eede gewesen, welche durch die zweite lieber Schiebung von / 
über sich selbst entsteht. Der pag. 41. gegebene Satz, dassjedes einen 
Factor («ö)^"*-^ enthaltende symbolische Product auch so dargestellt 
werden kann, dass es {ah'f'" enthält, lehrt nun sofort, dass jede Oo- 
variante oder Invariante TT von f, welche Überhaupt symbolische De- 
terminantenfactoren ergiebt, immer D als Factor enthält. Jede solche 
Form TT zerföllt also in das Product von D mit einer in den Coef- 
ficienten niederen Form, und man sieht also, dass jede Form TT aus 
einer Potenz von D bestehen muss, multiplicirt mit einer Form, welche 
keine symbolischen Determinantenfactoren mehr enthält, also eine Po- 
tenz von f ist. 

Und so hat man den Satz: 

Eine quadratische Form besitzt keine Oova- 
riante und nur eine Invariante, nämlich D. 

Diese Invariante ist selbstverständlich zugleich die Discriminante, 
was auch mit ihrem Grade in den Coefiicienten übereinstimmt und 
ausserdem in § 29. bereits gefunden wurde. 

Die allgemeinste Form der Auflösung einer quadratischen Gleich- 
ung /'=0, d.h. die Aufsuchung ihrer bnearen Factoren in symmetri- 

* Die hier folgenden Aiiflßsimgen cier Gleichungen aweiten, dritten und viei 
ten Grades gab Herr Gajlej im Wesentlichen schon im ^fh memoir upon Qnan 
tics, Phß. Trans, vol. 148. Die Untei-Euchang des Formen Zusammenhangs ine 
besondere die Anwendung des Prooesees B bei den cubischen und biquadraüschen 
Formen, entstand ans Uebertragung einer von Herrn Aronhold im "'S Bande des 
Borchardt'scbon JournsLlü bezflglicb der temSreii cubischen Fonneii gegiA cnen lle 
tboclc. 



y Google 



Il2 "Vierter Absclinitt. Theorie (ler Tonnen 

scher Gestalt, knüpft an die symbolische Darstellung von I) umiiittel- 
bar au. Quadrii'oii wir die Identität 

axhy — h^dy ^(ab) (xy), 
uni.1 lassen wir a und 6 dann Symbole von f bedeuten, ao erlialtcu wir : 
(1) D . {xyf^aj .by^ — 2a:ca,j. h^l),j-^ay^ . b^?. 

Rechts ist der erste Terni mit dem dritten iiJentiech; aj oder bj 
ist die Form f selbst, a^^ oder hj' dieselbe Form mit. willkürlichen, 
etwa constaut zu denkenden Argumenten y geschrieben, was durch 
f^ bezeichnet werden mag; endlich ist 

das Quadrat des in den x linearen Ausdrucks ij)~a^a,j. Man erhält 
daher aus (]): 

9"-''+ 9- (■«!/)' 

'-— ^- 

Die rechte Seite ist hier ohne Weiteres in Factoren zerfüUbar , und 
man hat also: 

h 
Die Auflösung der Gleichung /'=0 bestellt darin, dass num einen 
ihrer lineai-en Factoren gleich Null setzt, also entweder 

'" , w/T^ 

9-{xy)y -g- =='^' 

und das Verhältniss der x daraus bestimmt. 

Ist 

/"= a^^x^ + '^ia^x^x.^ ■\- (.k^X.^, 
so ist 

Die Auflösung der Gleichung f~ findet man also aus der linea- 
ren Gleichung: 

aus welcher folgt: 

^ ^ _ ci ji^ + a.^y^ + y^ /V— «utCa , 
^'% a^yi + »1 i/3 + y^ Va;^-a^a^ 
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Die Glossen y 1 il en r che 1 ar Eu fluss auf den Wertli diesos 
Ausdrucks d 1 enen nai daz gewissermaß sen alle Fonnen gleich- 
zeitig darzustellen welche 1 Äuflosui g a zui ehme vermag; jede 
besondere Fo n le selben e 1 It i indem man len y speeielle 
Werthe be legt AI unte d ese Fi en &t Le ne welche vor der 
andern besondere Vorz ge 1 at 

Die geometrische Betrachtung, durch welche diese Auflösung der 
quadratischen Gleichungen interpretirfc werden tann, ist folgende. Die 
vier Elemente 

(xy):=0 (der Punkt y), 



0, 



H^v)j/-§ = 

von denen die beiden letzten die Factoren von f geben, bilden ein 
harmonisches System. Indem man also ein beliebiges Element y an- 
nimmt und zu ihm und denen, für welche /'Verschwindet, das vierte 
harmonische sucht, erhält man das Element q) = 0. Legt man diese 
beiden zu Grunde, indem man etwa 

setzt, so gehören die Elemente, für welche /'verschwindet, einer In- 
volution an, welche | = und ij=0 zu Doppelelemeuten hat (§25.). 
Diesem Umstand entspricht es, dass die Gleichung q5 = in die reine 
quadratische 

übergeht, und indem man 



^±//-f 



daraus findet, erhält man das besondere Elementenpaar der Involution, 
für welche das Verschwinden von /' eintritt. 

Bei positivem Werthe der Discriminante sind die Wurzeln ciuei- 
quadratischen Gleichung mit reellen Coefficienten conjugirt imaginär, 
bei negativem reell. 

Die binären Formen zweiter Ordnung enthalten nur einen spe- 
ciellen Fall, den nämlich, in welchem die Discriminante verschwindet 
und f ein volles Quadrat wird. Für die Auflösung tritt dann an SttiUe 
von f=0 die lineare Gleichung 9 = 0, deren linke Seite mit /'in 
diesem Falle durch die Gleichung 
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§ S4. Co Variante II niid IiiTariiiiitcn der (Mibisthcn Formen. 

Eine cubische Form f besitzt nach § 30. zunächst eine Fonn 
zweiten Grades in den Coefficienten, welche zugleich von der zweiten 
Ordnung ist, die Form 

(1) A = (a&)äa^6^. 

Bedenkt man, dass aus jeder einer Form (w— 1)*°* Ordnung zu- 
gehörigen Covaxiante oder Invariante offenbar eine einer Form n'-" 
Ordnung zugehörige Covariaute entsteht, indem man jedem Symbol 
entsprechend einen linearen Factor hinzutiigt, so erkennt man, daaa 
A sich aus der Invariante D der quadratischen Formen unmittelbar 
ableitet, indem man nur die Factoren a^, h^ derselben hinzusetzt.* 

Bezeichnen wir symbolisch die quadratische Form A durch A.^^ 
oder A'.r^j so hat die dieser zugehörige Invariante, welche zugleich 
Invariante von f ist, zunächst in den Symbolen A die Form 
. (2) i;=(AA7.*'^ 

Es ist nach § 29. die Discriminante von f. 

Wollen wir in dieselbe die Symbole von f einführen, so könneii 
wir zunächst A' herausschaffen, indem wir davon ausgehen, dass It 
aus A'J entsteht, indem man x^ durch A^, x^ durch — A^ ersetzt. 
Nimmt man nämlich für A'i^ seinen Ausdruck in den Symbolen von /': 

so findet mau 

(3) B = (»6)'(«A)((,A). 

Will man auch die Symbole A beseitigen, so Itann man sich die 
letzte Form von It entstanden denken, indem man in A.^ A,, für 

X,, x^ die Symbole n-^, —a^, für J/,, y.^ die Symbole ft,, — Z»^ setzt 

und dann mit {nhf multiplicirt. Sehreibt man nun mit Anwendung 
neuer Symbole: 

so ist, indem man nach den x differenzirt, mit den y entsprechend 
multiplicirt und die halbe Summe der Producte nimmt: 
A.v Ay ^=.\{cdf {cxdg + dxCy), 

* Ist f::=/laX\^-{■aft|X,''Xs + ?.aiX^Xs^ + asXi^, 

= 2 «1 «j - X, Xs 

I Oj «3 iS|' I 

= 2 (doOs — B|^«r'+ 2 {a„as~ a,ai) x,Xi + i (ti,a^ — «3^) X3^. 
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waa übrigens, da die beiden Tlieile der rechten Seite durch die lui- 
weseiitliche Vcrtauscliuiig vou c mit d in einander übergeJieti, und 
also in Wirlilichbeit gieicli sind, darch 

(4) A.^-A|, = {cdfcrd,J 

ersetzt werden kann. Man hat also, wenn man nun die oben au- 
gedeuteten Operationen ausführt, endlich H in don ursäifiinglinhen 
Symbolen ausgedrückt mittelst der Formel: 

(5) E^{ahf{cd)^(ac){hd). 

Für die Berechnung von B hat die Foimel (2) den Yoi-zng diss 
man R aus den schon berechneten Goefheienten von A emiich zu 
sammensetzt; aber auch für die theoietische Betrachtunsf ist dei Aus 
druck (2), welcher sich ans Symbolen einfacher zusammensetzt, ivifh 
tiger als (3) und (5). Nicht auf die Endausdrucke durch die Coef 
ficienten der ursprünglichen Form kommt es wesentlich an, sondern 
auf die einfachen und charakteristischen Zusammenhange dei vei^chic 
denen Bildungen unter einander. 

Da A nur eine Invariante liefert, so können neue Formen zu- 
nüchst nur durch üeberschiebung von A und f hervorgehen. Es giebt 
solcher ü eher Schiebungen zwei. Die erste ist die neue Form 

(6) e = (cA)c.»A,.' 

Man drückt sie durch Symbol« von f allein aus, indem niim wie- 
der von der Formel (4), jetzt in der Gestalt A.^^y = {nbf axl),,, aus- 
geht. Setzt mau in dieser 2/1 — — c^, y^ — c^ und multiplicirt mit (rA), 
so geht Aj-Aj in Q über; man hat also 

(7) Q={al>y{cb)cja^. 

Die zweite Üeberschiebung von /' mit A verschwindet identisch 
und giebt dadurch eine charakteristische Eigenschaft von A an. Mau 
hat nämlich nach (1) 

nun ändert aber das Product {ab) {ac) (hc) nur sein Zeichen, wenn 
man c mit a oder b vertauscht; es ist daher auch: 

(cAf c,,=.^(ab) {ac) [bc) \{ab) c, - (eß) a^-{ar:) h^\. 
Da nun nach § 15. I. der eingeklammerte Ausdruck identiacli v(;r- 
schwindet, so hat man den zu beweisenden Satz: 

Die zweite Üeberschiebung von A mit f ver- 
schwindet identisch. 

* AaBgeführt; 

— S (ou Oa «3 — 2 0| ' aj -I- o, ßa') «1 Xj= — (ajOa" — 3 0, «a «ä -H 2 Hjä) 0:2'. 
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Da ferner jeder symbolische Ausdruck, welcher den syrabolisdion 
Factor (cA)^ enthält, durch üeberschiehuiiy der linearen Covariaiite 
{cA)^Cr mit anderen Formen entsteht, so verschwindet auch ein solcher 
Ausdruck immer, und es gilt der Satz : 

Jeder den symbolischen Factor (cAy enthaltende 
Ausdruck versehwindet identisch. 
Es wird sich zeigen, dass mit A, R, Q der Kreis von Bildungen 
überhaupt abgeschlossen ist. 

i 35. Die Coviiriante Q. 

Eine wichtige Eigenschaft der Form Q tritt hervor, wenn man 
ihre erste Polare bildet. Es ist das Symhol Q^ durch die B'ormel 
definirt : 

daher hat man 

3 Q/ Q.j= (c A) j c/ Aj + 2 c.. c„ A^ t 

^.{cA)\Zc^^Ay + 2c^{CgA^-e^Ay)\. 
Üa nun c^ A^ — c.^. A^= (cA) (a;j/) [§ 15. (VII)], so enthä,lt der 
zweite TheJl rechts (c A)^ als symbolischen Factor und verschwindet 
demnach identisch. Es ist also die erste Polare von Q in der ein- 
fachen symbolischen Form darstellbar: 

(1) QJQy={cA)c/A,. 

Aus dieser Formel iliessen die Auadrüeke der Uebcrschiebungen 
von Q mit f. Die erste ist 

{a Q) aj QJ == (c A) (a A) cj a/, oder nach § 15. (II) : 
^ic^a^l {eAf a^^ + (« A)^ cj - (acf A^^ \ 
oder endlich, da die ersten beiden Theile rechts identisch ver- 
schwinden : 

(2) (ug)aJQJ = -iA-'. 

Ferner ist, indem man in (i) a> mit y vertauscht, und ß^, — «j 
für pj^, y^ setat, die zweite Ueberschiebung : 

{aQya.Q:, = icA){acya^A.^. 

Aber nach §34. (4) wird {acfa^{cA) aus A'^A'j, erhalten, 
■wenn man y^ durch A^, y^ durch — A^ ersetzt. Daher ist: 

(3) (ß Qy a^ Q^ = (A' A) A^ A'^ = 0, 

identisch gleich Null, weil es durch die nichtssagende Vertauschung 
von A mit A' das Zeichen ändert. 

Endlich wird die dritte Ueberschiebung: 

(4) (0«)>=(»A)(oc)>(»A) = 2e. [834.(3)1 
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Diese Gleichung, zusamnieii mit (3) giebt den Satz; 

Jede Form, welche den syrabolisclieu Factor 

{aQY hat, besitzt den wirklichen Factor M. 

Denn nach § 31. Satz 6. entsteht jeder solcher Aiisdnick durch 

TJeberschiebung anderer Formen über solche, welche den symbolischen 

Factor {« QY und kein anderes Symbol enthalten, also über {a QY a^ Qa: 

und {aQY; von diesen aber verschwindet die erste, die aweite giebt E. 

Ich bemerke, dasa die Formel (2) als Folge eines allgemeinen 

Princips erscheint, wenn man den Satz beweist: 

Die Functionaldeterminante (erste Ueberschie- 
bung) einer Function mit der Functionaldeter- 
minante zweier anderen ist, wenn alle Formen von 
höherer als der ersten Ordnung sind, immer eine 
Snmme von Producten niederer Formen. 
Seien, nm dies zu beweisen, drei Formen von höherer als der 
ersten Ordnung gegeben: 

Die erste üeb er Schiebung der beiden ersten ist 

Daher die erste Polare von Q 

%•+'-' «,- sh?.?^ ' <"' " '^ '''""'''• *'■"' 

lind also dio erste Ueberseliiebung von Q mit %, welches die gesuchte 
Form ist: 

+ (l!-l) (tu) CJJ,— ' fc— ' 1,'-' I . 

Nun ist nach § 15. (IJ) 

C* v) (* ») y. i. = 1 1 (* vf vf + (* if f." -(fff *«' I ! 

daher, wenn man dies einführt: 

wo <l>, V, X die folgenden zweiten Ueherschiehuagon bedeuten: 

(6) '^V'd'ffU-' v.-^' 

X;=.(9) «>,—'*.—'. 
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Di^ ist die im Satze erwähnte Darstellung. In unserem Falle 
ist f für <p, A für ^, also Q für Q, endlieh wieder f für % zu setzen, 
und «s = 3, n = 2, p = 3. Es ergießt sieh femer <]> = 0, X = 0, 
V^A, und damit die Formel (2). 

Eine zweite Eigenschaft der Form Q besteht darin, dass ihr 
Quadrat sich durch Ä, f, It ausdrücken liisst. Da 

Q^' = {a A) {& A') «^^ V A^ A'.- . 
Setzen wir hier zunächst für (ÖA") ß^^ den Ausdruck [§ 15. (1)!: 

80 aert^UIt Q^ schon in das Aggregat zweier Producte: 

Q^ =^ (« A) (a A') A. A'^ ß. . f~ {ah) (öA) «^ hj A^ . A. 
Es ist femer nach § 15. (II): 

(a A) {a A') Ä^ A'^ = ^ | (a Af A'J + {aAy AJ' - ( A A')^ aj j , 
wo das von den ersten beiden Gliedern roelita herrührende Avieder 
identisch verschwindet, und daher 

(aA) (aA') A. A'^ a., = -^Ii.f. 
Endlich, wenn man in 

{ab){aA)a.,K^A^ 
a mit b vertauscht und die halbe Summe beider Ausdrücke setzt, 
hat man: 

(ah) {aA) a.^ V A. = ^ {ah) a^ 6, A^ \{aA) h^~{bA) a^\ 
= |(a by ax Öj: . Aj,^ = |- A^, 
Die Fornicl für Q- wird also 

eine Formel, auf welcher, wie man sehen wird, die Auflösung der 
cubischen Gleichungen beruht, und welche das Quadrat der einzigen 
Form ungeraden Charakters (§ 16.) durch die Formen geraden 
Charakters ausdrückt. 

Auch diese Eigenschaft von ^kann auf eine allgemeine 
Eigenschaft des Quadrats einer Functionaldeterniinante 
zurückgeführt werden. Behalten wir die oben gebrauchten Be- 
zeichnungen bei, so ist das Quadrat der Functionaldeterminante Q von 
(p und ip: 

Q2 = (,p ^) qs^,-" - 1 1^^«- ' . (g>>') 9,^'« - 1 ^,,'« - ' . 

Ersetzt man {(p' ifr') Tp^ durch seinen Werth nach § 15. (I): 
{<p' ip') ^.r = (9' i/f) ^'j, + (1/; li/) 9?'a I so zerfällt Q^ in die Summe 
zweier Producte: 
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^^ = A.i> + B.q), 
WO 

A={ipi!j(tp'll!) ipx""~^ <pJ"'~''tl'J'~' 

Man transformii-t ferner A. durcli die Identität g 15. (11), Uiicli 
welcher : 

und erhält, indem zwei Glieder als gleichbedentend eich zusaiuruen- 
ziehen [vgh (6)]: 

Ä^X.tp-^M'V, wo 

(8) M = (ip fpy •p^'"-'' (pJ-'-'K 

Dagegen vertaaseht man in B ij: mit ^' und ersetzt dann B durch 
die halbe Summe des ursprünglichen Ausdrucks und des neuen; es 
ist dann: 

= -i ii't'f t^"'' ^-'""^ • 91 = - 2 N 9, 
wenn 

(9) N = (ipil^y ^^"-■' t^'"''^ 
gesetzt wird. 

Man hat also endlich 

(10) «ä = - i (M K-ä - 2 X ¥" «/' + N 9)^) , 

eine Formel, durch welche das Quadrat der Fuuctionaldeteriniiiiintc 
auf die zweiten U eh er Schiebungen M, X, N zurückgeführt wird. 

Ganz ebenso erhält man für dae Product zweier Functionaldeter- 
minanten die Formel 

(11) ^Q' = -'-l\tAi'^-Pil>x-'^9^ + ^'PXh 
wo 

und wo M, P, Z, N die folgenden zweiten Ueberschiebungeu be- 
deuten : 

P = {qi^f (p^-"-'' »J-'^ 
'^=i}l>ifi'.-c"~''- l^^~'' 



113) 



§ 86. Wie xiisamnienge setzte runetioii v. f -^l Q. 

Aus der Form f können wir, da die Covariante Q ebenfallü von 
der dritten Ordnung ist, eine Schaar von Formen dritter Ordnung, 
xf+lQ bilden. Die gemeinschaftliehen Eigenschaften dieser Schaar, 
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welclie mit der Auflösung der cubi sehen Glfeicliungeu iu genauem 
Ziiaanimeiiliiiiige stehen, sollen jetzt untersucht werden. Es handelt 
sich darum, A, Q, B, für diese zusanimengesetate Function zu biklen, 
Ausdrücke, welche durch 

Axi, Q^i, B-^i 

bezeichnet werden sollen. Es wird sich zeigen, dass diese Formen 
sich aus den uns bereits bekannten zusammensetzen. 

Bezeichnen wir durch ß„, a^, a^, a^ die Goeffieienten von /", durch 
"uj "ii *^ai "sj "^^^ "^^ Q- ^^^ Formen A„i, Q^l, Jfnl entstehen aus 
A, Q, B, indem man darin die Grössen «; durch die Grossen 
Küi-^ltti ersetzt. Daher ist Am von der zweiten, Q^i von der drit- 
ten, B^i. von der vierten Ordnung iv. k, l. Setzt man 

A«i:=%«A + 3cAAj + AäA, 

iJ«^= X* b + k^xr^-^-k' ;.ä n., + « ;i3 E3 + A* b.^, 

wo die ersten Coefficienten (fllr x = 1 , A = 0) offenbar wieder die 
ursprünglichen Bildungen sind, so werden insbesondere die zweiten 
Coefficienten durch die Formeln (vgl. § 3.) 

gegeben. Bezeichnen wir nun durch d (p die Anwendung der Opera- 



ÄA, SQ, SB sind, und dass allgemein 

Es sollen zuerst die Ausdrücke ÖA, §Q, SB untersiicht werden, 
Bemerken wir zu diesem Zwecke Folgendes. Wenn wir auf einen 
in symbolischer Form gegebenen Ausdruck die Operation S anwen- 
den, so müssen wir den Ausdruck uns in seine wirkliche Form 
gebracht denken und dann die Operation ausführen. Die Differen- 
tiation nach den a aber können wir uns zusaramengesetat denken 
aas der Differentiation nach den verschiedenen Reihen von a, die aus 
den verschiedenen Symbolreihen entspringen. Das Gesammtresultat 
ist die Summe der Ausdrücke, welche die Anwendung der Operation 
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auf die einzelnen Reihen liefert. Da nun jede Reihe linear auftritt, 
so haben wir, um die einzelnen Ausdrücke zu erhalten, nur eine 
solche Reihe durch die a, d, h, die entsprechenden Symbole durch 
die Symbole von Q zu ersetzen. Es gilt also folgende Regel: 

Das Resultat der Anwendung der Operation S 

auf einen symbolisch gegebenen Aiiadruck 9 ist die 

Summe der Ausdrücke, welche man erhült, wenn 

man immer ftlr eines der ursprünglichen Symbole 

ein Symbol von () setzt. 

Symmetrisch auftretende Symbole liefern dabei genau dasselbe, 

die Summe der von ihnen herrührenden Tenne kann daher sofort 

durch ein Vielfaches eines derselben ersetzt werden. 

Der Ausdruck öf ist Q selbst. Dagegen findet man nach der 
obigen Regel 

(1) *A = 2(a«}^«.&-0 

[siehe § 35. (3)]. Die Coefficienten von A also geben, der Operation 8 
unterworfen, stets Null; daher kann man auch die Symbole von A, 
wo sie in einer der Operation S unterworfenen Form auftreten, un- 
berücksichtigt lassen. So ist denn ohne Weiteres 

(2) i5ii = i5(AA')=a 

Ferner wird 

ö(^ = tf[(ßA)«,^A,J 

Dies ist die erste ü eher Schiebung von Q mit A. Setzt man also 
in den Formeln (5), (6) des vorigen Paragraphen 

rf> = f, )/7 = A, X = ^, «8^3, n = 2, 
so ist nach den beiden vorigen Paragraphen 

Ö = (?, <^ = R, V = 0, X = 0, 
daher : 

(3) SQ = -\Mf. 

Die Functionen f und Q treten also vermöge der Operation S in 
die Wechselbeziehung, dass öfwxiQ, SQ wieder auf / führt. 

Nachdem wir nun die Wirkung der Operation S auf alle Formen 
bestimmt haben, finden wir die Formen der zusammengesetzten 
Function x /"+ 1 Q durch ein einfaches Verfahren. Sei tp irgend eine 
Covariante oder Invariante, ^ sein Grad in den Coefficienten von f, 
endlich S^ eine bekannte Form, wie wir es nach dem Vorhergehenden 
für jede ganze Function von f, A, Q, li annehmen dürfen. Schrei- 
ben wir: 
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(4) (pyiX = (p . x'^ + <p^ . y.f-1 A + q^ij, . x"-'' X^ ... , 

so sind die ersten beiden Coefficieiiteii rechts, <p und q>^ = Sq), be- 
kannt, die übriccen findet man durch ein reeurrentes Verfaliren. 

Unterwerfen wir nämlich die identische Gleichung (4) der Opera- 
tion d, so erhalten wir: 

(5) dcp^x = flip .-x" + d(p^.'>tu-' A-l-c)>^. -/:«-* A^.. . 

Aber (pni ist eine Function der Grössen Kai-J-^Ki; daher hat man 



^^^ ^ cixai+ Xr^ 



(zdcH + lda,). 



Da nun durch die Operation d die Formen /', Q in Q, — -r / 
übergehen, so hat man 

uud die obige Formel geht also in folgende über: 

^ __ y ('<p,il _i:^'V- -^?«i 

''''■"■'''' ^ 8 {^ai + lai)' 2 ^g"(K«,.+ A«0 
oder es wird: 

All Stelle der Formel (5) kann man daher jetzt folgende setzen : 

_^C^.p«''-'+(^-l).p,«."-U + (p-2) ,.,»>->*> + ...) 

welche sich iu das nachstehende System von Formeln auflöst, indem 
man die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x imd A auf beiden 
Seiten vergleicht: 

(7) „ .• , C«-1)B 



Aus diesen Fonneln kann man tp.^, fpi--- successive berechnen. 
Wenden wir die Formeln (7) auf die Berechnung von A^i an. 
Daä System geht hier, da ^=2, Über in 
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•2A, = dA, + EA, 



(9) = ;f^ + -^-A^ 

Da die Coeffidenten von A„i sich von denen von A mir um den 
Factor unterscheiden, so tritt bei Ry_i, welclies dne Fnnctiün zwiü- 
ten Grades in jenen Coefficienten ist, das Quadrat von vor, und 
man liat also: 

(10) By.i=Q\E. 

Es bleibt übrig Q^i. ^^i beatimmtn Min \iii\n dies wieder dureli 
die Formeln (7) en-dchen, ibti ls iit kui^ei, sich tolgender Methode 
zu bedienen. Da Q die Copfticienten ^on Ä enthalt, so mnss auch 
QxX den bei A«! auftrütLuiteii Fietoi haben, es muss daher 



sein, und da nach (d) 



e,.=e.(»e-|i/} 



Die oben erwähnte Wechselbeaiehung z%vischen Q und f tritt hier 
noch deutlicher hervor, indem es sich zeigt, dass Q, für Q als Grund- 
form gebildet, wieder / giebt; denn setzt man x — 0, 1 = 1, so wird 

Man kann in der Formel für (^nj. audi den Kwoiten Factor rechts 
in einen Zusammenbang mit der Form 6 bringen, indem man der 
Formel die Gestalt giebt: 



(11) «■'"i'3-(«'^-/||j- 
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1- alle hier gefiiudeueii Foi'inelii ver' 

S = .> + |i» 



tritt die Wiclitiglteit der binären Form zweiter Ordnung 0{)*,A) her- 
vor, von welcher hier alles abhängt. Wir werden dieser Form bei 
der Auflösung der cubischen Gleichungen wieder begegnen. Bemerken 
wir nur, dass die Diacrirainante von gleich R, der Discriminaiite der 
cubischen Form ist, sowie ferner, dass die Gleichung §35. (7), die 
Relation zwischen Q, f, A, M, nun auch unter der Form dargestellt 
werden hann 

(13) A'_-2e(«,/-). 

Zur algebraischen Definition dev hier betrachteten zusammen- 
gesetzten Functionen xf+lQ füge ich noch den Satz hinzu: 

Die Form xf+lQ umfasat alle diejenigen For- 
men, und nur diese, für welche A bis auf einen con- 
stanten Factor eine gegebene quadratische Form ist. 
Dass alle Formen zf+lQ bis auf einen constanten Factor die- 
selbe Covariante A haben, zeigt die Formel (8). Dass umgekehrt nur 
Formen xf+lQ eine solche Covaiiante A ergeben, lehrt folgende 
Betrachtung. Sei 

Da die zweite Uebersehiebung von A sowohl mit / (§ 34.) als 
mit Q verschwindet, wie aus der Anwendung der Operation ö auf die 
Gleichung (cA'f c^^O hervorgeht, so hat man die Relationen: 

a^p^-2a^p^ + ayPa = 

Jede Form dritter Ordnung tp aber, welche bis auf eine Constanie 
dasselbe A liefern soll, muss, wenn m,^, ?»,, vi^, m.^ iln-e Coefficienten 
sind, die Gleichungen befriedigen: 

m„_P2 - 2m,p^ + m.jp^ = 

'"il'ä ~ ^^hPi + s'iiLPu = 0. 

Aus diesen Gleichungen im Vergleiche mit den ^^origeu folgt: 

I «ü ^'i "^a I I "i % "3 I 

«n ß. «^ =0, \ a, cu cc, \ = 0. 
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Nimmt man also, was, ^vc]m die Coefficienteu von A nicht siinirat- 
licli verschwinden, immer erlaubt ist, awei der Gleichungen 



an, so folgen die beiden anderen, und es ist also 

was zn beweisen war. Der Fall, wo A identisch verschwindet, ent- 
zieht sich selbstverständlich der Fassung des obigen Satzes. 



§ 37. Beweis, diiss Äas l'ormcnsy stein mit den roviiicn /, A, Q, M 

alt gesclilos seil ist. 

Aus den im Vorigen entwickelten Formeln zeigt sich, dass alle 
U eher Schiebungen von f, A, Q über sich selbst und über einander 
durch f, A, Q, R ausdriickbar sind; denn sie alle sind Glieder von 
Aki, Q^i, -KhI. Hierauf gestützt, werde ich jetzt beweisen, dass ausser 
R Überhaupt keine Invariante, ausser A, Q keine neuen Covarianten 
von f esistiren ; dass also jede nur denkbare Covariante oder Invariante 
TT von f eine ganze Function vou f, A, Q, R ist. 

Dieser Satz ist richtig für die Formen TT, welche in den Coef- 
ficienten von f vom ersten Grade sind. Denn diese enthalten in sym- 
bolischer Darstellung nur ein Sjmhol, können also von «^^ nicht ver- 
schieden sein, so dass / die einzige Form ersten Grades ist. 

Nehmen wir also an, der Satz sei für alle Formen TT bis zum 
(m— 1)'*" Grade einschliesslich bewiesen und zeigen wir, dass er dann 
auch für den )«'™ Grad gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 

Sei also die allgemeinste Form TT, welche in den Coofficienten 
von f vom (m— 1)"" Grade ist, aus Termeu von der Form 

(1) /"AßQYR'S 
zusammengesetzt, wo 

(2) a-^'2ß + Zr + 4:d = m-l. 

Die Formen ui*^" Grades entstehen, indem wir / ein-, zwei- oder 
dreimal über die Formen (m— 1)*^" Grades schieben. Da hierbei R 
unverändert bleibt, so geben diejenigen Producte (1), für welche S'^0, 
wieder Formen niederen Grades, flir welche der Satz schon besteht 
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5 = zu setaen. Auch feami man y = () oder y=l 
machen, da Q^ durch f, R, A ausdröckbar ist. 

Schieben wir / einmal über das Product (1), ao erhalten wir ganze 
Functionen von f multiplicirt mit ersten Ueberschiebungen von f über 
f, A, Q, also nichts Neues. 

Schieben wir f zweimal über (1) , indem wir den Process der Ueber- 
schiehung immer, wie in § 30., durch eine Differentiations-Operation 
ersetzen, so erhalten wir tbeils Glieder, in denen Producte äor f, A, Q 
mit zweiten Ueberschiebungen von f über f, A, Q multiplicirt sind, 
theila Terme der Form 



(3) 



(9ffl){iAa)9)^"-'i^^i'~>«^, 



in denen (p, i) irgend welche der Formen f, A, Q bedeuten. Die 
Terme erster Art führen auf niedere, also bekannte. Formen, die 
Terme letzter Art aber würden auf Neues führen können, wenn das 
Product (i) nur aus den Factoren (p, ip bestanden hatte, sind also 
in diesem Fall zu untersuchen; in allen anderen Fällen würde {'S) 
von niedererm Grade als (1) sein, mithin als durch f, A, Q, li aus- 
drückbar angesehen werden. 

Wenden wir aber auf (3) die Formel 

(4) (g> <*) (^ ß) Q)^,^^ =. i I (<p df i>J + {^ nf <p^^ - {<p ip}^ aj i 
an, so geht (3) in das Product von 

mit Formen niederen Grades über, zerlegt sich also in lauter Theile, 
welche als bekannt angesehen werden. 

Schieben wir f dreimal Über (1), so erhalten wir zum Theil Terme, 
welche aus Factoren f, A, (^ und aus dritten Ueberschiebungen von 
f mit f, A, Q, also aus Bekanntem, bestcheu; tbeils Terme, die ausser 
f, A, Q noch Ausdrücke der Form 

(5) (tp af [iy a) fj- -'^ijj^v-i 

(6) {<p a) it ffl) {% a) tp,^" - 1 i!j'- ' z^'' ~ ' , 

enthalten, wo wieder (p^ ^, % irgend welche der Formen f, A, Q sind. 
In dem Falle, wo qj-j/f das ganze Product (m — 1)*™ Grades bildete, ist (5) 
zu untersuchen; in dem Falle, wo (p.ip.x das Product (m—1)*™ Gra- 
des war, wird die Betrachtung von (6) nöthig. Aber (6) reducirt sich 
sofort mit Hilfe der Gleichung (4) auf ein Aggregat von Produeten 
niederer Formen, kann also nichts Neues geben. 

Der Ausdruck (5) bleibt übrig. Er verschwindet, wenn <p = A, 
wegen des symbolischen Factors (et A)^ (§34.); wenu (p=--f, geht er in 
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also in Bekanntes über; wenu endlicii rp=.Q, so ist der Ausdruck nach 
§ 35. das Product von R mit einer niederen, also bekannten Form. 

Hiermit ist der geforderte Beweis vollständig geliefert, und wir 
können den Satz ausapreelien : 

Die Form dritter Ordnung ergiebt keine Cova- 
rianten ausser A, Q, and keine Invarianten ausser M. 



% as. AiiflÖsiiiig' rtftr oubi8c)icn Oleioliiiiig'eii. 
Schreiben wir die Gleichung § 35. (7) in der Form 

80 haben wir links den Cnbua einer Form zweiten Grades, rechts das 
Product zweier cubischen Formen. Im Allgemeinen haben nun die 
letzteren keinen Factor gemein, wie jedes Zahlenbeispiel lehrt. Daher 
niuss jeder der cubischen Ausdrücke rechts an und für sich ein voll- 
ständiger Cubus sein, d. h, man muss zwei lineare Functionen %, ij 
so bestimmen können, dass 






Die Functionen |, ij sind hierdurch bis auf dritte Wm-zeln der 
Einheit völlig bestimmt. Wenn eine cubiscbe Form gegeben ist. von 
welcher man weiss, dass sie der Cubus einer linearen Function ist: 

so findet man die Coefficienten der linearen Function, indem man 
beiderseits die Coefiicienten einander gleich setzt; 



a^'' a^ = K^ 

Man erhält a^ durch die Cubikwurzel aus ß,,, dann a^ rational 
durch diese und k, ausgedrückt; die übrigen Gleichungen müssen dann 
von selbst erfüllt sein. 

Hat man die beiden linearen Functionen S, ?j aus (2) bestimmt, 
so folgt, indem man alles durch diese ausdrückt: 
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Bei der Darstellung von A ist eine Cubikwurzel zu ziehen, und 
daher könnte eine dritte Wurzel der Einheit rechts als Factor hinzu- 
gefögt werden; indessen kann man sie ersparen, indem' man die bei 
der Bestimmung von jj auftretende Cubikwurzel gehörig bestimmt 
denkt; die bei | auftretende ist dann immer noch beliebig, aber auf 
diese Darstellungen ohne Einfluss. 

Die Gleichungen (3) geben sofort die Lösung der cubischen Gleich- 
ung /"=0, sobald nur It von Null verschieden ist. Denn diese Gleicb- 
ung kann dann ersetzt werden durch die Gleichung 

o=///-f=«-i)ft— i)«-»'i), 

wo £ eine imaginäre Cubik'wurBel der Einheit bedeutet: 

^- 2 ' ^ ^ 2 ■ 

Die drei Wurzeln der cubischen Gleichung / = findet man aus 
den drei linearen Gleichungen 

i- ^ = 

und ^ ist durch diu folgende Identitüt iu seine drei Faetoreu zerlegt ; 






2 

Man sieht, dass die Auflösung der cubischen Gleichung sich we- 
sentlich auf die Aufsuchung der linearen Factoren der quadratischen 
Form A stützt oder auf die Zerlegung von A' in seine cubischen 
Factoren, d. h. auf die Auflösung der Gleichung 

«'+1 /■•-(), 
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weiche lieine andere ist als 

0(8,0 = 0. 

Die Form giebt also, gleich Null gesetzt, die quadratische Ee- 
solvente der culiischen Gleichung. 

Sind die Ooefficienten von /'reell und R negativ, so sind g, ri 
reell, also von den drei linenien Faetoren von f einer reell, die an- 
deren, wegen £ und s^, conjugirt und imaginär. Wenn dagegen li 
positiv ist, so werden ^ und i; selbst conjugirt imaginär, etwa 



und die linearen Faetoren von fj/ — ^ werden also die Faetoren von 

Ü' + 9 >'="!> - tP - S /^ = 2 »'^l 1 3y' 5~ S" i , 
also (abgesehen von dem Factor Y—l) gleich g, fY'A-\-<l, pY^ — l, 
mithin reell. Bei reellen Ooefficienten hat also die cubische 
Gleichung drei reelle Wurzeln bei positivem, nur eine bei 
negativem iJ. — 

Die Gleichungen (3) liefern zugleich die Lösung des ganzen Sy- 
stems von cubischen Gleichungen, welches in der Form 

enthalten ist. Denn aus (3) hat man 
(4) (»/'+;.«/I|„p(.+./:|)-,'(«-./I|); 

Wurzeln dieser allgemeineren Gleichung i 
chungen gefunden werden: 



so dass die Wurzeln dieser allgemeineren Gleichung aus den drei 
linearen Gleichungen gefunden werden: 



,+,/r|-.,/,-./:|^o 



IsfcJR von Null ver.schieden, so sind auch die Faetoren von A, 
also l, ■yj verschieden; mithin auch die Faetoren von f. 

Ist dagegen B = 0, so hat man | = jj, und A wird ein volles 
Quadrat, während nach (3) Q dem Cubua desselben linearen Ausdrucks 

proportional wird, so dass ^- diesen Ausdruck selbst, bis auf einen 

Constanten Factor, darstellt. 

Setzen wir in diesem Falle: 
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so dass A für 0^1 = li, ^^Sa doppelt verschwindet. Nun liefert das 
identische Verschwinden der zweiten Ueherachiehung von f mit A; 

i>o (<*ä^i + ^''^ä) ~2i>i (»1*1 + «a^s) +J>3 (Oo3'+tia?i) = 
die heiden Relationen: 

j^ußa — 2p|%+j(gCT„ = 

oder, indem man für die p ihre Werthe aus (5) 

einsetKt : 

= («,y + 2 o, ii g, + (i, !,■) s, = -i (^)^_ 

= (aj,' + 2 », 5, ?, + o, I,-) I, = i (^)^^j- 

Folglich hat in diesem Falle die Gleichung /'=0 einen Doppel- 
faetor, was mit der Natur von E als Discriminante übereinstimmt, 
und zwar ist dieser Doppelfaetor 

Dieser Factor, den man durch die Gleichung -r=^0 direct findet, 
' ° A ' 

ist zugleich Doppelfaetor von f und A, dreifacher Factor von Q. 

Den ungleichen Factor von f findet man, indem man f durch A 

dividirtj also die ungleiche Wurzel der cubischen Gleichung f^Q aus 

der linearen Gleichung 

Man bemerkt, dass die Wurzeln von /' hier durch blose Division, 
ohne Wurzelziehen, gefunden werden. 

Diese Betrachtung erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn A 
identisch, d.h. mit allen seinen Coefficienten verschwindet. Dann ist: 
a^a^-a^ =0 

«oßg — 0)03 = 

(f^ög— «j^ =0. 
Diese Gleichungen kann man durch die folgenden ersetzen: 
«^ : ß^ = ß^ : fflj = fl^ ; Mg, 
Es giebt also zwei solche Grossen |,, i^, dass 
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Man liat dann 

die gegebene Form ist also in diesem Falle ein yollsföiidigor (jubus, 
und das Verschwinden der Coefficienten von Äj, ist die Bedingung, 
unter welcher dies eintritt. Denn da in diesem Falle die symbolischen 
Coefficienten von f zugleich als wirkliche Grössen angesehen werden 
können, so ist in dem vorliegenden Falle auch immer 
A = (11)^1.^ = 0. 



§ 39. GeoHictvi solle Inlcrprdation der cnbisislieii l''oriii<-ii. 
Durch die Gleichung 

bestimmen sieh drei Elemente, welche ich ein Tripel non]ien will. 
Den verschiedenen Werthen von x, A entspricht eine euifach unend- 
liche Reihe von Tripeln, dergestalt, dasa jedes Element überhaupt 
nur einem Tripel angehören kann; denn soll xf+lQ für ein ge- 
wisses Element verschwinden, so bestimmt sich der Werth von --, 

also das betreffende Tripel, völlig aus der Gleichung xf-^- IQ^O, 
welches für die jenem Elemente zugehörige x bestehen musa. 

Sucht man diejenigen Tripel, bei denen zwei ihrer Elemente zu- 
sammenfallen, so rauss man y aus der Gleichung bestimmen: 

Nehmen wir an, ea versehwinde R nicht; dann tritt dieser li'all 
nur ein, sobald verschwindet, d.h. bei 

Stellen wir die Tripelschiiar nach § 38. (4) in | und tj (hr: 

(« + .//I|)..-(«-y=|),.=^o, 

so neigt sich, dass in diesen Fällen die Gleichung des Tripels in §■■= 
oder jj^ = übergeht, d.h. dass alle drei Elemente des Tripels v.n- 
sammenfallen. Man hat also den Satz: 

In der Tripelschaar kommen nur zwei Tripel 
vor, bei welchen Elemente zusammenfallen; es fal- 
len dann jedesmal alle drei zusammen, und zwar 
geschieht dieses beidenVerschwindungseleraenten 
von A. 
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Die Yerachwindungselem eilte von A sind durch | =: 0, jj - 
gegeben^ die eines Tripels durch 






Diese fünf Elemente bilden ein eigentliümlidies System, welches 
ich als cyclisch-projectiviach hezeichnen will.* unter diesem 
Namen verstehe ich ein System, welches, indem man gewisse zwei 
Elemente festhält, die übrigen aber cyclisch permutirt, stets Sy- 
steme erzeugt, welche dem ursprünglichen projectivisch sind. Halten 
wir die Elemente | = und »j=^0 fest, so bilden die Elementepaare, 
welche durch cyclisehe Vertauschung der Tripelelemente aus einander 
hervorgehen, 

1. g-ajj -0 i-ßfi) =0 

2. ^ — aetj =0 | — «f^^ = 

3. | — ß£^)/=^0 ^ — «1) =0 

in der That mit den beiden festen Elementen zusammen immer das- 
selbe Doppel Verhältnis a s. Die drei Punktreihen 

1. 1 = i — atj =0 l-asij =0 |-flfSi)=^0 7j = 
2.1 = |-o£7i=0 |-«5^5j = g-ß,j =0 13 = 
3.1 = ^-aa^i3 = l-atj^O g-«fij=0 ^ = 



* Allgemein verstehe ich unter cjeliBch-projectivi sehen Elementen n Elemeate 
E,, Bi...E,i, welche zu zwei anderen, A, B, so liegen, dass die Eeihen 
A, E„ Ef..E„, S 
A, E^, I!i...S,, S 
A, E„ E4...Ei, B 

projectivisch sind. Es müssen dann die Doppelverhältnisse 
A, E„ E^, B 
A, Es, El, B 



sämmtlich einjinder gleich werden. Bezeichnet man don gomoinsamen Wertb die- 
ser DoppelverhEitnisse durch er, durch p,, p2...])„ die Ahstandsvcrliältiiisse der 
Elemente Ei, .fij.-.-E» von A, B, so hat mau die Gleichungen 



laher, wenn man alle öleiahungen mnltiplicirt und durcli pi .p; . ..j)^ dividirt; 

Es muss daher « eine imagiiiSlre jtw WurÄcl aus 1 sein, und maii hat dann 

Die Gx"nppe der ojeliacli-projecti vischen Elemente entspricht ulso genau den 
i "Werthen, welclie die n*" Wurzel einer Zahl zulässt. 
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sind also einander pcojectivisch, und die Elemente einander zugeord- 
net, wie aie hier unter einander stehen. Ich drücke dies durch den 
Satz aus: 

Die Elemente eines Tripels bilden mit den Ver- 
schwindungselementen von A ein cyclisch-projec- 
tiviaehes System, 
Betrachten wir nun ein zweites Tripel, för welches an Stelle der 
oben durch a bezeichneten Grösse der Ausdruck 



-Y-l 



tritt. Die Elemente 

welche zwei verschiedenen Tripeln angehören, haben mit den Ver 

schwindungspuntten von A zusammen ein Doppel Verhältnis s — , Die 

ses Doppelverhältniss ändert sich nur um eine dritte Wur 
zel der Einheit, wenn man zu anderen Elementen dorsel 
ben Tripel übergeht; und zwar kann man sich bei beliebi 
ger Anordnung des ersten Tripels die Elemente des zwei' 
ten so geordnet denken, dass das Doppelverhältniss un 
geändert bleibt, wenn man die Elemente beider Tripe 
um gleichviel Stellen cyclisch versetzt. 

Man kann demnach sieh die Tripelsehaar in drei projecti- 
visehe Reihen aufgelöst denken, welche durch die Gleichungen 

i-an =0 
^-sa^ =0 

repräisentirfc werden und bei welchen entsprechende Elemente durch 
denselben Werth von a repräsentirt sind (vergl. § 25.). Diese projec- 
tivischen Reihen haben paarweise Doppolelemente gemein, und alle 
diese fallen in die Verschwindungselemente von A. 

(,3 

Je zwei Tripel sind durch die charakteristische Constaute —^ ver- 
bunden, welche immer dieselbe bleibt, welche Elemente der Tripel 
man auch mit | — 0, j) = zur Herstellung des Doppelverhältniss es 
verbinde. Ein besonders bemerkens werth er Werth dieser Constanfco 
ist —1, wo dann das Doppelverhältniss selbst — 1, —b oder — £^ ist, 
so dass in solchem Falle zwei Elemente der Tripel mit den Verschwin- 
dungspunkten von A theils harmonisch, theils äquianharm.onisoh lie- 
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gen {§ 21.). leli will diesen Fall kurz dadnrcli bezeichnen, dass ich 
sage, die Tripel Hegen haiinoiiisch. Um dies auszudrüclteii , setzt maii 





7C' -l 




"2 


Ist also 


das urspr 


iinglichü Tripel 




ist das zu 


gehörig!! 


harnionisclie ; 





Die linke Seite dieser tileichuug ist nichts anderes als Q^^^. Daher 
wird die Beaiehung zwischen den beiden Tripeln eine wechselsei- 
tige und man kann den Satz auaspreehen: 

Die Paare ^f+X (3 = 0, Q^X = Q liegen harmonisch 
und sind die einzigen Systeme harmonischer Tripel. 

Wenn li = 0, so fallen die Verschwind ungselemente von A zusam- 
men ; mit ihnen vereinigen sich auch sämmtliche Elemente des Tripels 
§ = (); die Beilie Kf-^i.Q = besteht nicht mehr aus einer Schaar 
von Tripeln, sondern aus einem festen Doppelelement und einer ein- 
fachen Punldreihe. Ist endlich A mit allen seinen Coefficienten iden- 
tisch NuUj so entsteht Oberhaupt keine Beihe mehr; Q verschwindet 
identisch, und f=() giebt ein dreifaches Element, 



§ 40. Formen vierter Ürduimg. 

Die Form vierter Ordnung werde symbolisch durch 
f=a.'-V... 
dargestellt. Sie giebt durch üeberseliiebuüg aber sieb seihst i 
beiden Formen 

if=((ii>)=o/6,' = JJj,'... 
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on denen die erstere, .ff, M'ieder von der viert<!ii 
Ordnung, die zweite, i, eine Invariante ist.* 

Um die TJeberschiebungen von /"über H au iintcrsnchen , bilcleu. 
wir zunächst die Polaren von H. Die erste ist 

H.^ H,j=i^ {a by (ax^ h^ by + a.r itg b^^) , 
oder da die beiden Theile der rechten Seite sich nur durch Ver- 
tausehung von a mit b unterscheiden und demnach identisch sind: 
(l) H/H,j^{aifajl^b,j. 

Die zweite Polare wird: 

JIJ 11/ = ^ {« by t aj b,/ +2a^a,j b^- hy \ 

= [nbf aj \'- 1 {ab)' a., b.j {a^ b,j - b. a,). 
^\m ist nach § 15. (VIT): 

also 

{ahf «,. }}„ (a., b„ ~ kr a,,) = {a bf a^ b^ . {xy). 

Vertauscht man aber in (aVf a^hy die Symbole a und 6, und 
setat für den uraprfln glichen Ausdruck die Hälfte seiner Summe mit 
dem neu gebildeten, so wird 

{ayfct,-^by . {xy)~i^{ahy {axby--b.T,(i,j) {xy) 
= ^{aby{xyf=^{xiiy; 
und der symbolische Ausdruck für die zweite Polare von II ist, also: 
(2) H/ Hy^ = {abf aj h,/ - -| {xyy, 

eine Formel, welche auch aus den allgemeinen Formeln am Ende des 
§ 8, folgt, wenn man darin f durch {abya^^bjj^ ersetzt. 

Die drifte und vierte Polare entsteht aus der ersten und aus H 
selbst, indem man die y mit den x vertauscht. 

Ersetzen wir nun in den Polaren j/^, y^ durch — c^, Cj, und raul- 
tiplicii'en jedesmal mit der betreffenden Potenz von Cj, so erhalten 
wir die folgenden üeb er Schiebungen von H mit f: 



,t mau 

<T— 2 I ''d «i" + 2 «] 3^1 iKs + «s 1«!' «i iCi* + 2 Oj a;i iCj + a^ »j* I 
~ I «1 Xj^ + 2 fl, a;, a^ + «3 Kj* «j x,' + 2 «, tc, x^ + 04 i^i' j 
= 2 I {Oo «a - «,') */ + 2 (% «5 ~ 0| (h) «1' % + (oo «4 4- 2 ffl, «s - 3 «2") «1* x^^ 

+ 2 (a, «4 -- C!a a,) x, x^' + (a, a^ - a,') ajj^ j 
i i^ :; (tio «4~ 1 »[ «3-1-3 Cia^). 



y Google 



136 Vierter Abschnitt. Theorie der Foriireir 

(3) T = (cH)e,'BJ = (aif (eb) a.' h, e.' = T.' 

(4) (c fl")> e,' E,? = (aVf {aef W '.'-^f 

(5) (o Bf c. a, .. (<iii)' («(•)' (cl) ii, c. 

(6) j={cHf =(»!,)' (««^(Sc)'. 

Von diesen Bildungen geben nur die Formeln (3) und (6) neue 
Formen, eine Form 6"' Ordnung, Punctionaldeterminaute von f und 
H, und eine Invariante j; beide dritten Grades in den Goefiicienteu.^- 

Die dritte Ueberschiebung von c mit if versehwindet 
identisch, wio man aus (5) sofort sieht; denn die rechte Seite von 
(5) ändert ihr Zeichen durch die unwesentliche Vertauschung von 

Dagegen drückt sich die zweite U Überschiebung (4) 
durch die andern Formen aus. Lässt man nämlich in die 
Formel (HI) § 15. a, b, c Sjmbole einer biquadratischen Form f be- 
deuten, und zieht gleichbedeutende Tenne zusammen, so erhlllt man: 

(7) labf{ae)'i.'c.' = ia,Hbc)' = iif. 

Die Formel (4) geht daher sofort in die folgende über: 

(8) {cH)'c.'B/ = ^f, 

eine Formel, von welcher weiterhin Gebrauch zu machen sein wird. 

Man kann aus den obigen Formeln folgende Sätze ableiten, deren 
wir uns später bedienen werden: 

1. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(ahf hat, besteht theile aus Ueberschiebungen von 
H mit Formen niedern Grades, theils aus Gliedern, 
welche den wirklichen Factor i besitzen. 

2. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
{ahy hat, besitzt immer den wirklichen Factor i. 

3. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
(«^)^hat, zerfüllt inTlieile, die entweder den wirk- 
liehen Factor i, oder den wirklichen Factor j haben. 



* Ausgeführt: 
jC= (%' «3 — 3 öo «1 «a + 2 a,,') x^' + («o* «^ -f 2 flo «i % — ö % ttj* + 6 ffl,' a^) x,^ % 
+ 6 (flo Ol «4 — 3 «0% <*a + ä dl' 03) ai|^ x^^ + 10 (n,' «.1 — 0(1%^) x^'c^^ 

+ (3 (ij as «4 — »1 «4* — 2 Oa') a;/. 

j = 6 ainjBa =G |(foUäa4 4-2«i flatia — «j^ — a,, Wg' — «i'ail. 
I öj 03 «< I 
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4. Eine Form, welche den symbolischen 

{aHy hat, besitzt den -wirlilichen Factor j. 

Diese Sätze folgen sofort mit Hülfe des Satzes 6. § 3i 

von niclitversehwindenden Formen enthalten kein anderes 

und den symbolischen Factor 

(abf nur H und i, 

(ahf nur i, 

if 
(alTf nur -^ und j, 

{aSf nur j. 
Die hier entwickelten Formen f, H, T, i, j sind die 
welche in der Theorie der biquadratiachen I'ormen aiiftro 
weiter unten bewiesen werden soll. 



'. Denn 
Symbol 



§ il. Uie üui-ninme II gesetzte Funeliou xf+i.IL 

In ähnlicher Weise wie bei den Formen dritter Ordnung die 
cubische Covariante Q zur Bildung der zu saminen gesetzten Function 
^f+^^ führte, ist es hier die biquadratisehö Covariante H, welche 
mit f zusammen eine zusammengesetzte Form xf-^-lH begründet, 
deren Co Varianten und Invarianten 

-ff.;., Ty.i, iy.i, j.i 
jetzt untersucht werden sollen. 

Bezeichnen wir durch «^^ bis a^ die Coeflicienten von f, durch «ß 
bis «4 die von H. Durch Sip bezeichnen wir hier die auf eine Co- 
variante oder Invariante anzuwendende Operation 

Es sollen zunächst, ganz analog der in § 36. angewandten Me- 
thode, die Ausdrücke SH, Öi, 8j gebildet werden. Nach den a. a. 0. 
entwickelten Regeln erhält man: 

dH= 2 {cHfcJH.^ = ^f |§ 40. (8).] 

di=2icHy = 2j. [§40.(6).] 

Ferner ist, indem man die Formel für ÖH benutzt; 



(1) 



e}=i(cH)' = {B' Hf + ^{oa)^ 
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Den Werth von {.ff' H) ^ = in «rhillt mau , wenn maii in clor 
Formel 

für x^^, *'a die Symbole 11^, —H^ setzt. Daher wird 
in = IH' RY^[ahf {aSf {bE)\ 
Aber diese Bildung entsteht wieder aus § 40. (8): 

wenn man x^, x^ durch Jj^, — &, ersetzt. Es ist also 

und somit endlich 

(2) «)-|. 

Die Form H steht, wie früher Q, mit der Grundfoi'm in 
einer Art von ReciprocitätsverhUltnias, indem äf auf H, Ü H wieder 
auf f führt. Man kann nun die in g iJ6. zur Berechnung von tp^i 
angegebene Formel hier ohne Weiteres anwenden, nur dass an Stelle 

des dort auftretenden Factors — -^ , welcher S Q von f untei-schied, 

hier der Factor -5^ auftritt, um welchen nach (1) dHyon /'verschieden 

ist. Wenn also (p eine Oovai'iante oder Invariante ((.'«" Grades in den 
Ooefficienten bedeutet, so ist 

(p„i = 93. K^ + tpi- »(''-' A + q^^. )c''-^/l^-l- , . ,, 
und zugleich: 

Führt man also die Differentialquotienten von tp-^x ein, so erhalt 
man, wie a. a. 0., durch Vergleichung der Coefficienten die Formeln, 
welche zur suceessiven Berechnung von <p^, (p^ . . . dienen: 

2ip,^ö(p,-^ rp 



4^, = Äip,-^9)3 



yGoosle 



zweiter, dritter und vierter Oitlnung. — t 



Wenden wir diese Formeln auf H. s 
giebfc : 



und da 






so hat man 
(3) H, = \{^jf~ill)- 

Der Ausdruck von H^i wirö also: 

Dieser Ausdruck stellt sieh übersichtlichur dai-, \ 
cubische Form Q{-ii, k) durch die Gleichung 



idelt die Darstelhiiig v 



einführt; mit Hülfe derselben 
in folgende: 

(5) a.^i{if|H_,|Rj. 

Nachdem diese Formel einmal gewonnen ist, braucht man tur 
die anderen BikUmgeu nun nicht mehr denselben Weg einzuschlagen, 
sondern kann sie direct aus der Formel (5) entwickeln. Was zu- 
nächst Ty,x angeht, so ist seiner Entstehung nach 



= iV 



l(«f+>g) dH., 
Sx^ dx^ 

1 .. äf . .SS 



8H_ 3 
" dX l 



l d9_ d_H 
^3 CK dx^ 





H H 

SX^ gfl^a 




SH SH 



_ 1 

"■cl.l6 



Die Form T, für die zusammengesetzte Fanction gebildet, ist 
also der für die einfache Function ffobildeten bis aui' den Factor 
Q gleich; 
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(6) 



VJortor Abbeluiitt. Thcovio dov For 
T^l^Q.T. 



Zur Ableitung der Formeln für' i^i und j^^ kann man aich eines 
allgemeineren Verfahrens bedienen, welches auf folgender Betrachtung 
beruht. 

Sei <p irgend eine Covariante oder Invariante, tp^i und {8<f>]xl läas- 
jenige, was aus 9? und §ip entsteht, wenn man diese Formen für die 
zusammengesetzte Function xf-{-XH bildet Es ist dann, um {dip)xi 
zu bilden, n'othig, die Differentialquotienten von (p^i nach den Coef- 
flcienten der zusammengesetzten Function mit den entsprechenden 
Coeificienten von H-^^^ zu multipliciren und die Summe aller solcher 
Produete zu bilden. Aber die Ooefficienteu von ZT^i sind die Aus- 
dracke 



daher hiit 1 






5ß »<p, 






Man erhält also den Ausdruck von dqs für die zusammen- 
gesetzte Function, wenn man die Functionaldeterm inante 
von Q und 95 durch 3 dividirt. 

Setzen wir (p = fi", so wird nach (1) öcp^-^jf. Daher ist aus (7) : 



l{xf+lH) = 



dQ d_H„: 



Führt man hier für Jf^i seinen Werth ein, und drückt die ersten 
Difl'erentialquotienten von Q durch die zweiten aus, so hat man: 



i„(«/ + li7-) = ä. 


^8'Q ,,8-S „ 
''8iäi+* 8i» -^8 
S'O 8'Q 1 


'Q 8'Q 
8k' '8»8J 
■Q 8'Q 
K'el ' 8X' 


= i 


8>S 8> Q 
8« 8» ek' 


>■ -f 




also indem man den Fac 


m xf+iBiti 


leraeits 


aiiBlÜBst: 
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an" 


dxdk 


8'Q 


ä>0 



{») 



Betrachten wir nun 9 als binäre Form dritter Ordnung in •/., l, 
und bezeielineii durcli Aß die ihr zugehörige Form A, so liaiin iraan 
dieser Gleichung auch die Form geben: 

(9) i.i = -3Ajj. 

Endhch haben wir, um j^j zu bilden, nur die Formel (7) wieder 
anzuwenden, indem wir {fi^-i, also 8ip=:2j setzen. Es ist daraus: 

oder nach (9): 

_ _ 1 /l^ !^^ _ !^ !:^^ "i 

" n3j(~3Ä"" e>l dx'J' 
und wenn wir nun auch Q^ ähnlich wie oben Ajj einführen: 

(10) i,i_--3&- 
Aus der Gleichung (7) § 35. 

«• = -i(A' + Jin 
folgt noch, dass eine gewisse Verbindung von i und j besonders ein- 
fache Eigenschaften besitzt; es ist die, welche i?ß wird. Man hat 
nämlich aus (10) 

(11) Ajj=-J,ji«'^ + 2i«A + |A^j, 

daher 

(12) Sjj = A(i'-6f). 

Dieser Ausdruck, welcher bis auf einen Zahlenfüctor mit dem in 
§29. gefundenen übereinstimmt, haun als die Discriminante von/" 
betrachtet werden. 



* AusgerecliBBt; 
** Ausgerechnet: 
ä&hnr mabesoiiderc für » = li, 1 = 1; 

JH=?-irs (wi§2».). 
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Setzt man die Werthe von Qu (10), Ä^ (9), E^ (12) rlureh 
jxl, ixl ausgedrückt in die Relation zwischen Qq^, JBß, Aß, Q, so 
ergiebt sich 

(13) i>,i-6f.i=a>(i'-(>j>). 

Die Verbindung j^ — 6j^ theilt also mit T die Eigenschaft, sich 
bis auf einen Factor zu reproduciren, wenn. man sie für die zusam- 
mengesetzte Function bildet. 

Die Formeln 

nmfiisseu die ganze Tlicorie der zusanmicngesety.ten Function xf-^- XIL 



§ 42. Die Form T. 

Wie bei den cubischen Formen das Quadrat ¥on Q, so drüclit 
sich hier das Quadrat von T durch iJie übrigen Formen aus, also 
wieder das Quadrat der einzigen Form ungeraden Charaliters (g 16.) 
durch die Formen geraden Charakteia. 

Man bedient sich, um diese Formel herzustellen, der Formel 
§ 35. (10), durch welche das Quadrat der Functionaldeterminante zweier 
Formen auf die zweiten üeberschiebungen derselben über sich selbst 
und über einander zurückgeführt ist. Nach jener Formel hat man für 
uüsern Fall: 
T^ = -\\m. iaiy aj- hj - 2 lif. {Ha)-'HJaJ + f ■ [HHJH^HJ^. 

Von den drei hier auftretenden Bildungen ist die erste if selbst; 
die zweite ist nach § 40. (8) gleich — f. Die letzte endlich ist die 



Form H für H selbst gebildet; sie entsteh 
3( = 0, -1 = 1 setzt. Da nun 


1 aus IJ, 


so hat man 
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und indem man dies in die Formel für T^ eijif ührt , (iiidet iiiaii: 

Der eingeklammerte Theil rechts geht ans der Formel für Q: 
Q{k,X) = %^ - ^ kI^- ^ l^ 

liervor, indem man x^H, l=. — f setzt. Man tiinn also das Qiiiidral 
von T durch die ÜVinction Q. aiisdrücken mittelst der Formel: 

(1) P = -iQ(//, -/■). 

Ich knüpfe hieran die Bestimmung der ü eher Schiebungen von T 
mit f und H. Man braucht übrigens nur erstere zu berechnen, und 
erhält dann die letztern durch die Operation d, indem man beachtet, 
dass ^T — 0, dass also die Coefflcienten von T dieser Operation 
nicht unterworfen zu werden brauchen. 

Die erste Ueb er Schiebung von T ulei / und H lässt sich auf 
mannigfache Weise ermitteln. Um den Zu^immeubang des Kesultats 
mit anderen Bildungen zu überziehen, ^eht man ^m B(;sten von der 
Gleichung (1) aus, welche T'^ durch f und H lubdriickt: 

T> = -ia (£,-/■)--= --J-{lZ»--^fff'+|-/»j. 

Indem man f oder H einmal über diese Gleichung schiebt, hat man: 

T.{nT}H,'T/= i ''°'--'^'~^'' (aH)aJ>HJ', 
alao indem man den Factor T beidei'seits auslässt: 



(oT) II J> T.' = ^i 



ig(g.- n B'if 



cH 2-12 

{HT)E,'T,-= i jj = --J- + -f 

Die Darstellung der übrigen Ueberschiebungen von f und R mit 
T knüpft man am Besten an die Entwickelung der Covariaute mit 
zwei Reihen von Yeränderlielien 

VW -».'ff,' 
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an. Nach der Tafel des § 8. hat man für diese die nach Potennen 
von (xy) fortschreitende Reihe: 

(3) «/ H/ - «g* H/ = z/i 9) + 2 («y) z^ «I. + V {xyf.^% 

Die Formen q), ip, %, &, a entstehen aus der links befindlichen 
Form, indem man dieselbe 0, 1, 2, 3, 4 mal der Operation ß (§ 6.) 
unterwirft, und dann die y gleich den x setzt. Durch Anwendung 
der Operation ß ergeben sich die Bildungen 

aj Hy* - a,/ HJ- ; {aH) {a^^ H,/ + «/ H/) ; 

Man erhält also, indem mau die y den x gleichsetzt: 
^ = 0, i>^2T, z = 0,- 9 = 0, (0 = 0, 
und es entsteht somit aus (3) die bemerkenswerthe Gleichung: 

(4) »,.«i?,'-»,<a/=4(a;s).T,'T,'. 

Differenzirt man diese Gleichung nach den y und multiplicirt mit 
den X, so ergeben sieh daraus weiter die Gleichungen: 

(5) H,/H^ aJ-H^^a/a:, ^5{xy)TJZ/ 

(6) H./ HJ aj - S/ »u^ a/ = 2 (xy) TJ T,j. 

Setat man nun in (6) j/ä — ^u yi = ~^s! ^^ erhält man nochmals 
die erste Gleichung (2); ebenso aber erhillt man aus (ö) und (4) die 
Gleichungen: ■=' 

{hTYbJT^*^0 



m 



! Gloieliuiigou der Oporsitiou § miteiwi 



Endlich hat man, da T={aJT) aj MJ ist, für die vierte Ueher- 
schiebung von f mit T einen ÄusdruelE, welcher aus den folgenden 
Theilen besteht: 

(oB)(SJJ) (alfH/ 
(mHjlhHfiah) a.' 
(aB){hSf[ahfa,S,. 
Alle diese Theile verschwinden ; der erste , weil er durch Ver- 
tauscbung von a mit Jt das Zeichen ändert; der zweite als die zweite 
TJebersehiebung von f über die verschwindende Covariante 
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der dritte als dritte Ueberacbiebm 
über sich selbst. Sonach hat man: 



L H über {ah)-' a^^ hj , also 



(9) 



(aTy TJ = 0, und also aur.li 

{S"r)*r/=o. 



An diese üeberschiebimgen knüpfen sich folgende Sätze: 

1. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{aiy hat, zerfällt in Glieder, welche tbeils ?:, tbeils 
j zum wirklichen Factor haben. 

2. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
, {KTy hat, zerfälltin Glieder, welchetheilsi, tbeils 

i^ zum wirklichen Factor haben, 

3. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{aTf oder {ET)* hat, verschwindet identisch. 

Der Beweis dieser Satze folgt aus dem Satze 6. des § 30.', denn 
die einzigen Formen, welche den symbobschen Factor ißTf haben 
und kein anderes Symbol enthalten, sind: 

{aTfaJTJ, {aTfa^TJ, {aTfTJ, 
Formen, die entweder verschwinden, oder theils den Factor i, iheils 
den Factor j enthalten. Ebenso sind 

die einzigen Formen, welche den symbolischen Factor {H'l'Y und 
kein anderes Symbol enthalten; diese Formen aber verschwinden ent- 
weder oder sie enthalten theils j, tbeils i^ als Factor, 



Iteweis, rtass nusser f, H, T, i,j keine luv sLvi ante ii i 
von / exlstireu. 



Die im Vorhergehenden entwickelten Resultate genügen, um den 
Beweis zu liefern, dass i, j die einzigen Invarianten, f, J/, T die ein- 
zigen Covarianten von / sind. Dieser Satz wird wie der entsprechende 
Ober die cnbischen Formen (§ 37.) bewiesen. Er ist richtig für die 
Formen eisttn Grades ^ir nehmen ilin bis zu den Formen (w! ~ 1)"" 
Grades emschlies'ili(,h als bewiesen an, und zeigen, dass er dann auch 
für die lormen Mi'™ Giades richtig ist. Wir benutzen dabei das im 
Vorbei Hebenden gewonnene Resultat, dass die Ueberscbiebungen von 
f und H über sieb selbst , über einander und über T auf keine neuen 
Bildungen führen 

Mau bat also zu zeigen, dass die Formen m'" Ordnung sich aus 
FroduLten \on f, H, T, i, j zusammensetzen, wenn die Formen 

Clebach Tlieune der h nareo Blgebi, Formen. 1(J 
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(»M — 1)'" Ordnung diese Eigenschaft haben. Erstere entstehen ans 
diesen durch Ueberschieben von f. Man hat also die vier Ueber- 
sehiebungen von f über die Formen 

(1) f" H^ Ty 

(a + 2/3 + 37 = MJ— 1) zu untersuchen; doch kann man, da T^ durch 
f, S, i, 3 ausdrüchbar ist, y iiniuer gleich Null oder 1 annehmen. 

Die erste U eher Schiebung von f über das Product (!) führt nur auf 
Producte der f, H, T, multiplicirt mit den ersten Uebersehiebungen 
von f über die einzelnen Formen f, H, T, also auf nichts Neues. 

Die zweite Ueberschiebung führt auf Terme, die ausser f, H, T 
noch Bvreite Uebersehiebungen von f über f oder R oder T enthalten 
und also bekannt sind, und auf Terme der Form 

(2) (v«)(^^ö)9*"-'i^.'-'a/, 

multiplicirt mit Producten der f, H, T, wobei qs, ^ irgend welche 
der Formen f, 3, T bedeuten. Der Ausdruck (2) ist zu untersuchen, 
sobald er selbst vom Grade m ist; sobald also (1) nur aus den Factoreu 
9,?fi bestand. Aber nach der Formel 

(3) {ipa){^a)tp^'^^^^\{tpay^^^-\-{^aYrp,^-{if>iiifa/\ 

löst sich (2) in zerfallende Terme auf, also in Producte von Aus- 
drücken, welche bekannt sind. 

Die dritte Ueberschiebung führt auf Terme, die ausser /', H, T 
noch folgende drei Arten von Bildungen enthalten können: 

1. dritte Uebersehiebungen von f über f, H, T\ 

2. AusdrQcke der Form {tpcif (il)a)<i>x''~'^^x'"~^ ('■x\ 

3. Ausdrücke der Form {<}>a){7(^a){xa)'Px'~^il'J"~* x.x'>~^ Ui, 
wo wieder <p, ii, % irgend welche der Formen f, H, T sind. Die 
Ausdrücke 1. sind bekannt, die Ausdrücke 3. redueiren sich mit Hülfe 
der Gleichung (3), Die Ausdrücke 2. konnten Neues geben, sobald 
das Product (m— 1)**" Grades nur tp .-le wäre, und müssen also unter- 
sucht werden. Nach §§ 40. und 42. tritt aber in diesen Ausdrücken 
Folgendes ein: 

Ist <fi==f, so besteht der Ausdruck aus einer Ueberschiebung von 
H mit. 1^, also aus einer bekannten Covariante, und aus Theilen mit 
dem Factor *, die somit in ihren anderen Factoren von niederem 
Grade, also bekannt sind. Ist aber q> = i/ oder ip = T, so enthält der 
Ausdruck theils den Factor i; theils den Factor j, und besteht also 
gleichfalls aus Producten niederer Formen. 

Die dritten Uebersehiebungen können also nichts Neues geben. 

Endlich führen die vierten Uebersehiebungen, ausser auf Producte 
von f, H, T, auf Ausdrücke folgender Art: 
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1. Vierte Üeberscliiebung von f mit /', H, T\ 

2. Ausdrücke der Porm {q>a)^ {il>a)q>a:''~' i'J'~'; 

3. Ausdrücke der Form {<päf{iiia)^q>..„"~^ ^x^~^-, 

4. Ausdrücke der Form {<fcif{^a){xa)(px"~'^''i>x^~^ tsP"^'-, 

5. Ausdrücke der Form (gjaXi/iö) (x«) (^a)9'a"~' »!'*''"' Z-'-'"'*.''"' > 
wo wieder g>, i^, %, •9' irgend welche der Formen f, H, T sind. Die 
Formen unter 1. sind bekannt; die anderen könnten möglicherweise 
Neues geben, sobald das ganze Producfc nur aus den Pactoreu fp-ip, 
bez. (p.-$.% oder (p.'^.%.% bestünde. Nun aber reducirt man die 
Ausdrücke 5. sofort mittelst der Gleichung (3), die Ausdrücke 4. mit- 
telst derselben, wenn man darin nur i/t, % an Stelle von 9, V setzt. 
Es bleibeu also noch die Ausdrücke 2., 3. eu beti-achten. 

Die Ausdrücke ä. enthalten immer, wegen der in §§ 40. 42. bewie 
senen Sätze, theils i, theils ;/ als Factor Von den Ausdrücken 3. 
gilt dasselbe, ausser wenn <p = /'; dann können sie zum Tlieil 
durch U eher Schiebungen von H über ij^, also über f, H oder T, 
entstanden sein. Da auch diese nur auf Bekanntes führen, so ist der 
Beweis des Sataes hiermit geliefert. 

Man erhält also in der That keine anderen Invarianten 
als i, j, keine anderen Covarianten als f, H, T. — 

Ich werde diesen Satz hei den üebersehiebiingen von T über sich 
selbst, welche noch nicht gebildet wurden, benutzen. 

Bezeichnen wir, um die zweite Ueberschiebung von T über sich 
selbst zu bilden, durch ip^*' die Porm 

(4) tp./ ^ a,/ HJ ^ a,* Hy* = - 4 {xy) T/ T,/ \% 42. (4)]. 



Setzt 111a 


n darin y.^ 


^<Pu Vi=- 


tp.^, so kommt: 


(5) 




i<, = l.1'V')' = 


-4((pr)" 


V9,- 


AlHir Kiigleicli hat 


man aus (4): 










9>j,V^ = - 


-i{xy)T. 


'T/, 


iiiiJ ilnlier, wenn 


n,an j,, = n', 


'J,-~I 


'/ setzt und 


tiplicirt; 




(yn'T.-'T. 


= 3 T,« T. 


... ^TTf. 


'Dio 


zweite 1 


[JoLerscliiel: 


,uug von I üker «i 


iJBO Jon 


Ausdruck 








(6) 




{TTfTJ 


T«'-- 


J,.V, 


oder, wenn man, 


um i m tili 


len, in j. 


./+1«=">.1 ( 


— f für 


A setzt: 








C) 


{TT'y 


'y.<T/» = -- 


tV(.-H'- 


2i «/■+!, 
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Die vierte Ueberschiebung von 2" Über sich selbst muss 
nothwenclig verseil winden. Dieselbe ist nämlich eine Form vierter 
Ordnung und sechsten Grades, musa also nach dem Vorigen die Ge- 
stalt haben: 

p-ijf+q..i^li, 
■wo p, q Zahlencoefficienten sind. Da aber diese Form sieh aus den 
Coefficienten von T zusammensetzt, so muss sie die Eigenschaft haben, 
zu verschwinden, wenn mau sie der Operation d unterwirft. Daher 
muss man haben : 

0=_p.«(y/-) + 9.«(Jif) 
~p(ijII + '2ff+'jf) + q(iijH+'~fJ, 

daher p = (), '2 = 0, was zu beweisen, Msin hat sonach die Gleichung 
(8) {TT'fT^^T;-' = {). 

Endlieh ist noch die sechste Uebecscbiobung von T über 
sich selbst zu bilden. Da 

so hat man: 

(TTy={airj{aTf(STf. 

Dies kann als die vierte Ueb er Schiebung von 1[ über die Form 

-{aT)'a.T,' = i(iH^jfj (6) 

angesehen werden. Da nun 



.(9) {TTy--=i{^^-f)=^^-Ii, 



die sechste Ueheraehiebung von T über sieh selbst unterscheidet sich 
von der Discriminante nur um einen numerischen Factor. Eine Con- 
trole liefert wieder der Umstand, dass der Ausdruck durch Anwendung 
der Operation d verschwinden muss, 



§ ii. Die Aiiflosuiig dei cubisclieu Oloichiiug Sl = 0. 

Die Äufljsung dti bn^ua diatischen Gleichungen f~0 und 
xf+l H=--0 knüpft mlIi in die Auflösung der cubiscbon Glcithung 
ß(jc, A) = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung seien 
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SO düss 

Q = [x-mX){K- m i.) {% - m" 1) 

gesetzt werden kaitti. Setat man in diesem Ausdrucke H, — f för 
X, l, so erhält man nach § 42. (1) — 2T^, und es ist also: 
(1) T< = -i IH+ mf) (H+ mj) (H+m'n 

Was die Bestimmung der Grössen «i, m', m" angeht, so kann 
man, da in Q der erste Coefficient 1, der zweite ist, sich der 
Cardano'echi3n Formel bedienen. Ich werde zeigen, wie dieselbe 
Auflösung auch aus derjenigen hervorgeht, welche für die allgemeine 
Form der eubischen Gleichung in § 38. gegeben ist. 

Man hat 



Nach der in § 38. gegebeneu Methode bildet man u 
Ausdrücke 



#'*tL,^ 



'■/--'--J-.//: 



■' 1 






36* 




6 ' 

3 


r 




'2 




f^ 


6 "' 


E 

2 



WO nur der Einfachheit wegen der Index Q ttberail ausgelassen ist. 
Bestimmt man nun den Sinn der Cubikwurzeln 



-/-i-/-| 



B-/A~i/-I 



, das 



so kann man iu den Formeln i'iir S, und ij 
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setzen, und erhält also 







Die Imeareii Factoren von S(x, A) sind nui 




g-j), l-B-n, ^-6^>), 




WC s eine imagmäre dritte Wurzel dor Einheit, 
g — f* )j = gesetzt wird : 


Also Hut mau, 


oder 


) 


Die drei Wurzeln der cubisehen Gleichung 


fl = sind also; 



m =-( Ä+ B) 
(3) m'=-{EÄ + s^B) 

m"=-l£^A + E B), 
wie die Cardano'ache Formel es angiebt. 

Di« Gleichung (1) lehrt nun, daas das Produet 
{H^mf){B+m-f){R^m"r) 

das volUtäiidige Quadrat eines Ausdrucks von der sechsten Ordnung 
ist. Aber keiner der drei biquadratischen Factoren hat im AUgcmeiiieu 
[und die Foiinel § 42. (1) gilt immer"] mit den anderen einen 
linearen Factor gemein, da sonst auch f und H denselben gemein 
haben müssten. Daher muss jeder der' biquadratischen Factoren an und 
für sich das vollständige Quadrat eines Ausdrucks von der zweiten 
Ordnung sein, und man kann also drei quadratische Formen <p, ip, % 
Küdeu, so ilass 

(4) M+m'f = ^2i,^ 
H+m"f=-2xK 

(5) T=2^i,X- 

Um in jedem besonderen Falle die Ooefficienten der Functionen 
y zu bestimmen, kium man älmlich verfahren, wie in § 38. bei der 
Besthnnning der Coefficienten von | und vj. Ist IC eine Fonn vierter 
Ordnung, von welcher wir wissen, dass sie daa Quadrat einer qua- 
dratischen Form y ist, und hat mau 

K=^a^,x^^-^--i:a^x^■' x^ + Q a.^x^^x^ + i a.^x,x./-i-a^x./ 
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I fiiulmi die Oleiehiiiigeii statt: 



fl„ = ß. R„ 



iiiaii kiinii also etwa aus der ersten r„ diircli Wurzel hieben berechnen, 
und findet daiiu aus der zweiten k^, aus der dritten a.^ rational durch 
ßg und die Coefficienteu von K ausgedrüclit. 
Wir dürfen also die Formen 



'■f 



2 
J/ + .1 



(6) *-/- 

als bekannte quailratische Formen ansehen. Die Vorzeichen sine! bei 
zweien derselben beliebig, bei der dritten dann durcb die Gleiclumg 
(5) beatimnit. Es giebt also nur vier Arten, die Functionen ip, )^, % 
ihrem Vorzeichen nach m bestimmen. Und es giebt keine zwei dieser 
Bestimmun gs arten , welche durch Aenderung der Vorzeichen aller 
drei Functionen in einander übergehen, da die Gleichung (5) das Vor- 
zeichen des Products aller y unveränderlicli giebt; vielmehr sind je 
zwei Systeme der ip, ip, % durch die Vorzeichen zweier Fimctionen 
von einander verschieden. 



§ 45. Die quadratischen Paetoren von T. 

Durch die Gloichungen (4), (5) des vorigen Paragraphen, ist die 
Form T als eine sehr specielle Form sechster Ordimng eharakterisirt. 
Denn die Form T hat die Eigenschaft, durch Lösung einer 
cnbischen Gleichung (Q = 0) in drei quadratische Factoren 
aufgelost zu werden. Die Gleichung T = ist also eine druxh 
Wurzelziehen losbare Gleichung sechsten Grades. 

Zwischen den quadratischen Functionen f, ip, % bestehen aber 
noch in Folge der Gleichungen §§ 42. 44. sehr bemerkenswerthe Rela- 
tionen. Bilden wir die Functionaldetenninante irgend zweier, z, ß, der 
ersten beiden Gleichungen § 44, (4), dividirt durch 16, d. h. die erste 
Ueb er Schiebung der Formen rechts und links in diesen Gleieliungen, 
80 erhalten wir: 
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= 4 <p . ip . {(p il!) fp.x 4).T. , 



dE 


'if 


dB 


df 


dx.^ 


dx. 



= {m'~m)^ 



Setzen wir hier för T seinen Werth aus § 44, (5), so kann man 
den Factor 2q).T/f auf beiden Seiten auslassen, und erliält also die 
Functionaldeterminante zweier der Formen ip, ip, % durch 
die dritte Eiusgedrückt. So hat mau die drei Gleicliuiigeii : 

2 ('/' %) t^ %v = (m' - m") . <p 
(I) 2 (i^) z,^9^ = (m" -m).^ 

Bilden wir jetzt die erste Ueberschiebung dieser CileichLiiigcii mit 
4p, ip, X selbst. Ilechts entsteht Null, wenn die beiden Puuctioneu 
bei der tJel> er Schiebung dieselben sind; sind beide Functionen yer- 
schieden, so Ifann man die entstehende Form durch die Gleichungen (I) 
wieder auf fp, ^, % selbst zurflekf Uhren. Links benutzen wir die 
Gleiehang § 35. (5), welche für die erste Ueberschiebung einer Form 
% über die eiste Ueberschiebung von (p und ^ gebildet ist, und welche 
hier in die folgende Gleichung übergeht [Q = (<p ip) (p^ -^x] '• 

Bezeichnen wir darch Ai^ die 6 Invarianten von tp, ^, y/. 

so erhalten wir nunmehr aus (1) folgende Gleichungen: 

{m — m') {m 



(m- 



2 

m-){m- 



— ^ % — j4o(, X — jl^yl 



(m'—m") jm'- 



—-(p=A^i(p—A,^ip 
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(m"-m){m"-m') . . 

-■ -----2 9=^29-^0^ 

=A^^<p—Ä^^il!. 

Da nun im Allgemeinen nicht zwei der Formen ip, ^, % einen 
Factor gemein haben, den sonst auch f und H gemein liaben müsste, 
so folgt hieraus; 

(2) ^,, = -^(m'-m")(m'-m) ^,„ = 

A,^^ =- — \ {m"— m) im"— m') A^^ — Ü. 

Endlich erhält man noch, indem man eine der Formen f, ^, % 
zweimal über die entsprechende Gleichung (1) schiebt, den Werth 
der aus allen drei Formen tp, ip, % aus am m enges eUten Invariante: 

= l(m-m-){m--m"){m"^m). 
Ferner findet sich au« § 44. (ß) mit Berücksichtigung der 
Gleichung I + e + e^^O: 

m' — m"= (e — 1) f (j1 — B) 
m"-m ={\-e^){A-Be), 
und daher hat man die Werthe: 

(S) j1„ = -|«'(_1'+ej1B + s=B') 

At'=-T' {A' + t'AB+i ü«) 

oder mit Benutzung der Werthe von A, B: 



m Jf = iKl-e)/-f- 



Die vorigen Betrachtungen stützen sich wesentlich darauf, dass 
die cubische Gleichung im allgemeinen Falle keine gleichen Wurzeln 
hat, dass also M im Allgemeinen nicht verschwindet. Es ist leicht 
zu zeigen, dass die andere Voraussetzung, dass nämlich H und f 
keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen, hiermit zusammenfällt. 
Fragen wir, welche Bedingung eintreten muss, damit H und f einen 
gemeinsamen Factor besitzen. Alsdann müssen auch ip, ip, % den- 
selben Factor haben; sobald er versehwindet, muss also auch cpj~0, 
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ipx^^O sein, die Resultante von t/j untl tl> mi^a verscliwimlen. Die 
ßesultante zweier Formen tp, ip von der zweiten ürtlmuig ist aber 
nach p. 81) gleich 

i(p(py. (ipi[>y — {ipi>y, {tktpy, 

oder hier 

Da niLii iiu vorliegenden Falle jI^, identisch verschivindet , so 
müsste .4.yy oder A^^ verachwieden, d. li. es müssten zwei der m 
gleich werden und daher ü = 0. Die Beaultimte von ^=0, H~0 ist 
also eine Potenz von Ji; nnd zwar, da sie die Coefficieiiton beider 
Formen biquadratisch, also im Ganzen die Coefficienten von /' zur 
-iwßltten Ordnuiij; enthalten muss , ist sie R'. 



% i&. Aiiflösiin^ (Im- bitiuadratischen 61eic)inugun. 

Unter der Vorsmssetaiing, dass Ti von Null verschieden sei, führen 
nun die Gleichungen § 44. (6) zur Lösung der Gleichung vierter Ordnung 

In Folge dieser Gleichung hat man 
f:H=?.:-x, 
nnd daher, wenn p eine unbestimmte Grösse bezeichnet, aus § 44. (6) : 



In diesen Gleichungen stehen links quadratische Functionen der 
x^, x^-, diese Gleichungen geben daher, indem sie nach a;^^, x,^;^, x^^ 
autgelöst werden, die Verhältnisse dieser Grössen nnd' daher auch ein 

Verhältoiss -i für welches die Gleichung (1) besteht. Auch . sieht 
man sofort, dass es vier Bestimmungsarten dieses Verhältnisses giebt. 
Denn die Vorzeichen von Yx—mX, T/K — m'k, }/x~m"k gestatten 
im Ganzen acht Combinationen. Von diesen führen aber immer solche 

zwei auf denselben Werth — , bei welchen alle Wurzeln entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, ein Unterschied, der sieh durch Aenderung 
der ganz willkürlichen Grösse ^ sofort aufheben lässt. 

Bezeichnen wir den Werth des Verhältnisses — , für welchen 

x./ 

y.f-^-XU verschwindet, durch — , und bezeichnen wir ferner durch 
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«ujKjjKg, ß(,,ßi,ß2} ^01 ^11 J'a "^iö '-'*'^^^*'^*'"*'^^^ 'iPi ^' Zi SO werden die 
drei Gleichuagen (2) folgende : 



Setzen wir die hierans berechneten WcrtliC 
die Unke Seite der Identitiit: 



vo" Vi: vdii, y-i 



(4) 3^2 yi -2x^X2 y, y^ + x^^ y^^ = {x yY 

)in, so erlialten wir rechts das Quadrat eines linearen Factors von 



xf+XH. Indci 


1 wir 


aber ans (3), (4) 


die Grössen y^^, 2 


niren, erhiüten 


wir die Gleichung 


?/« 










«u Kj «a 


-mA 






= 


^U ^i ß. 


5 F"«-'»'* 


. 






Vo Vi Y2 


5 /«-m"l 






X^ — X, x.^ x^' 


(^!/)' 


oder geordnet: 






(ö) ^-f - 




fij «1, 




x.^^ — x,x^ 


ßi ß, =/"«" 


-"«a 


fc /Si 


n ^1 ^a 1 




fo /l 






v-^i^^äV +y 




«a 


+ /;.-« 


^ 


x-«("A 


A 






I 


ü ri. 72 \ 






«<■ 


— 



fc ■ 

Die drei Determinanten rechts entstehen a\is der Determinante 
links, indem man immer eine Reihe von Coeffieienten durch x^^, 
— X^X^, ä:*j ersetzt. Die Determinante links ist, wenn man die Sym- 
bole von (p, if), ^ einführt: 

%\ Xi Xi Xi I 
ein Ausdruck, welcher offenbar mit jedem der Ausdrücke 

verschwindet, und also von dem Prodncte dieser Grössen nur nume- 
risch verschieden sein kann; in der That lehrt die Bestimmung und 
Vergleichuug irgend eines Gliedes, dass jene Determinante gleich 

ist. 

Er^ietat nniii je elLie (joefiicieutenreilie du 
je eine Art von Symbolen durch x.^, — x^, so 
der drei anderen Determinanten: 



■ch x,^^,~-x^x^,Xi^, oder 
crhillt man die VVerthe 



y Google 



156 Vierter Ateotiiitt, Theorie der "Formen 

m"~m , 
(X9')Z*9'^=--— 2 — -"^ 

, ,. , m — m' 

Man sieht also, dasa in der That die Bestimmung des linearen 
Factors {xy) dureli die Gleichung (5) immer möglich ist, wenn nui 
K, d. h. H von Null verschieden; und dass dann (indem wir von 
einem gleichgültigen Factor abstrahiren) 

(6) ixyf = (m'^m'-) <p y^T^ + {m'' - mi) i, y'^n^X 

gesetzt werden kann, ein Ausdruck, dessen rechte Seite nothwendig 
das Quadrat einer linearen Function ist. 

Für die Auflösung der Gleichung xf-\- IH^i) ist es hinreichend, 
das Quadrat dieses linearen Factors der Gleichung ku kennen, in- 
dem die Verhalfaiisse von y^^, y, y^, j// und also auch — dann 

Vi 
bekannt sind. 

Man braucht also nur, indem man die linke Seite von (6) durch 
«n X{^ + 2 «ja x^ X.2 + ffgj X.j^ 
bezeichnet, aus (6) die Gleichungen 

abzuleiten; der Quotient 

ist dann eine Wurzel von /'= 0. 

Aber es ist von Interesse, die Auflösung der biquadratischen 
Gleichung xf+lH=0 auf eine Identität zurückzuführen, welche die 
linke Seite der Gleichung in ihre vier linearen Factoren zerlegt zeigt. 
Diese Identität ist nach dem Vorigen von der Form 



m 






M(^f+1 


.H) 










=/(»■- 


-.»" 


)'tVi~ 


3iä + K 


■-m)*/«- 


-m'l + {m- 


-fltV"- 


-m' 


■X 


■ V(.: 


-m" 


JtpfiT- 


-mJ-O»' 


"-.») i, y,. - 


-m'i. + {m- 


~'n-)xy^- 


-m' 


'"l 


YK- 


-m- 


)'pV'- 


-ml + («.■ 


•■-m)i,Vr- 


-»■»-(«•- 


-.»•)«/«- 


-»>■ 


■l 



•V{m'—m") (p^x — ml — {m" — m) ip Yx — m' l — {)n—ni')% y'x —m"l, 
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wobei noch für rp, i^, % die Werthe aus §44. (6) einzusetzen sind. 
Es handelt sich nur noch um die Bestimmung der Conatante M. Die- 
selbe erfolgt sehr leicht, wenn man in der obigen Gleichung ein 
Werthsystem x^, x,^ einführt, für welches eine der Formen fp, i^, %, 
etwa 9), verschwindet. Für dieselbe redncirt sich die obige Gleichung auf 

(8) M{y.f-\-\H)^{rd'-mf'^''{%-n'iX)-{m~mff{^%-m.'l)\ 

zugleich wird nach § 44. (6) 

daher, wenn man dies in (8) einführt und durch f diviäirt: 

Mix-mf.)^^{m~m'){m—m") \{m-m") {x~m' i:) + {m'-m)(x~m" i.)\ 

= ^ iin—m') (m—m") iyn'—m") [x—mX), 
oder 

(9) M=-l{m~m'){m-m''){m' -m")==-2 K=- l £ (V-iW -^. 

Aus dem Vorhergehenden sieht man, dass, sobald H nicht ver- 
schwindet, die vier Lösungen der bi quadratischen Gleichung 

aus den vier Gleichungen 

(10) {m'—m") ip y'K — ml + {m"—m) f Yn—mX 

gefunden werden, deren linke Theile Quadrate linearer Ausdrücke in 
den X sind. 

In diesem Falle sind, ausgenommen wenn — einen der Werthe 

m, tu' , m" annimmt, die vier Wurzeln der Gleichung immer verschie- 
den. Denn solltun Kwci gleich werden, etwa die in (10) durch die 
Zeichenfolgen 

+ + + 



intirteu, so müssten zugleich die Glcichungi 



(»i"— m) j/i j/x— m'A + {m—m') xj/x^m"X = , 

oder die Resultante dieser beiden Formen zweiten Grades müsste ver- 
schwinden. Nun ist die simultane Invariante dieser beiden Formen 
aus jij^ und A^^^ zusammengesetzt und daher identisch Null ; die Resul- 
tante reducirt sieh daher auf das Pi'oduct der Invariante von w mit 
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der Invariante der zweiten quadratischen Form. Erstere verschwindet 
nicht, da sonst zwei m einander gleich sein müssten, also Jä = 0. 
Die zweite ist die zweite Ueberschiebung der 7,weiten quadratischen 
Form über sich selbst; aber die Form 
oct + ßX 
zweimal Über sich seihst geschoben, gieht 

also hier 

{m—m' ) {m"—m) (rti ~m"f , .. 

= —^ («-ml). 

Auch dieser Ausdruck also kann nicht verschwinden, da weder 
zwei m einander gleich sind, noch — =«[ sein sollte. 



S 47. l>ie (liiailrati seilen Factoren von f- 
Auf die cubiscbe ßesolvente 

wird man noch auf eine andere Art. geführt, nümlich indem man 
direet die Aufgabe zu lösen versucht, eine bi q u ad rati sehr Form /" 
in zwei quadratische Factoren aufzulösen. 
Setzt man nihnlich 

/"= («,> ■'^,' + ^ «1 a^i 3^, + «, x^^) (ß^ x,-' + 2ß, X, X., + ß, x/) , 
so pvbint mn.n durch VergleicliuBg der beiderBeil,igen f 'oefficieutpn : 

(1) 6ö8 = Co(5, + /?„% + 4ffi, ^, 

2as = K,ß^ + ß^a^ 

Fuhrt man nun eine Grosse m ein, so vlass die mitticvp diespr 
Gleichungen in die beiden: 

«0 /3a + ^„ Kg = 2 o^ — 2 m 



zerlegt wird, so findet man m aus der Bcraorkung, dass die Deter- 
minante 
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I«„A + A«. «,A. + C,«. «sA + ft«.! 

l«.ft + A«. "ift + ft". «,ft + ft«,l 

I n, |S„ I I ft, «„Ol 

= «1 Ci • ft «1 

1 o, |S, I I ß, cc, I 

identisch verseliwiiidet. Setzt man hier für die Elemente derselben 

ihre Werthe aus (1) und dividirt überall durch 2, so erhält man die 
Gleichung für m: 

a. a., — ml 



= 



o, + . 



h-ie-i-^i). 



a 



was wieder unsere cuMsche Eesolyente ist. 

Die Zerlegung von /' aber finden wir sodaun ohne Weiteres t 
den Gleichungen § 44. (4) : 

ir+m f=-2tp' 

(2) lf+m'f=-2*> 

H+m-f = -2t', 

aus welchen sich die drei Zerlegungen ergeben: 



Indem man diese Darstellung zu Gruutle legt, kann man die Auf- 
lösung der Gleichung vierten Grades f=0 so ausdrücken, dass die 
vier linearen Factoren von f die gemeinsamen linearen 
Factoren der folgenden vier Tripel von Gleichungen sind: 



1. 


^ — ip^O, 


«■-1 = 0, 


I-* = 


2. 


,f-9 = 0, 


<l> + % = 0. 


« + ♦-0 


U. 


^ + <p = 0, 


<p-z = o, 


%+♦'=" 


4. 


* + (P=0, 


■P + Z-0, 


l-*-0. 



Man benutat diese Gleichungen bequem zur Discussion der Rea- 
lität der Wurzeln bei einer Gleichung mit reellen Coefficienten. 

Hat in diesem Falle die cubische Resolveute eine reelle Wurzel m 
und zwei conjugirt imaginäre m' , m" (was nach § 38. für negative 
Werthe von B^, also nach § 41. (12) für negative Werthe von i^—Qj^ 
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eintritt), so sind ij> und x Jli''ßr Entstehung uacli conjngirt imagioilr, 
also, wegen der Gleichung 

(5) T = 29*j 

(p reell. Demnach kann man 

setzen, und die Gleichungen (4) verwandeln aicli in: 
1. u -9) = 0, » = 

3. «/^ + Q) = 0, M = 

4. w + y = 0, v = 0. 

Da nun V iiid % keinen Factor gemein haben, ao können u, v 
nicht aagleich verschwinden. Daher ist die gemeinsame Lösung der 
Systeme 2. oder 3. nothweudig imaginär; die von 1. oder 4. sind reell. 

Bei negativem Werthe von t^ — ßj^ hat die biquadra- 
tieche Gleichung also zwei reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln. 

Ist dagegen i^~^p positiv, so hat die cubische Resolvenfce drei 
reelle Wurzeln m, m', m". Daher sind q[i^, ^t»^, ^ reell, und es 
werden nun zwei Fälle möglich. Entweder sind ip, ij), % selbst reell, 
und in diesem Falle also auch alle gemeinsamen Lösungen der Systeme 
4. und damit die Wurzeln der bi quadratischen Gleichung. Oder zwei 
der Ausdrücke <p, '^, % erhalten den Factor^— 1, so dass etwa 

Jn diesem Falle verwandeln die Systeme (4) sich in Iblgende: 

1. :p'-{/^~<p = 0, <p~xy^ = (), x'-'/'' = 

2. ip'f—i~^^0, <p + x'V^ = ^, z' + ^' = o 

3. j(.Y^ + g' = 0, cp-x'/^ = 0, x' + 'Z''^'-' 

Daher sind in diesem Falle sammtliche gemeinsame Lösungen der 
Systeme 4. imaginär, und also auch alle Wurzeln von /'=0 imaginär. 

Ist also i^-6f positiv, so hat die Gleichung f=0 ent- 
weder vier reelle, oder vier imaginäre Wurzeln. 

Die Unterscheidung der beiden letzten Falle ergiebt sich sofort, 
wenn man eine cubische Gleichung aufstellt, deren Wurzeln 9^, il>^, 
■f sind. Diese Gleichung ist wegen der Gleichungen (2): 



!'+lir«' + (iii"--^r')« 
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In (lern Falle, mit welchem wir es hier ku tliuii fiiiben, liat diese 
Gleiclitmg st^ts reelle Wurzeln; und zwav drei positive, wenn f=0 
lauter reelle, zwei negative und eine positive, wenn /'=0 lanter 
imagiuilre Wurz-elu hat. Im ersten Falle muss also f H negativ, 

^H^—-^P positiv sein, im zweiten Falle müssen beitte Anedruelve 
gleiches Zeichen haben. Und so haben wir folgenden Satz: 

Wenn i^ — ()/>0, so haben die Werfche der For- 
men H und H^ ~yP '^^i beliebigen reellen Werthen 

der X entweder stets verschiedene Vorzeichen, und 
dann hat die Gleichung /'=0 lauter reelle Wurzeln, 
oder dieselben haben stets gleiche Vorzeichen, und 
dann hat die Gleichung /^ = lauter iraaginiire 
Wurzeln. 

§ 18. Aiisnalmiefälle. 

Gehen wir nun zur Betrachtung des Falles über, in welchem 

Jf = 0, und zwar möge m"=^m' werden. Es ist also m' eine Doppel- 

wurzel, SM eine einfache Wurzel von Q = 0; m und m' seien noch 

verschieden. Wegen der Gleichung R = 0, d. h. i^ — Gß = (i, wird 



a = (« + 4-i)' 



(1) 



Nach § 44, (6) ist in diesem Falle z='/'i zugleich aber A,^^A^,^=0 
[§45. (2)], also der gemeinschaftliche Ausdruck von i^ und x ent- 
weder das Quadrat eines linearen Ausdrucks |, oder identisch Null. 
Beide Fälle sind getrennt zu behandeln. 

Ist i/' = x = 5^ ^^^ ^1^11 verschieden, so hat man naeli § 44. (4) 

es ist also eine Verbindung von H und /' die vierte Potenz eines 
linearen Ausdrucks, Aber ferner ist Ä^^ = 0, was hier in 

übergeht. Es verschwindet also tp, wenn man x, = %2> *2 = — ?: setzt; 
(p luuss daher den Factor | besitzen, und man hat daher 

wo 7} ein von | verschiedener linearer Ausdruck ist. Die zweite Ueber- 
schjebang nämlich von ip über sieh selbst ist jetzt 

Cloliaoli, Tlieoiie der biJiMcii nlgcbc. l.'oimcii. 11 
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und daher 

(|,)' = -2J,„=(.»^»,0>, 

also von NuU verschieden. 

Die Gleichungen § 44. (4), (5J verwandeln sich sonach in die 
folgenden : 

^^' H+mf=n- if=-2(' 

T=2|',. 
Aus iliesen Cileichungeu erhalt man: 

Durch das Verschwinden von M = -^ {i^ — 6j^) erhalt 
also f eine Doppelwurzel (5 = 0); 11 ist also die Discrimi- 
nante, was auch in § 2^. gefunden wurde. Der Doppelfactor 
von /"ist auch ein solcher von H, und ein fünffacher von T. 

Die Lösung der biquadratischen Gleichung xf+kH~0 erfolgt 
in diesem Falle dadurch, dass man aunUchfüt aus der Gleichung 

deren linker Theil ein Biquadrat ist, die DojipohvurKel ^ = be- 
stimmt. Ist 

H- 1 f= b„ X,' + 4 \ a;^ x, + ... = (I. .t, + g, a:,)^ 

so ist 

1/ = ^, 5,'Sa-ö„ ... 



und die Doppelwurzel ist daher — v^. Diu übrigljleihende quadi'a- 
tische Gleichung ist dann 

Bestimmt man also ~ aus der Gleichung 
1 
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i' _ JH-jf 
,l'^iH + 2jf' 
SO gellen dii' linfarHu tikiclnmgen 

diu beiden uiigleiclieii Wurzeln von xf -\- IH = i). — 

Ist zweitens tI> = % identisch Null, so sind H nnd / niiv noch 
durcli einen Factor verschieden, und zwar ist aus §44, (4), (f-i): 

Das ganze System %f-\-lH = () ist also, abges(ilien von ilom Fidle 
— ^ ^ -^ , in welcliem der AuHdruek itlentiscli verschwindet, iml'/^^*^' 
vedueirt. Zugleich liefert die erste Gleichung § 44. (4) 



Demnach wird f das Quadrat eines quadratischen Ausdrucks; 
/■= hat Kwei verschiedene Doppel wurzeln. Und «vfar ist die Be- 
dingung, dass M von f nur durch einen Factor verschieden sei, 
dafür in der Tliat ausreichend, da die Gleiehung.en § 44. (4) dann 
immer dieses Resultat geben, und da dann auch immer iJ von selbst 
vei-sch windet, dessen Quadrat, wie oben gezeigt, die Resultante von 
f und H ist. Man kann also den Satz aussprechen: 

Wenn H von /' nur um einen constanten Factor 
verschieden ist, dann, und nur dann ist f das 
Quadrat eines Ausdrucks aweiter Ordnung. 

Die Bedingungen dafür, dass f zwei Doppelwurzeln hesiize, 
werden also dadurch ausgedrückt, dass man die Coefficienten von H 
denen von f proportional setat. Es involvirt dies zwei Beziehungen 
zwischen den Coefficienten; aber, wie in den meisten ühnlichen Fällen, 
wird dies ■ nicht etwa durch das Verschwinden zweier Invarianten, 
sondern durch Beziehungen zwischen den Coefficienten von Covarianten 
ausgedrückt, und zwar durch eine zu grosse Auzahl von Gleichungen, 
welche neben einander bestehen können, aber von denen keine über- 
flüssig ist. Auf solche Erscheinungen wurde auf p. 91 bereits hin- 
gewiesen; hier liegt ein weiteres Beispiel vor. — 

Wir kommen endlich zu dem Falle, wo alle drei Wurzeln m, m', 
m" der eubischen Gleichung Q = einander gleich werden. Da der 

U* 
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zweite Coefficient der Ctleichuiig, die Summe der Waiv.eln also, ver- 
scliwimlet, so ist nothwendig in diesem Falle 

und die Gleiclimig Q = muss sich auf k^ = reduciren; inau hat 
daher auch 

i = 0, j-0. 

Aus den Gleiclmageii §45.(2) sehen wir, dass A,^, A^^, ^^^ ver- 
schwinden. Die quadratische Form 9> = i/j = ^ ^^^ ^^^'^ entweder das 
Quadrat eines linearen Äusdruclrs, oder identisch Null. Hiernach 
haben wir zwei Fälle zu unterscheiden, die wir nach den Gleichungen 
§ 44. (4) auch so ausdrücken können: Entweder iist fl" das Biquadrat 
eines linearen Ausdrucks: 

H=i', 

oder es ist S identisch Null. 

Die Gleichungen i = 0, j=0 folgen umgekehrt wieder aus der 
Bedingung, dass S ein Biquadrat sei, und um so mehr, wenn es 
identisch vei'schwindet. Denn erstlich Ist, wenn if = |*, die Invariante 
r, für H gebildet, gleich (||)*, also identisch Null; dieselbe ist aber 
der Coefficient von l^ in i^i [§ 41, (8)], welcher bis auf einen Zahleu- 
factor gleich i^ ist. Es verschwindet sonach »'; und in Folge der 
G-leichuug S = oder p — 6j^ = auch j. 

Es verschwindet aber nach § 40. (8) mit i auch die zweite Ueber- 
schiebnng von f mit H, welche, wenn H=^*, den Ausdruck an- 
nimmt : 

Setzen wir also den ersten Fall voraus, in welchem | nicht iden- 
tisch versehwindet, so muss identisch 

sein, also auch (c^)'' = 0; es muss f den Factor | zu irgend einer 
Potenz enthalten. Setzen wir 

/■=i.«, 

wo u eine Form dritter Ordnung ist. Schieben wir dies zweimal 
über if so bleibt der Factor | immer ungeändert; es rauss also die 
zweite üeberschiebung von u mit | verschwinden, d. h. u muss wie- 
der den Factor | enthalten, 

g5 = |.u, f=S,^.v, 

Tf/o ijj von der zweiten Ordnung ist. Endlich, wenn wir ^ wiederum 
zweinuil über dieses Product schieben und das Ilesultat gleich Null 
setzen, bleibt, dass die zweite üeberschiebung von v mit i, welche 



y Google 
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eine Coiistante ist, verscliwiadet. Man hat also v = 



165 
, liud endlich 



Diese Form hat in der Tliat eine Covariante H, welche ein 
Biquadrat ist. Denn deuten wir uns | Hiid jj als neue Veränderliclie 
eingeführt, so ist die Form H gleich der in Buzuy auf die neuen 
Veränderlichen gebildeten Form, multiplicirt mit dem Quadrate der 
Snbstitutionsdeterminante , also 



i-r-^'hiii? 






Wenn alao U ein Biquadrat ist, ohne identisch 
zu verschwinden, so hat man i — 0, j = 0, und f hat 
einen dreifachen Factor; so wie umgekehrt im letz- 
teren Falle immer H ein Biquadrat, und ^ = 0, 
i-Oist. 
Ist endlich H identisch gleich Null, so verschwinden alle seine 
Coefficienten ; es ist also (vgl. § 40.): 

"■<] a^ — aiCL^ — O 

«y «^ + 2 a^ «3 — 3 «2^ =' 

% «4 — »2 «j = 

«a «4 — «3^ = 0. 
Ist hier «^ = 0, eo verschwindet auch a^ 
Ist H,j von Null verschieden, so ist 



a.j und /■ wird ; 



/-„.(.,+a.,)'. 



Wenn H=0, so ist also f immer das Biquadrat eine^ 
linearen Äusdruclis. Dass umgekehrt in diesem Falle i? und alle 
anderen Bildungen verschwinden, lehrt die symbolische Darstellung, 
welche für diesen Fall in die wirkliche übergeht, und bei welcher 
daher alle symbolischen Determinanten verschwinden. 

Hiermit ist der Kreis der möglichen besonderen Falle einer 
biquadratischen Form erecliüpft. 

Kehren wir au dem allgemeinen Falle zurück. 
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§ 49. KaiioniBChe Darstenung der blquartiati sehen rorni. 

Unter einer kanonischen Darstellung einer binären Foi*m ver- 
etehen wir eine Darstellung derselben durch Einführung neuer Ver- 
änderlichen, bei ■welcher die Zahl der nicht numerischen Coefficienten 
auf ein Minimum reducirt wird. Da die Anzahl der Constanten einer 
linearen Transformation nur 4 beträgt, so ist es klar, dass die ka- 
nonische Darstellung höchstens 4 nichtiiunieriBche Coefficieuten weniger 
enthalten kann, als die allgemeine Darstellung der Form. Die kano- 
nische Darstellung ist daher auch hauptsachlich bei niederen J'ormen 
von Interesse, wo diese Verminderung schon eine erwähnenswerthe 
ist. So ist die Darstellung der cubiachen Formen durch den Ausdruck 
|8_^s als eine kanonische zu bezeichnen. Eine solche kanonische 
Darstellung soll nun für die Formen vierter Ordnung geliefert 
werden. 

Als neue Veränderliehe der kanonischen Darstellung empfiehlt es 
sich hier, die linearen Factoren einer der quadratischen Formen ip, 
■^, % einzuführen, so dass eine kanonische Darstellung dieser Art auf 
drei verschiedene Arten möglich ist. 

Wenn wir etwa die Factoren von qo, durch §, ij bezeichnet, als neue 
Veränderliche einführen, so nehmen die Formen i/?, % Gestalten an, 
welche dadurch charakterisirt werden, dass die simultanen Invarianten 
A^-i'oaAA^^ verschwinden. Eine solche Invariante hat, v\'enn a,^,a^,a^ 
die Coefficienten der einen, «„, «,, «^ die der anderen in ihr auftretenden 
Form bedeuten j den Ausdruck «y o^ — Sfl^ß^ + ffl^K^ (vgl. p. 4.). Bilden 
wir daher A^^ und A^^^ für die neuen Veränderlichen, in denen bei <p 
nur das mittlere Glied exiatirt, so reducirt der Ausdruck des Ver- 
Bchwindens von A^ und A^ sich darauf, dass in der neuen Form die 
mittleren Coefficienten von ?/) und % verschwinden. Die Formen i/j, 
1 drücken sich also durch die Quadrate von ^ und i; aus. Benutzen 
wir nun die Gleichungen § 44. (4) , um H, f durch § , tj auszudrücken, 
so folgt, dass auch diese Formen nur gerade Potenzen von '£, und ij 
enthalten können. 

In der kanonischen Form, deren Möglichkeit hierdurch bewiesen 
ist, können also nur noch die Biquadrate und das Product der Qua- 
drate von I und 9) vorkommen. Indem wir § und jj um passend ge- 
WLÜilte Factoren ändern, können wir noch die Coefficienten von ^^ 
und ij* (die, wenn keine Doppelwurzel von f=(i existiren soll, nie- 
mals verschwinden können) gleich 1 machen; indessen ist es zweck- 
mässiger, sie nur gleich zu machen, und also die folgende kanonische 
Darstellung von /' anzunehmen: 

(1) /-yd'+i'j+ese»!'. 
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Man kann nim sich die Aufgabe stellen, direct diese kanonische 
Darstellung für eine gegebene Form f zu flndon. Es muss dieses 
nach dem Vorigen mit der Aufsuchung der Formen tp, i}), % genau 
zusammenhängen; dass es andererseits mit der Auflösung der biqua- 
dratischen Gleichung /'=0 zusammenhängt, sieht man schon daraus, 
dass, wenn die kanonische Darstellung einmal gelungen ist, zur Auf- 
lösung der Gleichung /■= nur noch Quadratwurzeln erfordert 
werden. In der That, ist f in der Form (1) gegeben, so hat man 
sofort aus /'=0; 

oder auch, indem man addirt oder abzieht und mit | oder ^ dividirt: 



tii) 



n Vp = V {V -(iq + 2p + j/ -6q-2p) 
2r,]/p^l {l/-Gq + 2p^y-Gq-2p}. 



Diese Gleichungen geben in verschiedener Form dieselbe Lösung 
der biquadratischen Gleichung f=0\ man erhält daraus die übrigen, 
indem man die Vorzeichen der Quadratwurzeln ändert. 

Gehen wir von der kanonischen Form aus, so ist es sehr leicht, 
alle Covarianten und Invarianten in Bezug auf die neuen Veränder- 
lichen I, 71 zu bilden; wir wollen sie durch beigesetzte obere Striche 
bezeichnen; sie unterscheiden sich von den ursprünglichen Bildungen 
nur durch entsprechende Potenzen der T ran sformationsdeter min ante (| ij). 

Zunächst hat man 

(3) _ff=(5,).jr=(|,)..2||P + "" 2äi,i 

' ^ " ' " 1 2 g Itj ffs +1>'»J I 

Man sieht hier, dass die kanonische Form von 11 derjenigen von 
/' ganz analog ist. Denken wir uns p, q und den Wertli von (Sij)^ 
gefunden, so kann man aus (1) und (3) die Ausdrücke iX'-\-iff, 
iff— '»ff und 2%^if bestimmen, und erhält dann die folgenden Glei- 
chungen, welche mit den oben § 44. (4) gegebenen Bestimmungen 
von <p^, ii>^, jf wesentlich identisch sind: 

H^SqitvYf =({?)•(!)■- 9 «■). 2 r.1« 

(4) n+(q+p)(inff=(i^)'[3pq+i,'){i> + ^')' 

s+(i-i,)i.tv)'f = (iv)'(3pq-p'}{i'-n')', 

und aus welchen man |^ und rf sofort ausdrücken kann. Die erhaltenen 
Ausdrücke für §^, j;'^ sind bestimmt, abgesehen von einer möglichen 
Vertauschung und von einer gleichzeitigen Zeichen'ändorung beider, 



y Google 



Ißg Yierter Absohiiitt. Theorie der Foiinen 

was auf die Darstellimg (1) keinen Eiofluss lisit mul daher j^leicU- 
gültig bleibt. 

Von den Grössen q, p ist eine, wie sclion oben bemerkt, will- 

kürlicL. Das Verhiiltniss —aber, sowie (§t)V, ündet mmi, indem man 

die Wei-thü der Iiivaiiaiiten i und j in der kanouisclieu Diu-stelhiug 
bildet. Beiuitat man die in § 40. gegebenen Aiisrochnungun von ■( 
lind j, so erliiilt man: 

3 = {I nf / = {l i^f ■ 6 <i (p- ~ 'fi ■ 

Aus diesen Gleicliungen folgt: 



(5) {Inf^ 

(6) 



dq\f-qX 
Die eine dieser Gleichungen liefert den Werth von [irff, die 

Dass nur 

das Quadrat dieser Grösse bestimmt wird, erklärt sich dadurch, 
dass die Gleichung (1) ungeliudert bleibt, wenn q in —q verwan- 
delt wird, sobald nur gleichzeitig ^ ]/—l au Stelle von »j ge- 
setzt wird. 

Die eubische Gleichung (6) lässt sich durch eine einfache Sub- 
stitution in die eubische Gleichung Q ^= überführen. Setzt man 
nämlich 

so geht die Gleichung (6) in 

über. Die Gleichung (7) verbindet daher die drei Wertiie von ^^ mit 
den Wurzeln m, m', m" von Q = 0. 

Benutzt man die Gleichung (7), so verwandelt (5) sich in 

(8) «-!)'. 3 = -|. 

Durch die Gleichungen (7), (8) und (4) ist die kanonische Dar- 
stellung von f vollständig geliefert. 
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§ 50. Die absolute Invariante iiinl das Doppelveihaitiiiss. 

Die in der Gleielnmg § 49. (6) auftretende Grösse ^ hat die 

Eigenschaft, sieh bei linearer Transformation gar nicht zn ändern, 
and sie ist die einzige Invarianten Verbindung, welche diese Eigen- 
schaft haben Ivann. Sie ist daher eine absolute Invariante im 
Sinne des § 21., und theilt diese Eigenschaft mit dem Doppelverhält- 
niss, welches aus den vier der bi quadratischen Form zugeordneten 
Elementen gebildet werden kaaii. Ich werde jetzt die algebraische 
Beziehung entwickeln , welclie zv^ischen diesen beiden Grossen besteht. 
Setzt mau in den Formeln (2) des vorigen Paragraphen für den 
Augenblick der Kürze wegen 



so sind die vier linearen Factoren von f durch die Gleichungen dar- 
gestellt: 

?-(» + «, -.0 

5 + (« + «il = 

| + (.^()), = 0. 
Eines der Doppelvorhältnisse , welche aus den entsprechenden 
vier Elementen einer Punktreihe oder eines Strahlbüschels gebildet 
werden können, hat dann nach § 25. den Werth: 

(» + /3)-(..-ffl 

-{a + ß) + {a^f) ß" 

-(« + «-(»-« 
und es ist, wenn wir diesen Werth durch ö bezeichnen. 

Das Verhilltniss — steht also mit dem Doppelverhältuiss e in 
einem linearen Zusammenhango. Drückt man — durch 6 aus: 

P 3(1-«)' 
und führt dies in die Gleichung § 49. (G) ein, so ta-hält man die 
Beziehung zwischen der absoluten Invariante und dem 
Doppelverhältnisse; 
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Dieses ist für ff eine Gleichung sechsten Grades; ein Umetand, 
welcher der Thatsache entspricht, dasa aus vier Elementen sich sechs 
Doppel Verhältnisse hilden lassen. Die sechs Wurzeln dieser Gleichung 
raliesen daher so mit einander verbunden sein, dass, wenn 6 irgend 
eine derselben ist, die übrigen die Werthe annehmen: 

1 i_ J_ Iszl g 

ö ' ' 1— ö' G~ ' g — \' 

Man findet dies in der Thut bestätigt; denn die Gleichung (1) 

ändert sich nicht, wenn man au Stelle von e eine dieser fünf Grössen 

einführt. 

Die Auflösung der Gleichung (1) erfolgt dadurch, dass man 

dieselbe auf die cubisehe Gleichung Q = und auf quadratische 

Gleichungen zurückführt. Indem man nämlich den oben erhaltenen 

Werth von -■ in die Gleichung §49. (7) einlührt, kann mau dieser 
die Form geben; 



~ö. 1 — 2(J" 



Die rechte Seite ändert sieh nicht, M'enn mau a durch — ersetzt; 

man hat also, indem man für m die Wurzeln der eubischen Gleichung 
ß = einführt, drei quadratische Gleichungen in ff vor sich, welche 
drei Werthep aar e dieses Doppelverhältnisses ergeben; und zwar stehen 
immer zwei Werthe eines Paares in der Beziehung zu einander, dass 

wenn ff der eine ist, — der andere wird. 

Umgekehrt erhält man, wenn man in (2) 6 durch 1 — ff oder 

durch eraetat, die drei Wurzeln der eubischen Itesolvente durch 

ein Doppelverhältniss 6 ausgedrückt; 



iß) 



- ff. 1 - 2ff 

l-g+ffä 
'l + 6.l-2ff 

1 — <? + fi^ 

■ l + ff.2-6' 



Die Gleichung (1) erlaubt die Beantwortung der Frage, unter 
welchen Umständen einer der ausgeneichneteu Wertlie des Doppel- 
verhältaisses eintrete, welche in § 2t. erwähnt sind. 



y Google 



zweiter, dritter und vierter Ordnung. — g 50. 171 

Der Werth 0=1, bei welchem zwei Factoreii von /' zusammen- 
fallen müssen, führt selbstverständlich auf das Verschwinden der 
Discri min ante. In der That, setzt man — 1, so erhält man aus (1) 



Sollen die vier der Gleichung /'=Ü entsprechcuden Elemente da- 
gegen hannonisch liegen, so hat man ff = — 1, 2 oder ^. in alleo 
diesen Füllen verschwindet ib (1) der Nenner. Die Bedingung der 
harmonischen Lage ist also - 

i-o. 

Soll endlich das Doppelverhält iiiss liquianharmoniscli werden, so 
musa eine imaginäre dritte Wurzel aus (Ij, also ff^ — e -i- 1 = Ü sein ; 
der Zähler in (1) muss verschwinden. Die Bedingung der äqui- 
anliarmonischen Lage ist also 
■i=0. 

Diese beiden Fülle geben nicht zu so grossen Modificationen in 
der Auf lösung. von )(/■-+- Aif = Veranlassung, wie das Verschwinden 
der Discriminante. Doch ist die dabei auftretende Vereinfachung 
immerhin erheblich. Die Gleichung Q = ü verwandelt sich bei der 
harmonischen Lage in 

so dass 

„. = 0, .»■ = /-!-, .«" = -/i; 

bei der äquianbarmonischen dagegen in 



'fi. '.r^.'f^i. 



Im ersten Fidle wird also die cubische Gleichung reducibel, 
zweiten geht sie in eine reine über. Im ersten Falle ist 






'i • 
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es ist also H selbst ein Quadrat; und das Quadrat eines linearen 
Factors von )(/-f ^ ^ ist: 






Jm zweiten Falle hat i 



2 

2 

2 ' 

und das Quadrat eines linearen Factors von xf-^^H ist: 



Indem wir das Yorhergehende auf die zusammen gesetzte Form 
•xf-^-lH anwenden, gelangen wir zu folgenden ResuUateu, 



Unter den Formen xf'+lE giebt es 6, bei <lenen eii 
Doppelverhältnias von gegebener Grösse eintritt. Die 
selben bestiinmon sich durch die~ Gleichung 

(4) i',!.-cj',i, 

wo nach (1) 

c = 24 






wenn ff das gegebene Doppelverhiütniss ist. Nach § 41, (9), (10) liann 
man der Gleichung (4) auch die Form geben: 

(5) 3A'a+c.Q'-a-0, 

oder wenn man die Relation zwischen den Covarianten cubischer For- 
men berücksichtigt [§ 35. (7)] : 

Diese Gleichung sechsten Grades zerlegt sich also sofort in die beiden 
cubischcn Factoren : 



(6) &-+S2/-„-#g- 
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Die sechs Lösungen der öleicliung (4) zürfalleii also 
in zwei Gruppen ku drei. Insbesondere aber sind folgende l'äHe 
lier vorzuliegen : 

1. Für c = ß, wo das Doppelverliiiltuiss 1 wird, geht (6) iu Q = 
über. Die sechs Lösungen von (4) fidlen in drei Doppell iiaungen zu- 
sammen; und zwar sind dies keine anderen, als 

S+mf=0, H+m'f=G, H + m"f^O, 

oder 

9,^ = 0, ^« = 0, f = 0. 

In der Gleichung xf+i.H = könuen also im Allgemei- 
nen nicht zwei Lösungen zusammenfallen, ohne dass auch 
die beiden anderen zusammenfallen, 

2. Für c = QO erhalten wir §^ = 0; wird also das gegebene 
Doppelverhältniss ~1, so fallen abermals die sechs Lösungeu in drei 
Doppellosungen zusammen. Die Gleichung xf+lH=0 giebtin 
di-ei Fällen ein harmonisches System. 

3. Für c = giebt (5) A^j^O. Wird also das gegebene Doppel- 
verhältniss äquianharmonischj so giebt (5) zwei dreifache Losungen. 
Die Gleichung xf+lH=0 giebt also nur in zwei Fllllen 
ein äquianharmonisches System. 

Es ist bemerkenswerth , dass die Losungen aller unter (4) oder 
(6) enthaltenen Fälle wieder im Wesentlichen nur die Lösungen der 
Gleichung ß = erfordern, indem sie durch die Betrachtungen des 
§ 38. unter einander verbunden sind. — 

Die Gleichungen (3) geben noch bemerkeuswertlie Resultate, wenn 
man die Wurzeln der Gleichung f=0 einführt. Es seien a, ß, y, d 

die drei Werthe, welche — für /■=() annimmt. Setzt man alsdann''- 



und wenn 

*- ■' a — o .y — p w 

gesetzt wird, so verwaudoln sich mit Hilfe von (8) die Gleichuj 
(3) in folgende: 



^ Vgl, Hermito in CreUo's Journal Bd. 1 
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(10) 



während (1) i 

(11) 



ft. Theorie (ier 1 



.' 


«■ + « 


+«,•- 


i 


v—W 


»+»' 


' 


(«> + « 


+»■)■ 



(12) 



' {u — vy{v—'wf{w—uf 



Theilt man nun die letzte GIcichuug in die beiden: 

i = 3, >(»' + «• + <«•) 

i = 3 #(»-«) (»-»)(»-»), 

SO überzeugt man sich leicht, indem man in der Gleichung 

* = 2 («0 fflj — 4 ffl^ «3 + 3 »a^J 1 
die Coefficienten durch a„ und die synunetri sehen Functionen der a, 
ß, y, ä ersetzt, dass eine Gleichung von der Form der ersten Gleich- 
ung (12) entsteht, und daas daher in dieser x nur um eine numerische 
Ooiistante von «„ verschieden ist. Setzt man,, um diese zu finden, 

j5 = K, ^=^0 = 0, so erhält man f'=n,yX^ {x^ — cex^)^, al.so ^(^ = -^ , 
«3 = 0, «4 = 0, daher 

über zugleich it = 0, v = — a^, w~«^, also 

daher »£ = -7.-. Die Gleichungen (12) geben nun: 

i = ll (m-w) {v-w){w- u). 

Sodann aber erhült man aus (10) die folgenden einfaclien Be- 
ziehungen zwischen den Wurzeln der eubischen Resolvejite und denen 
der Gleichung f=0 selbst: 

m = -^ (w — V) 



(13) 



(14) 



fC«. 



•»"=-#(«-«)■ 
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§ 51. Geometri seile Interprclalioii. 

Die Gleichung /'=0 beatiimnt vier Elemente, welche ein Quadru- 
pel heissen mögen. Auch H=0 bestimmt ein Quadrupel, und die 
Gleichung xf+XIT^=0 bestimmt eine einfach unendliche Schaar von 
Quadrupeln, wenn man dem Quotienten y allmiilig alle möglichen 
Werthe beilegt. Jedes Element des geometrischen Gebildes {Punkt- 
reihe oder Strahlhüschel) gehört nur einem Quadrupel an, sobald R 
nicht vei^schwindet, was wir zunächst voraussetnen wollen. Denn sind 
^11 *2 gegeben und haben f, S keinen gemeinsamen Factor, so ist 

— durch die Gleichung 

xf+i.R = 
immer eindeutig bestimmt. 

Die Verschwindungselemente von T stehen zu den Elementen 
dieser Quadrupelschaar iu einer festen und eigenthiimlichen Beziehung. 
In § 49. haben wir gesehen, dass, wenn wir die Elemente eines der 
quadratischen Factoren von T als Grundelemente einführten, sowohl 
die andern Factoren von T als xf+XH selbst nur gerade Potenzen 
der Veränderlichen enthielten. Die beiden anderen quadratischen 
Factoren von T haben also dann die Form 

m i' -,',,' 

und in zwei eben solche Factoren zerlegt sich xf+XH. Aber nach 
% 25. (7) stellt diese Gleichung ein Elementepaar einer Involution dar, 
welche | = und tj = zu Doppelementen haben. Daher können wir 
folgende Sätze aussprechen: 

Die drei quadratischen Factoren von T reprä- 
sentiren drei Elementepaare, von denen je zwei zu 
einander harmonisch sind. 

In Bezug auf die Elemente eines jeden dieser 
Factoren zerlegt sich jedes Quadrupel der Schaar 
xf+ XII=0 in zwei Elementepaare, welche zu jenen 
beiden harmonisch sind, so dass den drei quadra- 
tischen Factoren von T die drei Zerlegungen der 
vier Elemente von xf+ XH=^0 entsprechen. 

Betrachtet man also die Elemente eines der drei 
quadratischen Factoren von T als Doppelelemente 
einer Involution, so gehören derselben als Ble- 
mentepaare sowohl zweimal zwei Elemente jedes 
Quadrupels xf+XH, als die der beiden anderen qua- 
dratischen Factoren von T an. 
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Dl ich (l]p Eiffcnschaft mit 7wei ElomPni«p'«iren eiuns Qiiiulru- 
pcib Inimoiiisch 7U sein, ist ein quttlrfitiseher Fietor von T volt- 
koramen tleiimit In dir Tliat giebt es iiiimBr iiu\ ein Elenieitlepaar, 
welches zu 7wei ijegebein'n Elemeiitepiaiei haimonisoh ist. Sind 
iiamlitb die ife_,pbpnt,ii Elemtiitepaaie durch die Gleichungen 

„ K„ x^ + 2 Kj a:^ a;^ + a^ x^ = 

^' ß^x^^ + 2ß^x^Xi + ß^xJ' = 

bestimmt, so niuss ein drittes, zu beiden harmoni«o.bc'fi Paar 

(3) ro ^i^ + 2y^x^x^ + yg a;/ - 

den beiden Bedingungen genügen: 

welche aussagen (vgl, § 49.), dass, wenn man die Verschwindungs- 
elemente von (3) als Grundelemente einführt, die Gleicliungen (2) nur 
noch die Quadrate der neuen Veränderlichen enthalten. Durch die 
Gleichungen (4) aber sind die Verhältnisse der y eindeutig bestimmt. 
In Bezug auf jede Combination von vier Elementen hat man also 
aus dem Vorigen den Satz: 

Theilt mau auf die drei mögliehen Arten vier 
Elemente in zwei Paare, und sucht jedesmal das zu 
beiden Paaren harmonische Paar, so sind die ent- 
stehenden drei Paare auch unter einander har- 
monisch. 
Bemerken wir femer, dass zur Charakter isirung von y die Eigen- 
schaft viSllig ausreicht, dass je zwei seiner quadratischen Factoren ein 
harmonisches System geben. Für T=^0 folgt aus §49. (4) die Form 

wobei die Factoren eines seiner quadratischen Factoren au Grunde 
gelegt sind. Auf die Form aber kann man jedes System von drei 
Elementepaaren bringen, von denen je zwei zusammen ein harmo- 
nisches System bilden. Nehmen wir nämlich eines als 1 1; an, so 
werden die anderen durch 

a^^ + b f 

ic^' + ßri' 
dargestellt, und damit diese zusammen ein harmonisches System bilden, 
ist die Bedingung zu erfüllen; 

aß + ha = 0, 
also 

« = f(a, ß = '- (i.h. 
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Das Froduct dieser beiden Factoren ist also, von einer Constan- 
ten abgesehen, 

otler, wenn man —^ , —4= an Stelle von £ und jj treten liisst , £" — if, 

/a' VI, 
wie es sein sollte. 

Ist ein System von drei zn einander harmo- 
nischen Elemenfcenpaareu gegeben, so bilden alle 
Quadrupel, deren verschiedene Zerlegungen jedes- 
mal zwei zu einem der gegebenen harmonischen 
Paare liefern, eine Scliaar ^f-\-XH=(), für welche 
die zugehörige Gleichung T~0 die gegebenen drei 
Paare gieht. 
Dasa uiimlich das Product der die gegebenen drei Paare dar- 
stellenden quadratischen Formen als eine Form T betrachtet werden 
könne, ist schon oben gezeigt. Um nun einzusehen, dass ausser der 
Quadrupelschaai- itf-\-XS keine anderen Quadrupel existiren, welche 
der obigen Bedingung genügen, braucht man nur zu zeigen, dass 
jedes Element nur in einem Quadrupel vorkommen kann; da sodann 
ein Quadrupel xf+i.H existirt, welchem dies Element angehört, so 
kann es keine anderen Quadrupel geben. Nun ist aber in der That 
ein den obigen Bedingungen genügendes Quadrupel durch eines seiner 
Elemente völlig bestimmt; die drei anderen findet man, wenn man zu 
ihm und einem der drei gegebenen Paare das vierte harmonische Ele- 
ment sucht. Damit ist der obige Satz bewiesen. 

Aus den Sätzen des vorigen Paragraphen folgt nun weiter: 

Unter den Quadrupeln, welche zu drei gegebe- 
nen gegenseitig harmonischen Elementenpaaren in 
der Beziehung des vorigen Satzes stehen, giebt es 
keines als die doppelt gerechneten Paare selbst, für 
welches zwei Elemente zusammenfallen, zwei die 
äqaianharmonisch, drei welche harmonisch sind; 
endlich sechs, welche ein irgendwie gegebenes 
anderes Doppelverhältniss besitzen. 
Hierbei ist immer vorausgesetzt, dass E nicht verschwindet. 
Tritt dieses ein, so fallen nach § 48. zwei der drei Paare von T in 
ein Paar zusammen, und die dieses Doppelpaar bildenden Elemente 
vereinigen sich zugleich. Das hierdurch ausgezeichnete Element 
(1 = 0) ist zugleicli Doppelelement aller Quadrupel xf+i.H, so dass 
von jedem Quadrupel nur zwei Elemente Übrig bleiben; sie bilden 
eine Involution, deren Doppelelemente durch den ungleichen quadra- 
tischen Factor von T gegeben werden. 

Cleljsoli, Theoiie der WnMen nlgeliv. Formen. 12 
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Insbesondere kann aber das Doppelpaar identisch verschwinden, 
so dasa nur ein Paar von T übrig bleibt. In diesem Falle werden 
alle Quadrupel xf+lH^Q identisch; und zwar fallen sie mit jenem 
Paar, doppelt gerechnet, zusammen, 

Ist nicht blos Ji = 0, sondern versehwinden i und j identisch, so 
enthält die Schaar xf+ IH=0 ein festes dreifaches Element und 
ein bewegliches einfaches. Ist endlich zugleich H identisch Null, so 
besteht f aus einem vierfach zu rechnenden Elemente, und alle Ele- 
mente der Schaar x.f-\-XH=0 fallen mit demselben zusammen. — 

Ich bemerke noch, dass der in § 39, eingeführte Begriff der 
cyclischen Projecfcivität hier wiederum auftritt. Ist nämlich j = 0, so 
kann man dem Doppelverhältnis s e in § 50. den Werth — 1 geben, 
und es wird daher für die kanonische Form g — 0, so dass 

gesetzt werden kann. Da die hieraus für /^O folgenden Werthe 

von — die vierten Wurzeln aus einer Zahl (hier— l) sind, so bilden 
V . . . '. . 

die der Form f zugeordneten Elemente ein eycliseh-projectivisches 

System in Bezug auf die festen Elemente | = 0, ^ — 0, d.h. in Bezug 

auf eines der Elementepaare von J' = 0. 

Dagegen zeigt die oben gegebene Form von T, dass immer zwei 

Paare von T=Q ein cyclisch-projectivischea System bilden in Bezug 

auf die Elemente des dritten Paares. 
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Fünfter Abschnitt. 

Simultane Grundform 



§ ^2. Covarianteii iiiiil luvarianien simultnuei- S;>^teiiie. 

Schon in § 31. wurde bewiesen, dasa die Covarianten und Inva- 
rianten simultaner Formen durch Ueberscliiebung der Covarianten 
der einzelnen Formen entstehen, denen dann nur noch die Invarianten 
der einzelnen Formen hinzuzufügen sind. Auch bei diesen Bildungen 
tritt der Begriff eines vollständigen Systems von Invarianten 
und Covarianten auf, indem wir durch diesen Ausdruck wieder ein 
System von Formen bezeichnen, durch welche alle nur denkbaren 
simultanen Bildungen sich als ganze Functionen mit numerischen 
Coefficienten ausdrücken lassen. 

In dem Vorigen zeigte sieh wenigstens in den Beispielen die 
Richtigkeit des früher augedeuteten Satzes, dass nUmlich bei den 
Covarianten und Invarianten einer einzelnen Form ein endhches voll- 
stiindiges System exiatire. So führten die Formen zweiter Ordnung 
nur auf Combinationen von / und D, die Formen dritter Ordnung 
nur auf Combinationen von f, A, Q, R, die Formen vierter Ordnung 
nur auf Combinationen von f, H, T, i, j. 

Wir werden nun den folgenden Satz beweisen: 

Wenn zwei simultane Formensysteme, f, <p, ip ... 
und F, 0, ¥ ... Jedes für sich auf ein endliches voll- 
ständiges System simultaner Covarianten und In- 
varianten führen, so sind auch die simultanen Co- 
varianten und Invarianten aller dieser Formen zu- 
sammen als ganze Functionen eines endlichen 
vollständigen Systems ausdrück bar.* 



* Diesen Satz, eo'wie im Wesentlichen den GJang der folgenden Untersuchungen 
gab Hr. Gordan im 2. Bd. der math. Annalen. Dass alle Invarianten einer 
Form als ganze runctiouen einer gewissen Anzahl ansgedrüciit werden können, 
wurde niitHölfe ganz anderer Methoden in einzelnen Fällen echon aosst bewieeen; 
für eine biqnadvatiscte Form, vgl. Salmon, Leasone, 2* ed. p. 169; für die 
Form fünfter Ordnung, vgl Hermite, sur la rösolution de l'öquation du 
cinquiöme dögre; für einige simultane Systeme, vgl Bessel, matii. Annalon, 
Bd. I. p. 173. 

12* 
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Da wir im Vorigen die Existenz eines endlichen vollstibidigen 
Systems bei den einzelnen Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung 
nachgewiesen hahen, da sie ferner hei Formen erster Ordnung wegen 
des in §5. Bewiesenen selbstverst'ändheh ist, so folgt zunäclist aus 
dem obigen Satze , dass auch noch Comhinationen irgend zweier For- 
men der ersten vier Ordnungen auf endliche vollständige Systeme 
führen, und durch fortgesetzte Anwendung des Satzes erkennt man, 
dass überhaupt jedes System simultaner Formen ein endliches voll- 
at&idiges System von Invarianten und Covarianten besitzt, sobald in 
dem Systeme nur Formen der ersten vier Ordnungen vorkommen. 

Um den Satz zu beweisen, schlage ich folgenden Weg ein. Das 
Yollständige System, welches aus den Formen f, <p , ^... hervorgeht, 
mag durch die Formen 

Ä„ A,... Äf,; i\, i;, ... By 
dargesteUt werden, unter denen die .4 Covarianten, die ü Invarianten 
bedeuten. Ebenso sei das ans F, <!>, H* , . . hervorgehende volJstUn- 
dige System: 

wo wieder die C Covarianten, die D Invarianten bedeuten. Nach § 31. 
erhält man nun alle ausser diesen aus dem simultanen System 

/', (p, 1^...; F, <D, ¥... 
hervorgehenden Formen, wenn man auf alle Arten die Ueber- 
schiebungen von Producton 

j\,"' .J\.f' ... /Ip"« 
über Producte 

G\'- . C/- . . . C/s 
bildet. Die Anzahl dieser Bildungen ist unendlich gross , da zunächst 
für die Grösse der Zahlen « und y keine Grenze vorliegt. Nur 
bezüglich der Höhe der anzuwendenden Ueberschiebungen stellt sich 
eine untere Grenze heraus, welche eingehalten werden muss, wenn 
man nicht zerfallende Formen erhalten will, Ist x die HBhe der 
Ueb er Schiebung, so hat man von beiden Producten die Jt'*" Polaren 
zu bilden ; ist also in einem der beiden Producte die Anzahl von 
Factoren («i + «g . . . + «^ und ^i + ^g ■ . ■ + ye) grösser als %, so zer- 
fallt die betreffende Polare in Theile, welche einige C oder A als 
Factoren enthalten, indem durch dj^e zur Polarenbilduug nöthige 
Differentiation immer höchstens k Factoren aflicirt werden können. Es 
zerfällt also dann auch die Ueberschiebung in Theile, welche einzelne 
C oder A zu Factoren haben, und das Eesultat kann daher aus 
niedrigeren Eil dimgen zusammengesetzt werden. Man braucht also 
auf die obigen Producte nur Ueberschiebungen anzuwen- 
den, welche wenigstens so hoch sind, wie die höchste der 
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Zahlen a, + a^.,. + Ku und y, + J'a ■ ■ ■ + ;"?- Andererseits ist eine 
obere Grenze für x immer dadurch gegeben, dass k die Ordnung des 
niedrigsten der Üb erzuschiebenden Producta nicht überschreiten kann. 

Dennoch würde das aus diesen Ueb er Schiebungen hervorgehende 
combinirte System unendlich viele Formen enthalten. Aber es wird 
gezeigt werden, dass man an Stelle der Ueb er Schiebungen, von dönen 
die Rede war, gewisse Theile derselben setzen kann, welche man noch 
in mannigfach verschiedener Weise wählen darf. Indem man eine 
Ueb er Schiebung durch einen solchen weiterhin zu definirenden Tlieil 
ersetzt, erhält man bei geschickter Wahl derselben in der grossen 
Mehrzahl der Fälle an Stelle der Ueberschiebung eine Bildung, vrelche 
das Product niederer Formen ist, daher nichts Neues giebt und aus- 
gelassen werden darf. Die übrigbleibenden Bildungen sind dann nur 
noch in endlicher Zahl vorhanden und sind das gesuchte combinirte 
System, dessen Endlichkeit damit bewiesen ist. 

Um den hier angedeuteten Weg verfolgen zu können, ist es zu- 
nächst erforderlich, die Operation des Ueb er Schiebens für den Fall 
genauer zu betrachten, in welchem beide über einander zu schiebende 
Formen als irgend welche wirkliche oder symbolische Producte gegeben 
sind, und die oben erwähuten Theile von Ueberschiebungen zu de- 
finiren. Dies soll im folgenden Paragraphen geschehen. 

% 53. Uebersclilelmiigen symbolischer rrodncte und Theile derselheu. 

Es seien a^., ö.r . . . die symbolischen linearen Factoren der einen 
Form, welche theils gleich, theils verschieden und theils Symbole von 
Grundformen, theils solche von Covarianten sein können. Zum Zwecke 
der x''" Ueberschiebung wird zunächst die k" Polare gebildet (§ 30.); 
es wird also in dem gegebenen Ausdruck überall statt a:,, x^ gesetzt 
Xj + Af/j, a^j + Ai/j, und, von einem gewissen numerischen Factor 
abgesehen, der Ooefficient von k" genommen. Derselbe besteht aus 
einer Summe von Termen, welche mit positiven Zahlen multiplicirt 
sind und welche sämmtlich aus dem ursprünglichen symbolischen 
Producte dadurch hervorgehen, dass mau in x linearen Factoren des- 
selben Xj^, aig durch y,, y^ ersetzt. 

Ist sodann 0^;'" die zweite gegebene Form, mag diese ein Pro- 
duct mehrerer Fonnen sein oder nicht, so hat man in jedem einzelnen 
Glieds der beschriebenen Polare y^, y^ durch 0g, — 0^ zu ersetzen 
und mit O^;"'""'' zu multipliciren. 

Die Ueberschiebung ist also hierdurch auf eine erste Art in eine 
Reihe von Gliedern zerlegt, welche alle, abgesehen von positiven 
numerischen Factoren, aus dem ursprünglichen Ausdrucke der ersten 
Form entstehen, indem man k der GrÜssen 
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durch 

(«6), {hO). .. 
ersetzt, und mit Oj^"'"" multiplicirt. 

Nach den Sätzen des § 31. [Formel (3)j kann iiüin ein solches 
ttlfed der Ueber Schiebung durch die lieber Schiebung selbst 
und niedere Ueberschiebungen auedrücken, indem die dort 
durch 9 bezeichnete Form von selbst immer wieder diejenige erste 
Form wird, von der wir ausgingen, und von deren Polare ein Glied 
zur Bildung des fraglichen Gliedes der Ueber Schiebung benutzt wurde. 
Man erlüllt sie nach den dort angegebenen Regeln, wenn man in dem 
fraglichen Theil der Polare die y durch die x ersetzt, wodurch mau 
in der That zu der ursprünglichen Function zurückkehrt. Sprechen 
wir also den Satz aus: 

I. Wenn man, statt eine Ueberschiehung 

zu bilden, in einem Gliede der x'™ Polare von (p die 
Ui) Vi durch Q^, ~ 0j ersetzt und mit Q^"'-" multipli- 
cirt, so unterscheidet sich die entstehende Form 
von der betreffenden Ueberschiebung nur durch 
Glieder, welche niedrigere ueberschiebungen (als 
die x'*"') von© mit anderen Formen sind. 
Wenn wir nun auf diese Weise die Ueberschiebung in eine An- 
zahl von Gliedern zerlegten, indem wir an Stelle der einen von 
beiden Functionen ihren Ausdruck als symbolisches oder wirkliches 
Produet setzten, so können wir zweitens jedes der erhaltenen Glieder 
weiter zerlegen, indem wir auch die aweite Function durch ihren 
Ausdruck als wirkliches oder symbolisches Produet ersetzen. Eines 
der oben erhaltenen Glieder entsteht aus Qj" auf folgende Weise. 
Bilden wir mit Hilfe von x Reihen von Veränderlichen y, s ... die 
x'^ Polare 

0^'«-«0j0, ... 

und setzen wir nun an Stelle von y^^, j/^; s^, s^ . . . beziehungsweise 
f*!! — «aJ &i) —\---i multipKciren wir endlich mit demjenigen sym- 
bolischen Ausdrucke, welcher in dem Gliede der Ueberschiebung alle 
nicht enthaltenden Factoren umfasst, so erhalten wir das gegebene 
Glied der Ueberschiebung, 

Bilden wir nun diese Polare Gj™— '^ 9,, 0^ . . . . Zu diesem Zwecke 
nehmen wir in 

den Coefficienten von ^ . ft . . . . Setzen wir an Stelle von den 
Ausdruck dieser Form durch andere Symbole, und seien 
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«.^.y. ... 
die dabei aufti-utonden linearen Factoren, welche tlieila gleich, tlieils 
verschieden und theils ursprüngliche Symliole , theils Symbole von 
Covarianten sein können, so besteht diese Polare wieder aus einer 
Anzahl von Gliudern, welche mit positiven Zahlen multiplicirt sind, 
und deren jedes entsteht, indem wir in irgend jc der symbolischen 
Factoren a^, ß,^, y^ ■ . . von die x beziehungsweise durch die 
y, s . . . ersetzen. 

Wenn man also irgend zwei als symbolische Producte gegebene 
Formen tp, über einander schiebt, so erhalt man eine Summe 
symbolischer Producte, welche einzeln dadurch entstehen, dass man 
K der linearen symbolischen Factoren 

von qs 'gewissen x linearen symbolischen Factoren 

von einzeln zuordnet, aus entsprechenden immer die Determinanten 

bildet, und das Product derselben mit den übrigen symbolischen 
Factoren von fp und multiplicirt. Die x*" Ueberschiebung von gj 
mit ist das Aggregat der beschriebenen einzelnen Theile, joder mit 
einer positiven Zahl multiplicirt. Solche symbolische Producte, 
wie sie eben beschrieben wurden, sollen schlechthin Theile 
der Ueberschiebung heissen. 

Ein solcher Theil einer Ueberschiebung besteht aus drei Gruppen 
von Factoren; erstens aus einer Reihe von Factoren, welche (p ent- 
hielt, zweitens aus einer Reihe von Factoren, welche 6 enthielt, drit- 
tens aus den x Factoren 

(««), (!>/ä), {'■/)■■■ ■ 

Die letzteren sind die einzigen, welche die in gj und die in Q 
vorkommenden Symbole gleichzeitig enthalten. 

Ist umgekehrt ein symbolischer Ausdruck 
M.N.{aa)ihß){cy)... 
gegeben, in welchem M die Symbole «, ß, y .. . nicht enthält, und 
K die Symbole a, b, c . . . nicht enthält, so kann derselbe immer als 
Theil der x'^" Ueberschiebung der beiden Formen 

angesehen werden. 

2. Die Summe der positiven Zahlen, mit denen 
die Theile der Ueberschiebung multiplicirt werden 
müssen, um die ganze Ueberschiebung zu erhalten, 
ist gleich I. 
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Dieser Satz ist sehr leicht zu beweisen. Demi diese positiven 
Zahlen sind von der Natur der symbolischen in q^, auftretenden 
Symbole unabhängig und hängen all ein von den Ordnungen der- 
selben und der Zahl x ab. Nimmt man nun fp = aj^, Q = aJ" an, 
so werdet! alle Theile der Heb er Schiebung einander gleich und man 
erhält also die ganze TJeberschiebung gleich einem Theile derselben, 
multiplicirt mit der Summe jener positiven Zahlen. Aber jeder Theil 
der Uebersebiebung ist auch ihr selbst gleich , nRnilich gleich ■ 

{a a)" a/'^" a^:'" " ' ; 
daher niuss die Summe jener positiven Zahlen gleich 1 sein. 

Hieran knüpft sich sofort der folgende wichtige Satz, der ge- 
wisaermassen eine Fortsetzung des Satzes 1. ist. 

3. Die Differenz zwischen der k'™ Ueberschiob- 
ung von tf und und einem der oben beschriebenen 
Theile derselben setzt sich ans niederen Ueber- 
schiebungen verschiedener Fnnctionenpaare ip, 0'; 
tp" , Q" . . . zusammen, von denen die einen {rp' , ip" . . .) 
nur die in tp auftretenden, die anderen (0', 0"...) 
nnr die in auftretenden Symbole enthalten. 
Sind niimlich P, P„ P^ ■ ■ ■ ^^^ Theile der Ueberschiebung, // 
dirae selbst, so hat man 

U=€F+€,1\ + C,I\... 

und c + üj + (!^ . . . = 1 , daher 

ü"^ P= 0"- (c + q + Ca . . .) P= c, (Pi - P) + Ca (P, - P} . . . . 
Die Differenz, von welcher in dem Satze gesprochen wird, setzt 
sich also aus Differenzen je zweier Theile der lieber Schiebungen zu- 
sammen. Der zu beweisende Satz ist daher auf den folgenden zurüclc- 
gef Qhrt : 

4. Die Differenz zwischen zwei Theilen der x'"^ 
Ueberschiebung von <p und lässt sich immer uns 
niederen üeberschiebungen von Functionenpaaren 
q)', 0'; f" , 0"... zusammensetzen, von denen die (p', 
tp" nur die Symbole enthalten, welche in g>, dagegen 
0', 0" nur diejenigen, welche in vorkommen. 

Die verschiedenen Theile der Ueberschiebung unterscheiden sich 
nämlich nur durch die Art, wie unter den verschiedenen linearen 
Faetoren 

«.., K, c. . - - 
einerseits und 
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amäerei^eits je m ausgewählt und einander zugeordnet sind. Durch 
Einschaltung anderer Theile der üebev Schiebung kann man alan dip 
Differenz 

1^, ^ P = Pj - Pi + Pi - Pp . . . . + Pn - P 

immer in solche Differenzen zerlegen, die sieh nur durch verschie- 
dene Benutzung eines Buchstahenpaares unterscheiden; es ist also 
nur nöthig, für solche Differenzen den Satz zu beweisen. Nun 
bann dieser Unterschied bei einer Differenz F^ — Fq auf dreierlei Art 
eintreten, nämlich: 

1. Bei Pj, gehört ein Symbol a zu den herausgehobenen, ein 
Symbol h nicht, iviUirend dies bei Pq umgekehrt ist. Man hat also 
eine Gleichung folgender Fonn, in welcher Jlf den gemeinschaftlichen 
symbolischen Fuctor von Pj^ und Fq bedeutet: 

P,-P, = Jf.[S,(o.)-<..(S.)l. 
Dies giebt aber 

Pl-P, = M-(o6)«.. 
Die Differenz Pj — Pp enthält also Symbole a, h . . . mit Symbolen 
a, ß . . . nur noch in x — l symbolischen Factoren verbunden, ist also 
Theii der (;c— 1)'™ ü eher Schiebung einer Function <p' über eine 
Function 0'. 

2. Dej^elbe Unterschied tritt in Bezug auf zwei Factoren «a, ß.c 
ein; dieser Fall wird genau wie der vonge behandelt, und führt zu 
demselben Resultat. 

3. Die herausgehobenen Factoren sind beidemal dieselben, es 
ist aber einmal a mit k, b mit ß, das andere Mal a mit ß, b mit 
« verbunden. Man hat also : 

Z\- Fg = M . {{aa){bß) - (aß) [ba)] 
= M.(ßb){^ß); 
was wieder auf denselben ScMuss führt. 

Bewiesen ist hierdurch ohne Weiteres folgender Satz: 

5. Die Differenz zwischen zwei Theilon der k'™ 
Ueberschiebung von (p mit setzt sich aus Theilen 
der (x — l)*«" Ueberschiebuiigen von ij)', 0; 9)", 0" etc. 
zusammen (die Oharakterisirung der letztern Fun- 
ctionen wie bei Satz 3. und i.). 
Hieraus folgt aber auch endlich die Richtigkeit von Satz 3. 
Denn in Satz 5. kann man die Theile der (jc — 1)*™ Ueberschiebung 
durch diese selbst und Differenzen ihrer Theile ersetzen. Nehmen 
wir also an, der Satz 3, , dass solche Differenzen durch niedere 
Uebersehiebungen ausdruckbar sind, sei fl\r Theile der (x— l)*''" 
Uöberschiebungen bewiesen; der Satz 5. lehrt dann, dass 3. auch 
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für Thcile der x*™ UeberscLiebung richtig sei. Für Theile der ersten 
Ueberschiebung abet ist der Satz 3. richtig; denn die Theile der 
nullten, auf welche 5 für diesen Fall führen wUrde, sind nullte 
üeberschiebungen , d. h. Produete 9)', 0'; (p" , 0" . . . selbst. Die 
Richtigkeit des Sataes 3, ist, also hierdurch allgeinein dargethan. 



§ 5-1. t^iiiiiillaiie 'ijskme liesit/eu ein ciidliLlica t ollst imdi^os Foriiicnsy^tcm, 
nfnu die eiiueliieii Fuiiiitu tlu Holchc» biisitieu. 

Die vorstehenden Untei suchungen fuhien nun vuu selbst dazu, 
wie die Covarianten und Invaiianten simultaner Sy&teme anzuordnen 
sind. Der Allgemeinheit wegen nphme ich wie oben an, dass die 
Covarianten bez Invaiianten 

A^, A^ ... Au; B„ B^ ... B^ 
ein vollständiges Fori oeusy stein für die siiuiiltaiien Gniudfüraieii 

/■, <p, iij..., 
und ebenso 

6\, C, ... C'g; Dl, J), ... Da 

ein solches für die siiiiiiltaimu G ruiidforoieii 
F, ct>, V . . . 

bilden. Die Cüvarisiutcn und Invarianten, welche bei dem vereinigten 
System 

f, q), i>...; F,<i>,^< ... 

zu den vOTigen noch hinzutreten, erhält man nach § ?>] . diiruh die 
Üeberschiebungen der Formen 

^,"'.^^"'... A^"!^ 
über die Formen: 

6\^'.C/'... 0/e. 

Diese UebeTscbiebnngen,_ deren Zahl unendlich gross ist, und 
denen ich die Formen Ä, ß, C, D selbst zugeselle, ordne ich zu- 
nächst nach der Gesammtdimension , welche dieselben in Bezug auf 
die Coefflcienten säramtlicher zu Grunde gelegten Formen besitzen. . 

Formen gleicher Gesammtdimension ordne ich weiter unter sich 
nach der Hohe der TJeberschiebung , mittelst deren sie aus den oben 
angeführten Producten entstanden sind, wobei die nullte (Product) 
nicht ausgeschlossen ist. 

Wie endlich die Anordnung der Bildungen in diesen untergeord- 
neten Gruppen stattfindet, ist gleichgiltig. 
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Be/,eichneu wir der Deutlichkeit wegen ilie, Urtlimngeu der 
Formen 

durch 

«^ , «^ . . , ; Cy, c.^ . . ., 

ihre Greaauimtdimejisiüu in den Coefficienten der tirundt'ürmeii durch 



Daim hilugt die Stellung der i'""' Ueb er Schiebung der Producte 

A;\Ar...; o/'.c/-... 

über einander von den beiden Zahlen v und 

fi -= *-j «1 + r^ «a + . . . + s, q + Sa Ca + . . . 
ab, und die ganze Anordnung der üeberschiebungen jj:eachieht der 
folgenden Tal'el geiniisa, in welcher die jeder Gruppe angoliörigen 
Formen durch 

fixv, q>'iiv, rp"ii^ ■■■ 
bezeichnet sind: 
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; in der ersten Abtheilung dieser Tafel neben (t = 1. nur der 
) Werth V — steht, begründet sieh leicht; denn unter n=l 
können überhaupt nur die Grundformen selbst enthalten sein, die 
dann durch Ueber Schiebung nicht entstanden sein können; doch 
können sie füglich unter die nullten üeberschiebungen gerechnet 
■werden, wie , im Folgenden geschehen soh, ' Ebenso soll jede der 
Formen Ä, B, C, 1) in der Tafel bei den nullten üeberschiebungen 
mit aufgezählt werden. Sie haben mit diesen insofern gemeinsame 
Natur, ala auch diese als ganze Functionen der A, JB, 0, D unmittel- 
bar aas drückbar werden. 

Man übersieht nun sofort, dass die Vollständigkeit dieses Systems 
in keiner Weise leidet, wenn man jede Form der Tafel um eine 
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ganze mit numerischen Coefficienten versehene Function solcher For- 
men vermehrt, welche in früheren Gruppen vorkommen; wenn man 
also an Stelle von 9„i,'^' die Form setzt: 

*..'" = i',,'" + e, 

WO G eine ganze Function solcher Formen 9 bedeutet, bei denen 
entweder der erste Index kleiner als (i, oder der erste gleich ji, der 
zweite aber kleiner als v ist. Mau kann nämlich, wenn die ij> so 
definirt sind, auch umgekehrt die Formen ip snccessive als ganze 
Functionen der tj) ausdrucken; und wenn man also davon ausging, 
dass alle nur denkbaren simultanen Covarianten und Invarianten der 
combinirten Systeme sich als ganze Funetionender q» ausdrücken las- 
sen, so folgt, dass sie auch als ganze Functionen der jj; ausdrück- 
bar sind. 

Na«h den Sätzen des vorigen Paragraphen erhält mau aber ein 
System der ^, wenn man jede Ü eher Schiebung ip durch einen ihrer 
dort beschriebenen Theile ersetzt, Es ist dabei gleichgiltig , ob bei 
der Bildung dieser Theile die Symbole der A, bez. C, erhalten bleiben, 
oder ob dieselben theiiweise oder ganz in Symbole früherer A, bez. 
C, aufgelöst werden. Immer unterscheidet sich nach dem Frühern 
ein solcher Theil von der Üeberschiebung tp nur um Glieder, welche 
durch niedere U eher Schiebungen von nur Symbole der A enthaltenden 
Formen über solche entstehen, welche nur Symbole der C enthalten. 
Da nun die A, B und die C, D vollsländige Formensysteme bilden, 
so zerfallen diese niederen Ueberachiebungen in solche von Prodncten 
der A, S über Producte der 0, D. Sind hierbei wirkliche Factoren 
B, 1) vorhanden, so i'erf'illt eine solche niedere Üeberschiebung in 
Producte von B, D mit Fointen \on niederem fi, ist kein Factor 
B; B vorhanden, =!0 hat doch die Uebei Schiebung ein niederes v, 
während der Werth \on u deiselbe wie hei ip geblieben ist. Ein 
Theil der Üeberschiebung ip unterscheidet sich also von fp nur 
um eine ganze Function tiuheiei tp, und hat daher den Charakter 
einer Form 1/), 

Somit kann man den batz tusapiedieji 

1, Alle simultincu In^ainnt.n und Lovarianten 
des combinirten Systems lassen sich als ganzeFun- 
ctionen desjenigen Formensystems ^ darstellen, 
welches man erhält, indem man von jeder üeber- 
schiebung eines Productes von A über ein Product 
von irgend einen Theil wählt, und die so erhal- 
tenen Formen i^' den Formen A, B, C, B hinzufügt. 
Auch das System der 1^ ist noch unendlich gross. Aber wenn 
es sich nur dai'um handelt, ein System von Formen zu finden, durch 
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welches alle Invarianten .und Covarianten des combinirten Systems 
sieh als ganze Functionen ausdrücken lassen, so kann maji in dem 
Systeme der Tp jede Form übergehen, welche als ganze Function von 
früher in diesem System auftretenden Formen ausdrückbar ist. 

Esistirt nun in irgend einer lieber Schiebung <p ein Theil, welcher 
in Factoren zerfällt, so kann dieser als das betreffende i^ gewählt 
werden. Dasselbe zerfällt in das Product zweier Formen von niede- 
rem Gesammtgrade ; jeder dieser Factoren aber ist durch Formen f 
darstellbar, und diese Formen ip gehören also niederem Zahlen (i an, 
kommen daher in der Tafel früher vor. Sonach ist ein solches ^ 
durch frühere ^ auadrückbar, und darf demnach ausgelassen werden. 

Durch diesen Umstand wird das übrigbleibende System der ip 
ansserordentlich beschränkt; es l'ässt sich zeigen, dass es immer ein 
endliches ist, während das ursprüngliche unendlich gross war; womit 
denn die Existenz endlicher simultaner Systeme von Invarianten und 
Covarianten für ein solches combinirtes Pormensystem nachgewiesen ist. 

Sprechen wir zunächst den Satz aus: 

2. Alle Covarianten und Invarianten derSysteme 
A„ Ä^...; B^, B^...; G^, C^...; B,, B^ . . . lassen sich 
aus Producten der A, B, C, I> und aus solchen 
Ueberschiebungen von Producten der A über Pro- 
ducte der C (oder Theil en derselben) zusammensetzen, 
in denen kein zerfallender Theil vorkommt. 

Um nun hieraus die Endlichkeit des combinirten Systems abzu- 
leiten, kann man folgenden Satz aufstellen: 

3. Wenn in einer Ueherschiobung der Producte 

A^"' .A^"^..., C/'.C/'- ... 

kein zerfallendes Glied vorkommen soll, so darf 

keines der a grösser sein als die Summe der Ord- 

nunji^en (;j, c^ ■ ■ ■ ^'H^i' Functionen C, und umgekehrt 

darf keines der y grösser sein als die Summe der 

Ordnungen «j, «^ . . . aller Pauctione'n A. 

Nehmen wir, um diesen Satz zu beweisen, an, es sei eines der <x, 

etwa a^, grösser als die Siunme der c (also, da jedes c wenigstens 

l ist, nothwendig «[>!), und zeigen wir, dass dann nothwendig ein 

zerfallendes Glied in' der üeberschiebung vorkommt. Ist in diesem 

Falle die Höhe v der üeberschiebung nicht grösser als a, («^ — 1), 

so tritt ohne Weiteres ein zerfallendes Glied auf; denn man kann 

alsdann die v"' Üeberschiebung schon auf den Factor A^^">~'^ des 

ersten Productee anwenden, so dass auf diese Weise ein Theil der 

üeberschiebung entsteht, welcher A^.A^"^... als Factor enthält. Es 
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ist also nur noch der Fall zu betrachten, wo die Höhe v der Ueber- 
scliiebung grösser ist als % («i— 1), also gleich oder grösser als 
a, {c^ + C2 . . .), da a^ wenigstens um 1 grösser als c^ + c^... ist. 
Andererseits ist, damit die lieber Schiebung überhaupt möglich sei, v 
gleich oder kleiner als die Ordnung des zweiten Products, daher 
gleich oder kleiner als c^y^ + c^y^ . . . . Man hat somit , indem man 
die Grenzen vergleicht, in welche v eingeschlossen ist: 

Cin + Cäri; ■■■ >«i((^i4-C2 ■■■)> 
oder 

Mindestens eine der Zahlen yi — (t^, ys~'^h---> n™ss also >0 
sein. Sei y^ — a^ eine solche, dann ist 

und zugleich wegen der Voraussetzung 

Die beiden über einander zu schiebenden Producte haben also die 
Form 

A,'' . M und C,'" . N. 
Die Höhe v der U eher Schiebung ist nach dem Vorigen wenigstens 
gleich a^ (c^ -^-c^ . . .), also auch wenigstens gleich a^ c^ , und man hat 
also etwa 

v^a^c. + h, 

wo h Null oder positiv ist. Nun kann man ein Glied dieser TJeber- 
schiebung dadurch bilden, dass man zunächst A^'< und C,"' für sich 
a^.c^ mal über einander schiebt, wodurch eine Invariante J entsteht, 
und ausserdem M und N noch h mal über einander schiebt, was 
immer möglieh sein muss, wenn eine U eher Schiebung von der gefor- 
derten Höhe überhaupt stattfinden konnte. Man hat also ein Glied 
der Ueherschiehung gebildet, welches eine Invariante J als Factor 
enthält. 

Hierdurch ist einmal der Satz 3. bewiesen, andererseits aber 
auch gezeigt, dass, uin alle Invarianten und Covarianten des coni- 
binirten Systems zu erlmlten, es nur nöthig ist, eine endliche 
Anzahl von Producten über einander zu schieben, insofern die Zahlen 
«, y bestimmte endlich gegebene obere Grenzen nicht Überschreiten 
dürfen. Und so kann man folgende Sätze aussprechen: 

4, Wenn zwei Formensysteme f, <p,iii ... und F, <t>, 
V ... jedes für sich auf ein endliches vollständiges 
System simultaner Covarianten und Invarianten 
führen, so sind auch die simultanen Covarianten 
und Invarianten aller dieser Formen zusammen als 
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ganze Functionen eines endlichen vollständigen. 
Systems ausdvüekbar. 

5. Sind Ä^, A.^... die Co Varianten, B,, B^... die 
Invarianten des ersten, G^, C.^ . . ■ die Covarianten 
und D^, D^ . . . die Invarianten des zweiten Systems, 
80 erhält man alle zurVervoUständigung des gemein- 
samen vollständigen Systems erforderlichen For- 
men, wenn man die Ueberachiebungen derProducte 

[bez. die oben (S. 183) defir 

bildet, wobei keines der 

der Ordnungen aller C, 

die Summe der Ordnunge: 
Es ist hervorzuheben, dass das auf solche Weise construirte 
System simultaner Formen noch überflüssige Formen enthalten kann, 
welche sich als ganze und rationale Functionen der übrigen ausdrücken 
lassen. Der zweite der obigen Sätze giebt also für die Grosse des 
entstehenden Systems von Invarianten und Covarianten nur eine obere 
Grenze. 

Wenn man die Sätze 4. 5. wiederholt anwendet, so kann man 
von einzelnen Grundformen zu demjenigen System fortschreiten, 
bei welchem alle zugleich zu Grunde gelegt sind. Man hat also 
den Satz: 

6. Wenn die Formen f, ip, ^ . . . einzeln endliche 
vollständige Systeme von Invarianten und Cova- 
rianten besitzen, so führt auch die Combination 
dieser Formen auf ein endliches System. 

Insbesondere ist durch die Untersuchungen des vierten Abschnitts 
Bchon folgender Satz erwiesen: 

7. Simultane Formen, deren keine die vierte Ord- 
nung überschreitet, habon ein endliches vollstän- 
diges System von Invarianten und Covarianten, 

Einige solcher Systeme sollen jetzt etwas genauer betrachtet 
werden. 

§ 55. Simultane Systeme, 

lorni 

Denken wir uns ein System von Covarianten und Invarianten 

A„ A,...; B,, B^..., 

welche für gewisse Grundformen (jd, i^ . . . ein vollständiges System 

bilden. Nehmen wii' an, es trete zu diesen Grundfonnen eine weitere, 
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lineare, hinzu, ujid untersuchen wir, welche Erweiterung das voll- 
ständige System der Co Varianten und Invarianten, nunmehr erfah- 
ren mns9. 

Die hinzutretende lineare Grundform sei 

Na«h dem "Vorigen darf hier keine der Zahlen a^ grösser als 1 
angenommen werden; man erhält also alle Formen des neuen simul- 
tanen Systems, wenn man dieUeberschiebnngen, oderTheile der Ueber- 
schiebungen, der Producte verschiedener j1 über Potenzen von /" bildet. 
Hierbei ist erstlieb klar, dass die Höhe der Uebersehiebung immer 
gleich dem Exponenten der Potenz von f genommen werden mnss, 
vrenn nicht eine Poteun von f als Factor übrig bleiben soll. Man 
hat also nur /^ p mal über Producte von Ä zu schieben. Nun erhalt 
man die Glieder dieser Uebersehiebung, indem man in q symbolischen 
Faktoren des Productes x^^ und x.^ durch a^ und — a^ ersefet. Daher 
entsteht aus einem Proiluct mehrerer A immer wieder ein Product 
solcher Formen, die aus den einzelnen A hervorgeben, und man siebt 
also, daaa man nur die einzelnen A über Potenzen von /', 
oder, was hier dasselbe sagen will, wiederholt Über /'zu 
schieben hat. 

Ist also A^ Aj^ irgend eines der Ai, so gehen hieraus durch 
Uebersehiebung mit f die Formen hervor ; 

A^'^-^ {Aa), Ar-"" {Aay, ^^-"-^ [Aaf .... 
Alle diese Formen entstehen aus den Polaren 

A,r- ' A,j, A^'"~^A,/, A,^"—^A,/ . . . , 
indem man darin y,, y^ durch c^, —«, ersetzt. Man kann also fol- 
genden Satz aussprechen: 

Bilden die Formen 

A^, ^...; B„ B,... 
das vollständige System der Covarianten und In- 
varianten der Grundformen tp, ili..., und wird das 
System der Grundformen um eine lineare Form 

f= ß^ x^ -\- a-^ x.^ 
erweitert, so treten zu dem vollständigen Systeme 
ausser f nur diejenigen Formen hinzu, welche ent- 
stehen, wenn man in den Polaren der A die y^, y^ 
durch dg, — ß^ ersetzt. 
Es ist hiemach leicht, auch die Vergi'össerung anzugeben, welche 
durch Hinzufügung einer beliebig grossen Zahl linearer Formen bei 
dem vollständigen System eintritt. 
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Waren unter den Formen qo, ^... schon lineare enthalten, so 
gehen diese hei Anwendung des ohigen Satzes nur immer zu einer 
Polare, also auch nur zu einer Bildung Veranlassung, namlieh zu 
der Determinante der frühern und der neuen linearen Fonn. Waren 
aber ferner unter den J. schon Formen enthalten, -welche durch Hin- 
zufügung einer Kneareu Form zu früheren entstanden waren, also 
Formen, welche mittelst des obigen Satzea aus Polaren hervorgehen, 
BO geben diese bei Zufügung einer weitem linearen Form zu erneuer- 
ter Polarenhildung Veranlassung, d. h. sie führen auf BilduDgen, 
welche aus Polaren mit mehreren Reihen von Veränderlichen entetehen, 
indem man statt derselben die Coefficienten verschiedener linearen 
Formen einführt. (Wegen des erweiterten Begriffs der Polare vgl. § 10.) 
Setzt man also q), jfi . , . als nicht linear voraus, und bilden die 
Formen 

das vollständige System ihrer Covarianten und Invarianten, so er- 
weitert nach Zufügung einer Anzahl linearer Formen sich das voll- 
ständige System um folgende Bildungen: 

1. Die linearen Formen selbst. 

2. Die zwischen je zweien gebildeten Determinanten. 

3. Die Formen, welche aus den mit mehreren Reihen von Ver- 
änderlichen ?/^ , j/ä ; 2, , Sjj . . . gebildeten Polaren von j4, , A^ . . ■ ent- 
stehen, indem man y^, y^; s^, B^. .. durch die Coefficienten a^, — oi^; 
&2, —61 ... der hinzugefügten linearen Formen ersetzt, 

Nach der Entstehung a weise der Polaren kann man die letzteren 

Bildungen auch dadurch ableiten, dass man in Ä^, A^ statt X-^, x^ 

die Grössen 

x, + Xa^ + fth^ . . ., x^ — lu^— }ihi . . . 

setzt, und die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von X, ft ... 
einzeln bildet. 

Wenn insbesondere nur lineare Formen gegeben sind, kommt 
man auf die Sätze des § 9. zurück. 



% 56. Simultane Systeme, In denen ausser anderen Onindformeu eine 
«luadr »tische vorkommt. 

In ganz ahnlicher Weise kann man die Erweiterung angeben, 
welche das vollständige System der simultanen Covarianten und In- 
varianten rp, 1^ . . . durch den Zutritt einer neuen Grundform zweiter 
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erfährt. Sind wieder Ä^, Ä^ . . . die Covarianteii des vollständigen 
Systems, so hat man nur Ä^''• Ä^"^ . . . über Potenzen von /"zu schieben, 
da f selbst keine weiteren Covarianten mit sich führt. 

Soll die Ueberachiebung keinen zerfallenden Theil enthalten, so 
muss ihre Höhe v von der Gesammtordnung jedes der üb evzuschieb en- 
den Produete um weniger unterschieden sein, als die Ordnung des 
niedrigsten Factors desselben beträgt. Daher kann die Höhe der 
TJeh er Schiebung von ^1^"' A^"^ . . . über nur f^ 2q oder 2p ~1 sein. 

Sei nun A irgend eine Covariante gerader Ordnung 2fe, und 
A<^'A^''^-...=A.M; 

betrachten wir die (2 p — 1)*' und die (2 p)*' Ueberschiebung dieses 
Ausdrucks mit f^. Ist p kleiner als li, so existirt immer ein Theil 
der TJeb er Schiebung, bei welchem f^ nur über den Factor A geschoben 
ist; wird aher p gleich oder grösser als /^, etwa 

und bilden wir nun die (2 p — 1)*^, bez. (2 p)** Heb er Schiebung von 
A.M mit /^*+'', so muss A.M wenigstens von der Ordnung 
2p — l--2/e + 2A — 1, bez. 2p = 2fc + 2Ä, also M wenigstens von der 
Ordnung 2ft — 1, bez. 27i sein. Es existirt daher immer ein Theil 
der Ueberschiebung, welcher in das Product der (2^)'*" U eh er Schiebung 
von ^ mit /*', und der (27t — 1)'™, bez. (27(y"', von J(f ober /'^ zerfallt. 
Man erhält also durch Ueberschieben von f^ über das Product 
mehrerer Formen, deren eine wenigstens von gerader Ordnung ist, 
nie etwas neues; Formen gerader Ordnung also, welche in dem 
System der A enthalten sind, geben nur folgende Bildungen, welche 
aus der Ueberschiebung von f^ über diese Formen selbst entstehen; 

A von der Ordnung 2/c: 
erste und zweite Ueherschiebung von /' über A 

dritte und vierte Ueberschiebung von f^ über A 



(2/0 — 1)*" und (2^)*" Ueberschiebung von f" Über A. 

Betrachten wir nun statt einer Form A von gerader Ordnung 
eine Form ungerader Ordnung, und schieben wieder f^ über ein Pro- 
duct A . M, welches ans lanter Factoren von ungerader Ordnung 
besteht. 

Die Ordnung von A sei 2ft — 1. Ist nun p gleich 1, 2 . . . h— 1, 
oder p = & und die Höhe der Ueberschiebung 2^-1, so existirt wie- 
der immer ein Theil der Ueherschiebung, in welchem nur A über f^ 
geschoben ist, ein Theil, welcher also zerfällt, sobald M von 1 ver- 
schieden ist. 
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Ist dagegen Q:=k und die Höhe der UeberscliieLuiig 2h, oder 
ist p>fc, so müssen wir einen zweiten Factor A' des Products zu 
Hilfe nehmen, dessen Ordnung 2/c'~l sein muss. Da das Product 
ÄÄ' gerade ist, so enthalten nach dem Vorigen alle üeberschiebun- 
gen Theile, welche in Factoren zerfallen, sobald das Product AM 
aus mehr als diesen beiden Factoren besteht. Wir haben also nur 
noch Üeb er Schiebungen you f^ über Producte zweier angerader Formen 
zu untersuchen. 

Ist nun ^ kleiner also /; + fc' — 1 , etwa /i -(- 7e' — 1 — Ä , als auch die 
Höhe der Ueberschiebung 2ifc + 2Ä'-2A-3 oder 2]c + 2¥ -2h-2, 
so kann man immer einen Theil der Ueberschiebung bilden, dessen 
einer Factor die (2& — 2)*^ Ueberschiebung von A über /■'"' ist, wäh- 
rend der andere aus der (2?c' -- 27t - 1)*«", bez. (2fe' - 2A)'™ Ueber- 
schiebung von A' über ^'■'--* besteht. Jede solche Ueberschiebung giebt 
also nichts neues; es bleibt also nur die {k + h' ~1)^ Potenz von f 
noch 2fe + 2ifc'— 3, bez. 2^+- 2/c'-- 2mal über A.A! zu schieben. 
Aber auch von diesen beiden U eher Schiebungen enthält die erstere 
einen zerfallenden Theil, dessen Factoren die (2^ — 2)'« Ueberschiebung 
von /■'-' über A und die (2^'— 1)" von f^ über A' ist. Es bleibt 
also nur die eine (2Ä + 2ft' — 2)** Ueberschiebung übrig. 

Von den ungeraden Formen rühren also nunmehr folgende Bil- 
dungen her: 

1, A von der Ordnung 2h — 1: 

erste und zweite Ueberschiebung von f über A 
dritte und vierte Ueberschiebung von P über A 



(21c —ly" Ueberschiebung von f^ über A. 

2. A von- der Ordnung 2h— 1, A' von der Ordnung 2fe'-- "l (wo- 
bei A und A' auch identisch sein können): 

(2'k+2k' — 2y^ Ueberschiebung von f'+i^'-i über AA'. 

Die letzten Bildungen sind ausschliesslich Invarianten. Von die- 
sen abgesehen, erhält .man also alles, indem man Potenzen von f 
über die einzelnen Formen des Systems schiebt. 

Es ist nicht bewiesen, dass unter den hier aufgezählten Formen 
nicht einige in Folge der besonderen Eigenschaften des Systems der 
A durch die anderen ausdrückbar und daher auszulassen seien. Dies 
tritt vielmehr oft wirklich ein. Ein solcher Fall, der eine weitgehende 
Bedeutung hat, ist folgender: 

Wenn eine Form A die erste Ueberschiebung 
zweier Formen (p = cp/j ip^ip^' ist, und f" eine Po- 
tenz von f, deren Ordnung die von A nicht über- 

13* 
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trifft, so enthält die (2^—1)" Ueberschieloung von 
f' mit A einen zerfallenden Tlieil, und ist daher 
auszulassen. Nur wenn r und s gerade sind, niuss 
dieOrdnung von /'kleiner als die vonJ. sein, damit 
dies eintrete. 
Es ist nämlich 

Schiebt man hierüber f'' = aj .hx^ -f^J ■ • ■ > wo 2?t i> r + s — 2, 
und zwar 2k —1 mal, so bleibt erstlich ein symbolischer Factor a^ 
zurück; in einem Theile der Ueber Schiebung können wir dann das 
andere a^ mit einem qjj, zn (fpa) vereinigen; denn ■wenigstens eine der 
Zahlen r, s mnss grösser als 1 sein, wenn nicht k^^O sein soll. So- 
dann bleibt noch das symbolische Product gja,""— ^^Ii/— ' Übrig, welches 
2ft — 2 mal über /■"— ' zu schieben ist. Dabei ist nun die Ordnung 
r + s — 3 des Products jedenfalls grösser als 2h— 2, die Ordnung von 
/■*— ij und zwar, wenn r + s — 3 gerade, vifenigstens um 2 grösser. 
In Folge dessen kann man bei einem Theile der Ueberschiebung die 
Factoren b^^, cj... so auf g)a-''~^ </'/"' vertheilen, dass dasselbe der 
Symbole i, c auch immer mit demselben der Symbole <p, ii vereinigt 
wird. Denn ist eiae der Zahlen »■ — 2, s— l gerade, die andere un- 
gerade, so ist ihre Summe wenigstens um 1 grösser als die Zahl der 
symbolischen Factoren b^, c^..., und man kann in derjenigen 
der Potenzen fpj~'^, ^x~^, welche von ungerader Ordnung ist, 
einen Factor bei Seite setzen, und auf die eine der Übrigbleiben- 
den jetzt geraden Potenzen eine gewisse Zahl der quadratischen 
Factoren bj, c^^ . .., auf die andere die übrigen vertheilen. Sind 
beide Potenzen von ungerader Ordnung, so ist ihre Summe um 2 
grösser als die der zu vertheilenden Factoren bj;, c^..., und man 
kann also einen Factor tp^ so wie einen Factor ita: absondern, und 
dann wie oben verfahren; endlich, wenn beide Potenzen gerade sind, 
kann dasselbe ohne Weiteres geschehen, nachdem noch ein Factor 
^.T^ abgesondert ist. 

Der auf diese Weise entstandene Theil der Ueberschiebung hat 
also die Form 

wo <t> das Symbol -^ nicht enthält, V das Symbol <p nicht enthält, 
und wo <I> und V keines der Symbole ö , c . . . gemein haben. Aber 
wenn s gerade, s— 1 ungerade war, so wurde noch ein symbolischer 
Factor •^^ abgesondert; war s ungerade und r gerade, sogar 1/)«^. Nur 
ia dem Falle war dies nicht der Fall, wo r und s gleichzeitig ungerade 
waren; denn in diesem Falle musste oben tfx abgesondert werden. 
Wollen wir also den Factor i/i^: hervorrufen, so müssen wir uns, wie 
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in dem Satze vorgesehen, bei gleichzeitig ungeradem r und s auf den 
Fall beschränken, wo 2k<ir + s — 2, also 2h<,r + s — i, wodurch 
denn wieder ein Factor il>J^ frei wird. Unter dieser Beschrilnkung 
nininijt also der betrachtete Ausdruck die symbolische Form 

an; und wegen der identischen Gleichmig 

(yj/.) (cpa) 1^, «, = ^1(9)1^)2 a/ + {tpaf j/-/- (ti'ö)^ (pji 
geht dies in die zerfallende Form 

über, wodurch der Satz bewiesen ist. 

§ 5J. Simultanes System zweier quadratischer PormcE. 

Besteht insbesondere das gegebene System ans einer quadratischen 
Form 

(p = l^^ = h'J..., 

welche nur zu der einen Invariante 

Veranlassung giebt, und wird nun die ebenfalls quadratische Form 

f= aj' = ß'.T^ . ■ . 
mit ihrer Invariante 

D" = («»•)« 

hinzugefügt, so besteht das System der simultanen Covarianten beider 

Formen nach dem Vorigen noch aus den folgenden weiteren Bildungen; 

Erste und zweite Ueber Schiebung von f über <p : 

Das ganze vollständige System enthält also nur die drei Invarian- 
ten D, D', D" und ausser den Gfrundformen f, ip eine weitere quadra- 
tische Covariante, ihre Functionaldeterminante ■9'. Zwischen diesen 
Formen besteht eine Relation, welche aus der Gleichung (10) des § 35. 
abzuschreiben ist; vermöge derselben kann das Quadrat der Functio- 
naldeterminante- ausgedrückt werden durch die Gleichung; 

so dass auch hier, wie früher schon, das Quadrat der einzigen Form 
ungeraden Charakters (§ 16.) sich als ganze Function der Formen 
geraden Charakters darstellt. 

Die Bedeutungen der Invarianten D, D', D" sind im Vorhergehen- 
den schon gelegentlich festgestellt . worden. Bedeuten /'=0, g) = 
zwei Elementepaare der geometrischen Interpretation, so ist Z) = 
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die Bediagung dafür, dass die Elemente von q[) = zusammeiif allen, 
iy'=0 dieselbe Bedingung für die Elemente von /"=0. ü' = sagt 
aus, daes die Elemente von /"=0 zu denen von <p = 1iarmo- 
üiaeii liegen (vgl. S. 166, 176). Ein Beweis dafllr, welcher aus der 
Betrachtung des Doppel Verhältnisses der Elemente von /'= und 
q) = fliesst, wird unten gegeben werden. Man übersieht diese Be- 
deutung von ly aber sofort, wenn man sich etwa die Ter seh wind ungs- 
elemeufce von (p als Grundeleraente eingeführt denkt. Dann hat in tp 
nur der mittlere Coefficient einen von Null verschiedeneu VVerth und 
D' reducirt sich in der ausgerechneten Form bis auf einen constanten 
Factor auf den mittleren Coefflcienten von f. Mit D" verschwindet 
also dieser (wenn ip nicht identisch Null ist) und umgekehrt. Dass 
aber f bei dieser Wahl der Grundelemente nur die Quadrate enthält 
ist die Bedingung der harmonischen Lage [§ 25. tj)]. 

Die Gleichung & = stellt, wenn 9 nicht ein 
Quadrat ist, ein Elementepaar dar,. welches zu den 
Verschwindungselemeten sowohl von f, als von (f 
harmonisch ist. 
Um dies zu beweisen, braucht man nur zu zeigen, dass die simul- 
tane Invariante von 9- und f, sowie die von & gegen ip verschwindet 
Der Symmetrie wegen ist nur das eine nöthig zu beweisen. Di( 
simultane Invariante von & und f entsteht, wenn man in ö' = (ab) a^ t, 
die Grössen x^, x^ durch die Symbole a'^, — a\ von f ersetzt; sii 
ist also 

was durch Vertauschung von a mit a' das Zeichen ä,ndert und also i] 
der That identisch verschwindet. 

In § 27. wurde aber gezeigt, dass die Discriminante von -9' zu 
gleich die Resultante von f und q> ist. Die oben über * gemacht 
Voraussetzung ist also mit der andern identisch, dass /'und 91 keine 
gemeinsamen linearen Factor besitzen. 

Wählt man die Verschwindungs demente von -9' zu Grundpunktei 
so enthalten sowohl f als cp nur noch die Quadrate der Veränderliche! 
was die Losung der bekannten Aufgabe ergiebt, zwei quadratisch 
Formen f und ip gleichzeitig als Aggregate zweier_ Quadrate darzi 
stellen. Dass diese Aufgabe nur eine Lösung zulässt, folgt hier aut 
daraus, dass durch die Bedingung der harmonischen Lage zu /'und 
die Verhältnisse der Coefficienten von S vollkommen und eindeuti 
bestimmt sind. 

Bezeichnet man die Verschwijidungs demente von % durch g ™ 
^ = 0, und setzt 

(2) ■»=y-i-ii, 
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80 kann man der Gleichung (i) die Form geben: 

(3) l^<}^ = (/-+'l'P)C/-+A», 
wo A, X die Wnrzeln der quadratischen Gleichung 

(4) Diä + 2D'-l + -D"-0 

sind. Da nun in diesem .Falle, wie gezeigt, /' und g^ keinen gemein- 
sehaftljchen Factor haben, so folgt aus (3), dass Z'+Agj und Z'+^V 
jedes für sich Quadrate linearer Ausdrücke sein müssen, und daas man 
also setzen kann 

^^) f+l'(p = n\ 

wodurch denn die Coefficienten von |, ti bis auf das Vorzeichen völlig 
bestimmt sind. Die Bestimmung der Verschwindungselemente von %• 
geschieht also so, dass man zunächst die quadratische Gleichang (4) 
löst, und dann aus den Gleichungen 

l = VT±±9 

die Ausdrücke £, tj selbst findet. 
Aus (5) folgt weiter 



(6) 



f- 



X'^^-^r,' 



was die Darstellung der Formen f und ip durch Aggregate von Quadra,- 
ten ist. Diese Darstellung ist immer möglich, sobald ?. — X' nicht 
verschwindet, d. h. sobald die Discriminante 

DD"-m 
der Gleichung (4) nicht gleich Null ist. Diese aber ist nach § 27. 
(29) zugleich die Resultante von f und <p, deren Verschwinden oben 
schon ausgeschlossen wurde. 
Aus (6) folgt auch 



Die ganze durch /'+(i<p = dargestellte Reihe v 
paaren ist also durch die Quadrate von | und tj ausgedrückt, d. h. diese 
Reihe bildet die Involution, deren Doppel elemente durch & = () be- 
stimmt werden; wie denn auch umgekehrt jedes Paar dieser Reihe 



1 der Form 



/+ft9=0 
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eiitlialteii ist, wobei 

^~~ ii-X" ^~ i + x ' 
Nimmt man f und ip in der Form (6), so sind diu Verschwin- 
1 beider Functionen durch die Gleichungen gegeben: 



i^1~0 


1-/4,-0 


E + , = 


l+/4.,-o. 


ün Doppelverhältöisa dieser Paare ist (§ 25.) 


/?- 




/^+' 
" -/!-' 





yi 



sollen die Elemente der Paare nicht getrennt werden, so giebt es 
ausser — keinen Werth dieses Doppelverhältnisses mehr. Die Grösse a 

muss sich also direct durch eine reeiprote quadratische Gleichung 
darstellen lassen. Bemerkt man, dass nach (4) 

1 : X + X' : W = D : -2 D' : D" , 
so erhält man 

_^ (X + Xy + iXK - _^D'^+DD" 

^ {X + xy-ixi'"'^ i)'i* - ni)" ' 

a und — sind also die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
D-' + DD " 

oder 

(7) C^ (« ,- 1)» - B i>" (a + 1)2 = 0. 

Diese Gleichung bestätigt das im Eingange über die Bedeutung 
von D, D', D" Gesagte; denn mit « = 1 wird D oder D" zu Null, 
zwei Elemente eines Paares fallen zusammen; für « = ~ l wird J)'=0, 
und dadurch wird also die harmonische Lage der Elementepaare 
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angezeigt. Denkt man sich "aber unter a irgend einen beliebig ge- 
gebenen eonstanten Werth, so enthält die Formell?) folgenden Satz: 
Die Bedingung dafür, dass zwei Punktepaare 
ein Doppelverhältuiss a bilden aollen, ist durch die 
Iiivariantenrelation (7) gegeben. 
Ich schlieese dem Obigen noch folgende oft zu benutzende 
algebraische Sätze an: 

Die erste Ueherschiebung der Functionaldeter- 
minante 

über eine der sie constitairenden Functionen ist: 

Man hat nämlich: 

(»«•) 9, d.^i, <i. iat) I {aar} t, + (i»') a, | , 
oder wenn man im ersten Gliede et« vertauscht, im zweiten die Iden- 
tität IL anwendet: 

{& a') *. d. = i (ö a'f K'-W {a hf a'J -^{a a'f W \ 

wie oben. 

Die zweite Ueberschiebung von f oder 90 mit ^ 
verschwindet, wie oben schon bewiesen wurde. 
Die Invariante von ^ ist 

(&e-')ä = ^(DI»"-It'ä). 
Die hierzu gehörige Rechnung ist in § 27. gegeben worden, in- 
dem beide Ausdrücke der negativen durch 2 dividirten Resultante U 
der beiden Formen gleich gefunden wurden. 



§ 58. Simultane Invaiiiknten und CoTrtrianten üJiier Iseüebigeu Anzahl 
quadratischer Formen. 

Im Vorigen wurde gezeigt, dass das vollständige System von 
Invarianten und Covariauten zweier simultanen quadratischen Formen 

tp = bx^ ^ b'J . . . 
ausser den Grundformen selbst nur noch die Oovariante 

und ausserdem die Invarianten 

(»0.7, («s)>, (uy 
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eatliült. Fügt nian nun eine weitere qiiadratisehe Gmndforni hinzu; 

^ = cj — c'/ . . . , 
so tritt ZTiiiächst <3ie Invariante 

<f<!f 
auf, sodaun aber sind nach § 56. die ersten und zweiten Ueber- 
schiebungen von f, tf, %■ mit i/i zu bilden. Was die ersten Ueber- 
scbiebuugen betrifft, so sind die von f oder 9:1 mit ii der Form ö- 
analog ; die erste Ueb er Schiebung von i/i uiit %■ aber kann übergangen 
werden, da sie nach § 35. (5) sich durch /", rp, ip und deren zweite 
Ueberschiebungen ausdrückt. Von den zweiten Ueberschiebungen 
sind die ersten beiden analog zu (a6)^, nämlich {acf und (bcY; die 
zweite Ueberschiebung von ^ mit & aber liefert die Invariante 

(ab) (ac) (bc), 
welche linear für die Coefficienten aller darin auftretenden Functionen 
ist, und durch Vertauschung der Coefficienten irgend zweier dieser 
Fuüctiooen nur das Zeichen ändert. 

Man sieht, dass hierbei Covarianten von neuem Charakter nicht 
entstanden sind, und man schliesst daher, dass bei der Hinzufügung 
weiterer quadratischer Grundformen solche auch nicht mehr auftreten 
men. 
Ein beliebiges System quadratischer Grundformen 

f,=„.'=a.',' ... 
f, = S,>=i>V... 



f„ = m^^ = m'n:^ ■ ■ ■ 
führt daher ausser diesen Formen selbst auf folgende Bildungen, mit 
denen das vollständige System ihrer Invarianten und Covarianten ab- 
geschlossen ist: 



&^^ = (al))a^b^. 



-l.K-2 



Invarianten lin,/!, deren Typus ist: 

E^i^ = -{ah){ic){ca). 

Von diesen Formen sind die unter 1. und 3. aufgeführten un- 
geraden Charakters, die anderen geraden Charakters. Es tritt aber 
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auch liier, älmlich wie in frühem Fällen, der Umstand hinzu, <lass 
ein Product zweier ungeraden Formen immer durch gerade Formen 
ausdrüekbar ist, so daas in dem Ausdrucke irgend einer Covariante 
oder Invariante durch die Formen des vollständigen Systems diese 
ungeraden Formen schliesslich nur linear auftreten. 

Um die in Frage stehenden Relationen abzuleiten, kann man sich 
der Bemerkung bedienen, dass sowohl Q'a- als Ruh in Form einer 
Determinante darstellbar ist. Man hat 






und es entsteht also Bi^a »"^ ^j^, wenn 
ersetzt. Betrachten wir nun das Product 



, x^ durch c^ , -- c^ 



2»,,ix„x,)..%^{y^,ij,) = 



a^ h^ x^ d^ e^ y^ 

i^ «3 6, Ö^ —x^x^ —2d,ä^ — SCje^ 2y,j/3 
a,^^ 1)^ x^ d^ e^ y^ 

Wenn man die beiden Determinanten nach der gewöhnlichen 

Regel multiplicirt, und zwar, indem man die Vertikalreihen com- 

binirt, so erhält man: 

i A.. A5 fi^uv^)] 

2 &,, {x„ X,) . »,, {y„ y,)^. J),, D,, f, {y„ y,) ■ 

Diese Formel giebt ihrer Ableitung nach ganz allgemein: 

-£)., D,, f.(<i„sii 

(2) 2»,i{i,,x,).9„(!/„y,)= Di, Du ftCj),,»,) > 

und zwar ist es dabei offenbar gleichgiltig , ob unter den Indices 
X, A, p, ß sich gleiche befinden oder nicht. Seiaen wir y, = 3:j, 
1/2— a;^, so verwandelt sichj indem wir die Argumente jetzt auslassen, 
die Formel (2) in 

\Dy, 7)„ /■. 

(3) 2».i»,,= ,ßl, Du A ■ 

\ f, f« ol 

Mit Hilfe dieser Formel drückt sich das Product irgend zweier 
& durch gerade Formen aus; die im vorigen Paragraphen benutzte 
Formel für #* ist ein specieller Fall derselben. Vgl. auch § 35. (U). 



y Google 



204 



Fünfter AbEclinitt, Simultane 



Setzt man in (2) für j/^, y^ die Symbole pg, — jj^ irgend einer 
Form fc, so verwandelt sicli /«(j/nJ/i) in D„t etc., und ft?a(yi,|/i) 
gellt iü li^a-c über; man hat also: 

Dxe D„ß _D„t 
(4) 2*„i.BBai= Dig Du Dit\ 

h fo U 



^1 



Setzt man endlieh hierin auch noch für 
2äi " 2i t'iiiör Form /Jj, so gehen f^, fs, fx, ^v, 
— Itxifi über, und man hat: 

(5) 2Jf.,^2?^.. 



, a;^ die Symbole 
. Duo, Dae, Dur, 



i>a. 



Die drei Gleichungen (3), (4), (5) liefern die Eelationen, um 
welche es sich handelt. 

Ausser diesen Relationen kann man noch eine grosse Anzahl 
anderer aufstellen, welche zwar als Folgen derselben aufgefasat wer- 
den können, aber sich durch ihre einfache Form auszeichnen und 
leicht direct ableitbar sind. Die Identität 

(6) O^Ul^r h.,hl hj 

liefert, nach der letzten Yertikalreihe geordnet, die Itelation; 

welche in Bezug auf die f einerseits nnd die entsprechenden % anderer- 



seits linear isb. 


Die Identität 










1«,' 


o,o. 


< 


ßi^ 




„ w 


S,6, 


V 


h.' 




0=1 a 












c,c. 




ex 




^X' 


iA 


d,' 


dj 



liefert, nach der letzten Vertikalreihe geordnet, die lineare Relation, 
welche zwischen je vier Formen f besteht, und deren Coefficienten 
die R sind : 

Endlich giebt die Identität: 



öi^ Kh 



-2d,d^ d^' 
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indem man die Ijeiden Determinaufen durch Combination der Horizon- 
talreihen multiplicirt, Relationen zwischen den geraden For- 
men allein, welche quadratisch in den f sind und deren Coefficien- 
ten sieh aus den D zusammensetzen. Diese Relationen haben, wie 
man durch die Auatiihrung der Multiplication sofort sieht, die Gestalt: 

TJf.e Di^ö D«T ffi ' 
f9 fa U 

Die Relation (7) kann man aber auch aus (3) ableiten, (8) aus 
(4), (9) aus (3) und (4) zusammen. Wesentlich neue Beziehungen 
geben also diese Gleichungen nicht. 

Doch ist es von Interesse, die Gleichungen (7), (9) in folgender 
Weise nochmals abzuleiten. 

Betrachtet man an Stelle der rechten Seite von (6) den Ausdruck 



w 



0. 









= /i M »1, + fi (•/) »« . + f, (11) ». 1 , 



X^ 





^1 


^ä 


ViV, 


y^^ 



--li^l^.ixyf, 



= iJ«) 



. {xyf. 



so kann man denselben in die Factoren zerleg 

und es bestellt also die Gleichung: 

(10) /■.M»lf + /i (!))».. + /«(Wrt = Ji.i„. 

Setzt man in dieser X = y, so kommt man auf (7) zurück. Setzt 
man aber der Reihe nach für y^, ~y, die Symbole von f^^ fa, ft ein, 
so findet man die drei Gleichungen: 

li«lix, ft = -D«r »A^ + BU &^„ + Bft.&y,}. . 

Elirainirt man aus diesen Gleichungen und (7) die Grössen 7t^i|i, 
^^■ßi ^/iM) ^A, so erhält man wieder die Gleichung (9). — 

Die weiteren, aus den gegebenen Formen entstehenden Bildungen, 
müssen sich durch die Formen des vollständigen Systems ausdrücken. 
Es sind nun von Interesse dabei zunächst diejenigen Formen, welche 
aus den durch ^a,, Da, Rtth bezeichneten Bildungen entstehen, 
wenn man in denselben eine oder mehrere der constituirenden Fun- 
ctionen durch F'unctionaldeterminanten ersetzt. Wir wollen dies da- 
durch ausdrücken, dass wir an Stelle des Index der zu ersetzenden 
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Function die Indices setzen, welche dea constitairenden Functionen 
der Function al Determinante entsprechen, so dass z. B. D,t, ä die In- 
variante bedeutet, welche aus Combiuation der Functionaldetermi- 
nante &it, mit der Function /^ entsteht. Es sind also folgende Bil- 
dungen zu untersuchen: 

'^[^,3; ■ö'L!,34; -^^li.a; -/^i?,m; -^13,3,4; ^12,34,5; -Ris.a^Be- 
Die Symbole der mit den Indices 1 , 2 . , . bezeichneten Functio- 
nen sollen durh a, h ... in alphabetischer Ordnung bezeichnet wer- 
den. Nach der Formel (5) des § 35. hat man zunächst: 

(12) »„,.-i(f,-ö,. -/■,-»..); 

ferner hat man nach der Definition der & und R: 

(13) 7>,3, 3=-(aJ)(flc)(6c) = B,,3. 

Ersetzt man mm in (12) die Function f^ durch die Funetional- 
determinante -S'^^, 30 kommt: 

m »„ , n = i (/■. A , ,. - f, A . ..) = i (A Ji,,. - Ä -««.)• 

Der Ausdruck kann nur sein Zeichen ändern, wenn man f, 2 mit 
3, 4 vertauscht; die Gleichaetzung der beiden so erhaltenen Ausdrücke 
von ^la, 34 führt auf die Gleichung (8) zurück. 

Den Ausdruck JR^^, 3, ^ können wir als die zweite üeberschiebung 
von O'jj, 3 mit f^ betrachten. In Folge der Gleichung (12) hat 
man also: 

(15) -B,3, 3,4=1 (-^iS Ai - -^14 B,,). 

Hieraus findet man nun auch sofort den Werth von 0,2, j^; denn 
es ist nach (13) : 

(16) Aa, 34=-Bl, 2, 31 = 1(^3^4- As Ai)- 

Setzt man nun in (15) 9-^,^ für f^, f^ für f^, so erhalt man mit 
Hilfe von (13): 

(17) Aa, 84, s^KAsA, 34- AäA, 34) = -5(A5A34-AbA3i)- 
Auch dieser Ausdruck kann nur das Zeichen ändern, wenn man 

1, 2 mit 3, 4 vertauscht. Indem man die beiden so erhaltenen Ausdrücke 
von Aa, 34, 5 einander gleich setzt, erhält man die zwischen den D 
und It stattfindende Beziehung 

(18) J}^^ -Eg^ - -Dsö -ßisi + -D35 Aia - -Ö45 A12 = " . 

welche auch aus (8) abgeleitet werden kann, indem man ein f zwei- 
mal über jene Gleichung schiebt. 

Endlich erhält man, indem man in (17) f.^ durch d:-^ ersetzt und 
(13) benutzt: 
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(19) B,,, 34, ^e = ^{^2SsA3i-^m^'jm)- 

Durch Vertauschung der Paare 12, 34, 56, wobei lij^, j^, gg nur 
das Zeichen ändert, erhält man zwei mit der obigen gleichberech- 
tigte Darstellungen; die Gleiehsetzung der rechten Seiten führt auf 
quadratische Relationen zwischen den R von der Form: 

(20) iüjss R,^ - iJase R^^ + B^^ B^^ - B^^ R,.,^ = 0, 

welche auch abgeleitet werden können, indem man ein & zweimal 
über (8) schiebt, und -welche identisch erfüllt werden, wenn man für 
die Producta der B ihre Ausdrücke in den D (5) setzt. 

Setzen wir für den Augenblick voraus, was später bewiesen wer- 
den wird, dass die Zahl der von einander unabhängigen Invarianten 
des Systems um 'd kleiner ist als die Zahl aller Coefficienten , so sind 

von den ' Formen D nur 3 w — 3 völlig unabhängig von 

einander, und ea müssen Relationen zwischen den D bestehen, von 
welchen 

■ M + 1 _ 



^(3n-3) = 



von einander unabhängig sind. Es ist nun leicht zw zeigen, dass diese 
wirklieh exiatiren, und dass man sogajr durch die 3)4 — 3 Invarianten 

Ai -öis ^m 

A. -O32 -Dsa 

(21) D41 I>4a D« 



D«, Dn2 Dni 

alle übrigen rational ausdrücken kann. Aus der Multiplication der 
beiden verachwindenden Determinanten: 



folgt nämlich identisch: 



In dieser Gleichung kommen nur Invarianten des Systems (21) 
vor, ausgenommen Di,/,, welches linear auftritt, und man kann also 
dieses immer durch jene Grossen ausdrücken, vorausgesetzt natürlich, 
was bei der allgemeinen Betrachtung gestattet ist, daas der Coefficient 



\<h 


V 


\a,^ —^a^a 


%■ 





>l\ 


V 


V -2*i*, 


V 





-,c, 


c,' 


ka^ - 2 c^ Ca 


<^i^ 





h\ 


V 


\h,' ~2hji 


V 





tisch 


-0,, D„ D„ Du 









X>„ A, H,, Ä, 






~ fl„ A, A, -0,» 
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Yon Dkh nicht verschwindet Dieser Coeffieient aber ist nach (5) 
2 ü^i^g; eine solche Art, die D auszudi ucLen , ist also immei gestattet, 
sobald nur eine einzige dei Invaiianten Tt, von Null verschieden ist, 
d. h sobald sich nur nicht das ganze fejitem der Functionen / aus 
nur zweien derselben Hnear zusammensetzt 

Da die geometrische Bedeutung der ubngen Formen schon oben 
entwickelt ist, so bleibt nur nuch ubiig, \on der geometiischen Be- 
deutung der Gleichung 

B, , = 

zu handeln, welche, wenn sie besteht, eine Beziehung zwischen diei 
quadratischen Formen aussagt Nun ist na<,h dem Voiigeu &^^^ eine 
Form, deren Verschwindungseleraente zu denen von f^ und /^ hai 
monisch sind; ferner entstand B.^,^ als zweite Ueberschiebung von 
frj2 mit f^. Verschwindet diso diesei Ausdruck, so sind die Ver- 
schwindunga demente \on 9^^ auch harmonisch zu denen von f^, 
d. h. die Verschwindungselemente \on f^, f^, fg sind gleichzeitig har- 
monisch zu einem Elementepaar, sind also Paare einer Involution, 
deren Doppelelemente das letztere giebt. Die Gleichung 

bedeutet also, dass /^, f^, f^ Punktepaare der nämlichen 
Involution geben. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Denn sind die aus fi^O, 
^ — 0, ^3=^0 erhaltenen Eleiuentepaare Glieder einer Involution, so 
kann mau den drei Functionen fj, f^, fs die Form geben: 

dass aber für diese Annahme R,^^ verschwindet, lehrt die Determi- 
nantenform (1) augenblicklich, da in dieser die Coeflicienten einer 
Reihe sämmtlich gleich Null sind, sobald man 11^^^ in Bezug auf die 
neuen Veränderlichen ^, jj bildet. 



§ 59. Simultane Covarianten imd Invarianten eiiior i]iia(ii'atisclieii iiud 
einer cublschen Form. 

Wendet man die Principieii des § 56. auf die Combination einer 
quadratischen und einer cubischen Form an, so erhält man Fol- 
gendes. 

Das System einer cubischen Form <p besteht aus den Covarianten 
A (quadratisch), ^ (cubisch) und der Invariante li (§ 34.). Man hat 
also nur die eine Covariante A, welche von gerader Ordnung ist, 
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und nach dem angeführten Paragraphen erhält man daraus zimächst 
zwei simultane Bildungen, die beiden Ueb er Schiebungen von f mit A. 
Ist svmboliach 

/■=»,-^ =!-.•... 

A = A.' = AV... 
« = «.' = «■,"..., 
SO sind diese beiden Bildungen durch 

(1) (aA>.A,., (oA)' 
gegeben. 

Nächst diesen hat man die erste und zweite Ueber Schiebung von 
f Über qc und Q, sowie die dritte von P über <p und Q zu bilden; 
von diesen ist nur die erste Ueberschiebung von f über Q auszulassen, 
da Q eine Functionaldeterminante ist (§ 35.). Man hat also zwei- 
tens die Bildungen: 

(2) {aa)a,aj^, {aafa,, {a^f Q^, {aaf{loC)h., {aQy{hQ)h,. 
Endlich hat man noch die sechsten Ueberschiebungen von (p^, ip Q, 

^.über P zu bilden, drei Invarianten. Aber von diesen kann die 
letzte übergangen werden; denn da Q^ sich durch A, H, <p ausdrückt 
(§ 35.), so setzt sich diese Ueberschiebung aus den sechston Ueber- 
schiebungen von p über cp^ and A' zusammen. Von diesen ist die 
erstete schon eine der noch zu behandelnden; die zweite ist auszu- 
lassen, da, sie einen zerfallenden Theil besitzt, der entsteht, indem 
man jeden Factor f zweimal über einen der Factoren A schiebt. WShlt 
man statt der sechsten Ueberschiebungen von qj^, ip Q über P noch 
passende Theile derselben, so hat man endlich folgende Bildungen 
vor sich: 

(3) (a«)'(SW'(")(c/i), (O")' (»«'(")(»«)■ 

Hiernach besteht das vollständige System der Invarianten und 
Oovariauteii aus 15 Formen. Einige deiselben stellen sich einfacher 
dar, wenn u\an die Coefficienten der unter (2) entwickelten linearen 
Covarianten 

einführt. Alsdann werden diese 15 Formen folgende: 

Invarianten: B^iahf, E-{AA7, J5'=(ö.A)S F={apf, 
M={a}7j{ar), darunter die letzte eine Form ungeraden Charakters. 
Lineare Covarianten: jo, r, q=:{ap)ax, s = (nr}ö!a. Darun- 
ter sind r und q Formen ungeraden Charakters, die letztere als 
Fnnctionaldeterminante von Formen geraden Charakters, die erste, 
weil Q eine. Form ungeraden Charakters ist. 

Clobauli, Tlioodf der Wulreii nlgebr. l'ormfni. 14 
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Quadratische Covarianteii: /', Ä, fi = (aA) a.^ A.^, das letzte 
eine Form ungeraden Charakters. 

Cubische Covarianten: <p, (^, S' — {««) ß,.«/, die letateu 
beiden Formen ungeraden Charakters. 

Es ist sehr leicht, Relationen anzugeben, welche zwischen diesen 
15 Formen eintreten, z. B. indem man die Quadrate und Producte 
der Formen ungeraden Charakters dmch Formen geraden Charakters 
ausdrückt. Ich werde mich späterer Äuwcndung wegen hier mit den 
Beziehungen beschäftigen, welche zwischen den Invarianten und- 
zwischen den linearen Covarianten eintreten.' Die letzteren Beziehungen 
erhält mau dadurch, dasa man die Determinanten untersucht, weiche 
aus den Ooefficienten je zweier gebildet werden. Es sind die fol- 
genden : 

{pq)r=- {apf = - F; ipr) = L; 

,.^ ips) = - (_ar) {ap) - - Jf ; (gr) = {ap) {o.r) = M; 

^*^ (Ms)=^{ap){ir) (ab) =^{ahf (p,^=lDL; 

Es bleibt also übrig, die hier neu eingeführten Invarianten 

durch D, R, E, l'\ M auszudrücken. "Wird dann schliesslich noch 
M^ durch die Invarianten D, R, E, F dargestellt, so bat man alle 
Invariantenrelationen vor sich. 

Die Darstellung von L, N knüpft sich au eine von der oben 
gegebenen abweichende Darstellung der Covariante r an. Es war 
.■ = (»«•9., e"(»A)»..'A, [§34.(6).] 



Aber cli 


e Form t^ hat uach § 35. die Eigenschaft, dass 


P) 


e,,'& = C«A)VA,.. 


Sekt ni 


an also «^, — a^ an Stelle von y,, y^i so hat man: 


(6) 


r = («A)(o«)'A., 


oder wenn ] 


Tian p = K^(aitf einführt: 


m 


r = (pA)A,. 


Ximmt 


man nun )■ in der Form (6), so hat man 




i, = (y.) = («A)(o«)'(!)A) 



-(»A)(^A)(0»)H6«', 
oder wenn man das Product {aa) (bß) mittelst der Identität § If). (IV) 
Iranstormirt : 

L - («A) (|5 A) (o.) (iß) I (aß) et«) + (ab) (»/)) |. 
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Im zweiten Theile dieses Ausdrucks vertauacht mau a mit h und 
nimmt die halbe Summe der alten und neuen Gestalt; man er- 
hält dann 

i (oA) (/JA) (oft) (.« I (<•«) (6(S) - (aß) (60) ! 
-^i{„A){IIA}{abf{„ß)'=',DE. 
Im ersten Theile wendet man die Identität an [§ 15. (V)]; 
(« A) (pA) (««) (/?<.) = i 1 (. A)> (ßay + (««)■ (/) A)' - (» A)' («ffi' |, 
und beachtet, dass alles mit {aA)^ oder (^A)^ Multiplicirte nach der 
Theorie der eubischen Formen verschwindet (§ 84.) ; es bleibt dann 

-iC<.A)>.(S«)(Jffl(«W = -li;', 
also 

(8) L^M=^. 

Sodann ist, mit Benutzung der Form (7): 

N={ary = {pA)(pA-)(aA)iaA'), 
oder nach der Identität (V); 

N^:^ \ ipAY {aA'f + {pAJ {aAy-{apf (AA'f \ , 
das heisst 

(9) N^EL-iFÜ. 

Die Determinanten (4) der linearen Covarianten sind also nun 
durch die Invarianten der Tafel ausgedrückt. Aber man hat auch, 
indem man in die Identität 

- (Ps) iqr) = ipq) (rs) - (pr) {qs) 
die Ausdrücke (4) einsetzt: 

oder mit Hilfu dos Ausdrucks für JV: 

(10) 3r- = --}i\I)L^-'2FLF+RF-'\. 

Auf anderem Wege gelaugt man zu dieser Formel, wenn man 
von dem Ausdruck der Funetionaldeterminante Q durch f und A 
ausgeht : 

S' = -i(-DA'-2£YA + Br). [§57. (1),] 

Setzt man in dieser Gleichung Xj==j)2, ^■2 = ~Pif so geht /'in F, 
A in L über, und Q verwandelt sich in 

(«A){op)(Aji)_-(ol,)M = -i¥-, 
SO dass sich die Gleichung (10) unmittelbar ergiebt. 

Die in § 27. gegebene Resultante der eubischen und der quadra- 
tischen Form wird 
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öeheji wir, was aus den Formen des otaeu angegeboiicii vollstim- 
digen Systems wird, wenn mau darin die cubische Form <p durch die 
in § 36, uiiteisuelite zusammengeeetzte Form xtp-\-lQ ersetzt.* Die 
hierbei entstehenden Formen bezeichne ich durch angehängte Indices 
X A. Nur auf f und D hat diese Veränderung keinen Eiiitluss; dagegen 
ist nach § 36. 





T.l-iV + 'l',) 




A,i = 0.A 




«,. = |(«||-. 




It.i=Q'li, 


die in «, 


X quadratische Form 




6 = .. + |r 



bezeichnet. Nacli den Definitionen von jj, 5, r , s wird nnn sofort 
in Folge dieser Gleicliungen: 

, , Bf de 3e\ 

Ebenso erhält man für die höheren simultanen Covarianten die Ausdrücke : 

Qy.x = e.9, - 9-^l^ic& + X(aQ)QJa^, 
oder wenn man die erste Uebeischiebung von f Über die Functional- 
determinaiite Q nach § 35. (5) behandelt: 

Endlich werden die noch fehlenden Invarianten: 

i;^x = Q .E, F^i = x^F+2x?L M + X'N 

"^^ 2 (ex 0-1 dn dn S' 



§ 60. Formens y stein einer iiiiailratisclieii und einer W^naftrati-telieii Form. 

Das vollständige System einer quadratischen und einer biquadra- 
tischen Form** ist verhältnissmüssig leicht ?.u bilden, weil nach 
§ 56. dabei / niemals über Produete von Covarianten der biquadra- 

* Vgl. die Abb. des Yerfaaaera, Boi-eharat's Journal Bd. 68, S. 162. 
** Ueber die Theorie dieser Pormen vgl. die Arbeiten von Beeael und von 
Haibordt im 1. Bd. der matbem. Anniilen, sowie von Brioaclii, ebenda Bd, III. 
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tischen Form zu schieben ist, da letztere säinmtlich voa gemder Ord- 
nung sind. Das System urafasst also folgende Bildungen; 

Die quadratische Form f mit ihrer Invariante B ; 

die biquadratiache Form <p mit ihren Covarianten H, T und ihren 
Invarianten i, j; 

die erste und zweite üebersehiebung von /', die dritte und vierte 
von f^ über cp und H; 

die zweite Üebersehiebung von fj die dritte und vierte von P, 
die fünfte und sechste von f^ über T. 

Dass von diesen Formen noch einige ausgelassen werden können, 
zeigt sich sofort, wenn wir, wie es erlaubt ist, einige der Ueber- 
schiebungen durch passend gewählte Theile derselben ersetzen. Da 

so können wir an Stelle der zweiten U eher Schiebung von T mit f 
denjenigen Tiieil der Üebersehiebung setzen, welcher die Form 

bat; oder, wenn die ziveiten Ueberschiebungen von ifi und H mit f durch 

bezeichnet werden, die Form 

also die Functionaldeterminante von ip mit M. An Stelle der dritten 
und vierten Üebersehiebung von T mit p kann man die Theile setzen: 
(ccH) {aay {Hb) i^ RJ cc^ = (^ H) {Hb) h^ ip^ H/ 
{aH){<xaf{HWH.'^. =(i^z)'/'-Z- 
Da nach der Identität (II) des § 15. 
(Ti* Jf) {Hb) K i>^ HJ^-^ HJ i {Rb)' i,J + {R ipf hj - {^hy HJ\, 
so besteht die erste dieser beiden Formen ans lauter zerfallenden 
Theilen und kann daher übergangen werden; die zweite 

ist die Functionaldeterminante von ip und x- ~ ^^i Stelle der fünften 

und sechsten üebersehiebung von Tüber p kann man die Theile setzen : 

(<■ H) (« o)> (ffS)> (« c) c. H, = (* X) it c) c, X. 

(« B) C« «)> (SS)' (« e) (Sc) = CK. z) (* c) (i c). 

Von dieser Form ist wieder wegen der Gleichung 

(!(■ X) (^c) c^ X. = ^ i ((^ X)' c«^ + ('/' c)ä z/ - (z c)' fc'l 
die erstere aus lauter zerfallenden Theilen zusammengesetzt und daher 
auszulassen. Die zweite ist die simultane Invariante der drei quadra- 
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tisoben Formen /", ^, y^, oder, was dasselbe ist, die zweite üeber- 

acbiebung von t über /. 

Und so umfasst denn das Formensystem folgende 18 Bildungen: 
6 Invarianten, nämlich ausser % und J die 4 Inyarianten der 

quadratischen Formen f, i^, %\ 

6 quadratische Covarianten, nämlich f, ili, % und ihre ersteu 
■üebersehiehungen 

5 biquadratische Covarianten, nämlich ip, if und die Fun- 
ction al d eter min anten 

X = (««) ücj a^,, M= (Ha) HJ a^, K={i,H) ^, HJ. 
1 Oovariante sechster Ordnung, T. 

Von diesen sind C, ^, X, t, L, M, K, ^ungeraden Charakters. 
An Stelle von {^H) i!>^HJ hatte auch die gleichberechtigte Form 

eingeführt werden können; denn es ist 

(* H) fe H," + (lo) I, «.• = (« df C« ff) «, ff,.' - (»ff)' (« ff) ff, o," 

= -(»S)"«,ff,l(<.<.)ff. + (off)«.l o, 
gleieli der ersten Ueberschiebung von f über (aff)^ aj H/, mnltiplicirt 
mit 2; und da nach § 40. (8) 

SO hat man 

(*ff) *. ff/ + ();<.) i. «.■ = 4 (« ") «.' «, = I i 

durch andere Formen des Systems ausgedrückt. Man führt daher am 
passendsten die Differenz 

N = (K. U) ip_^ HJ - {X a) x^ aj 
ein. 

Mau erhält leicht eine grosse Anzahl von Beziehungen zwischen 
den 18 Formen desSystems, indem man die Quadrate und Producte der 
Formen ungeraden Charakters durch die Formen geraden Charakters aus- 
drückt. Ich will nur die Invarianteubeziehung entwickeln, welche 0^ durch 
i, j, D , Ag B ausdrückt, und werde die Invarianten darstellen, welche 
durch zweite Ueberschiebung der 6 quadratischen Covarianten über 
sich selbst und über einander entstehen. Nach Analogie mit Früherem 
würden diese durch I)/y, D^^, ... zu bezeichnen sein, während C die 
Invariante 
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wäre. Aus let/.terem thiisiniido ergiebt sidli aofort nach § 58. {O): 

(1) <'-l = i\BtrD,^.])„i. 

Nnn ist ferner 

(2) Ilrr = J>, l>n-^'i, I>n-1>- 

Die anderen drei constituirenden Elenrente der Determinante (1) er- 
liült man aus D^^ mit Hilfe der hier wiederum anzuwendenden Opera- 
tion S des § 41. In Folge derselben ist (vgl, die For-meln des § 41.) 

ä;_o, d> = a",«ff=..J<f, «*=i, «j=,|-.(.,«y,..x, 

«X — -jV, c!i: = 0, äL--.M, SM=l^L,öN=0, (5r=0. 

Nun ist 

!>♦» = (**')■-(«»)• (S ())"(««', 
und da nacli g 40. (2) 

(aß)- ».' ß,- = B.' U,' ^~(x,jf, 
HO erhält uiiiu, indem' man 3;^ = ag,a;2 = — ßj, J/i^^s; ^a— --^', setzt: 

oder 



m 






ü,^=i'+ 


i7) 




Unterwiri't mau nun diesen Ausdruck der Operat 


ion «, so ha 






«,. 


= 2J)„ = ! 


iA 2jD 




also 

(4) 






i>« = ^ + 


,7». 




und ferner; 


= D!, 


:+|-i)«^ 


'T+T + - 


•B 


also 
(5) 
Der 


Ausdruck 


von C 


^ ist also durch die Formel gegeben; 






I> 


A 


ü 




(ti) 


6'- = 






(i + 3 
i^ iB : 


18 
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Was die zweiten Deberschiebniigeii vou /', ip, j; über 'V , X, t 
angebt, so bat man nach § 58.: 

(7) B/,p-=0, D/jr=0, D^^ = 0, 1)^^ = 0, _D,/,c = l), I>xt^O, 
und ferner nacb der Definition : 

(8) C=D,,^-II„^D,j. 
Bndlich hat man nacb § 58. (16): 

die mit ^ miiltiplieirten Klammern sind die Unterdetermiiiaiiten der 
in (6) gieicb 2 C^ gefundenen Determinante, 

leb bemerke noch, dass die in § 27, gebildete Resultante der 
biquadratiacbün und der quadratischen Form hier die Gfestalt annimmt: 
E = ^^-4_DHipip + 2D^* = -4ä-4Z)B + |im - 

Die Invariante 0, welche allein nnter den Invarianten eine Fovm 
ungeraden Charakters ist, giebt, wenn sie verschwindet, eine einfache 
Beziehung zwischen /und 9 an; eine Eigenschaft, welche C bis auf 
einen numerischen Factor definirt. Man kann nämlich folgenden Satz 
aussprechen : 

Wenh C verschwindet, so existirt (und nur 
dann) eine solche quadratische Form ff, dass g; als 
quadratische Function von /' und .9 ausgedruckt 
werden kann,* 
Ist nämlich <p eine quadratische Function von f und y, so kann 
man <p in zwei quadratische Factoren zerlegen, welche lineare ITun- 
ctionen von f und g sind. Diese Zerlegung muss mit einer derjeni- 
gen übereinstimmen, welche aus den Gleichungen (3) des § 47. hervor- 
gehen, und bei welcher die Form vierter Ordnung auf drei verschie- 
dene Weisen so in quadratische Factoren zerlegt wird, dass diese linear 
sieb aus zweien der irrationalen quadratischen Covarianten von ip zu- 
sammensetzen. Seien diese irrationalen quadratischen Covarianten 
il>, ■>!)', i/f", so hat man demnach entweder 

f=Kii} + ß ■$', oder /'=« >!>' + ßiji" , oder / = « ip" + ßip. 
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Seliiebt mau über jede dieser GleichuuKoii zweimal diejenige der 
I'onnöu 1/), welche niclit in ihr vorkommt, so verschwindet nach § 45. 
(2) jedesmal die rechte Seite; man hat also für f die Bedingung 

Die Form links ist jetzt rational; sie enthält die Coefficienten von /' 
cnbisch, die von rp, da die -^ von der Dimension j/H sind, ebenfalls 
cubisch; sie ist also von G nur durch einen numerischen Factor ver- 
schieden. Man kann nämlich die betrachtete Form als Glied der 
sechsten Ueberschiebung von P über die Covariante T=2-$ii}' -^i" von 
(p auffassen. Diese Ueberschiebung besteht ausser einem solchen 
Theile dann noch aus Theilen der Form 

- ^ i {aipy {h ty + (h ^f (fli^Y - (* V'j (« ?')- i {o ry, 

welche, da (ifijf-'j^^O, auf den ersten Theil zurückkomniou ; und aus 
Theilen der Form 

iaip) {at') {hi>') {ht") (c^) {c^) 
= (a^) {at') {iil>'] (c^") {{ht) {cf) + (bc) (^r)l ■ 
Hier hat rechts das erste Glied die vorige Form, und kommt also auch 
auf den ersten Tbeil zurück; das zweite kann, indem man die Sym- 
bole h, c vertauscht, durch 

^ {hcf . iail>) (a^') . {■<lj"il>) (V'>') 
= i Q>cf 1 {a>i>y (i,'i,'y+{ai>y (i>i>'y-(at"f {ii^tyi 
eibctzt wprden, was versehwindet. Man siebt also, dass unsere In- 
vanante sich von der sechsten Ueberschiebung der F^orm T über p 
nur um emen numerischen Factor unterscheidet, also rational ist. Es 
stellt sonach in der That C = die fragliche Bedingung dar. — 

Ich weide nun untersuchen, was aus den Bildungen des vollstän- 
digen Hystems wird, wenn man in denselben statt der biquadratischen 
Form 9 die in § 41. untersuchte zusammengesetzte Form x<p + lH 
einfuhrt Von den 18 Formen des Systems werden f und D hierdurch 
nidit geaiidurt; benutzt man wie in § 41. den Ausdruck 

so wivd [vgl, § 41. (14)]: 



^\CK dl dl ex)' 
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Von den übrigen Functionen haben die durch UeberBclüebungen 
von f über rp entstehenden hier offenbar denselben Charakter wie ip^i, 
die durch Uebersehiebnngen mit H entstehenden denselben wie H,i. 
Es ist also 






Es bleibeu also nur die Form 
ist nach der Definition; 






CrJ. ZU untersuchen. Nun 



'■«fei St,v 



■tV] 



9Q dtjf gQ 



SO dass sieh t-A wie T^^i verhält. Da C 


= (!»)•, .0 Imt m,n uueh 


Cr.i=Q:C. 


Endlich hat m^n auf dieselbe Weise wie bei x: 


8jM 8 Ha 
3»;^ 8a;a 




öfcl 8jw! 

8fcl 8(p,l 
83^ 8a;, 



Auch ( 



I T. 



= Q.N. 
! Form tbeilt also t!ea Charakter i 
Die vorliegenden Fonnen bieten noch eine interessante Seite dar, 
indem man die Bildungen verfolgt, welche durch wiederholte zweite 
Ueb er Schiebungen von <p und H über f entstehen. Diese Formen 
bilden ein unendlich grosses System von quadratischen Covarianten, 
welche sich sämnitlich aus f, ii, X durch Multiplication mit Invarianten 
zusammensetzen lassen. Ist F irgend eine quadratische Form, sym- 
bolisch durch FJ bezeichnet, so kann man die Bildungen 

P (F) = (<^Ff ß.^ Q (_F) =. (AF)^ AJ 
als durch die Differentialoperationen P, Q aus F abgeleitet betrachten; 
und die in Frage stehende Reihe von Govarianten erhält man also 
durch beliebig oft und in beliebiger Folge ausgeführte Anwendung 
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dieser Operationen auf f. Nun findet aunäohst der Sdtz statt, dass 
die Operationen P und Q vertauscbbar sind, dasa also 

Es ist nämlich 

P Q (K) - ^ P {F) = (A Ff ( A ^f ccj - (a Ff (Ä k)^ A.,:^ 
^(Aan(AF)'c^J-{>^FfAJ] 
- (A«)ä P', . i (AP) «,r + (aP) A^t . 
Dies aber ist die erste üeberschiebuug von F über die quadra- 
tische Covariaute (Aß)^A,c«,r, welche nach der Theorie der biquadra- 
tischen Formen identisch verschwindet. Daher verschwindet auch die 
obige Differenz, wie ku beweisen M'ar. 

Wegen dieser Vertauschbarkeit genügt es also, die Bildungen zu 
betrachten, in welchen zuerst ausschliesslich die eine Operation , sodann 
ausschliesslich die andere angewandt wird, also die Covarianten 

-P"«'(0. 

Aber diese wiederuiu sind die Entwickeln ngscoel'ficieuten des Ausdrucks, 
welcher entsteht, wenn man auf f ausschliesslich die Operation 

anwendet. Es genügt also die Reihe der Bildungen 

CD P(f),-P'(f). ?'(/■).■. 

ZU betrachten und in diesen schliesslich P durch Ful, d. h. (p durch 
Ktp + KIi zu ersetzen. Nun gilt für diese Reihe der Saia: 

Jede Form der Reihe (J.) ist dieselbe lineare 
Combination der um zwei und drei Stellen ihr 
vorangehenden Formen. 
Es ist nämlich nach den Formeln am Ende von § 8.: 
{aßf iayfß.' r.j^=A^ I)^ \{ußr (ayf ßj yJl + ^ {aßf (ayf {ßyf {^yf 
oder nach g 40. (7) : 

Setzt man nun i/i=%, J/ä = — ''n SO geht diese Gleiclmng in 

PMn=-|p(/-)-h^/' 

über. Unterwirft man aber diese Gleichung ^raa) der Operation P, 
so erhält man: 

(2) F'*'(n-jI"+'(f) + ^F'lfl, 

eine Gleichung, welche den angegebenen Sata enthält. 
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220 Fünfkiv AljscliLiitt. Sininltanü 

Bezeicliiieii wir nun durch z eine beliebige Grösse, uiiul diircli Z 
den Ausdruck: 

Z=P(ft + aP'(n+2<P>(f)..., 
so ist nach (2), indem man mit 2" mnltiplicirt, nach jf summirt und 
dor Kurse wegen F{f) = lP', P'(f) = F" setzt: 

/= •-{i' + 2P" + s'Z) + i (/■+»?•+ «■P-+J»Z), 
also 

2 3 
= [^(I' + 2P") + i(f+«F+«'P'0] 

Diese Formel liefert durcli Yergleichung der Coefficienfcen von 1 , s, 
zK.. dieCovariantenps(/-), PHf) ■ ■ ■ A^^ohf, F== F (f), P" = P- (f) 
ausgedrückt 5 und zwar wird: 



w 






P'(/') = Tf"+ir-P' + 4r/ 



Up-.|, 



Es kommt also iiocli darauf an, 1'' und P" zu Ijestimmeo. Nun ist 
erstlich unmittelbar der Definition nach 
P' = ^. 
Dann aber bat man nach § 40, (2) 

und daher, wenn man yj = «a, )/3 = — a^. setzt: 

Setzt nmn nun in den Gleichungen (3) oder (4) x^ + ^ H an die 
Stelle von 9), so treten zugleich die Ausdrücke i.^,x und j^\ an Stelle 
von i untl j; i\n Stelle von P' tritt 
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Es bleibt aho nur nooli P",i = «' P>(/1 + 2x1 -?«(/) + ■•'''?(/■) 
zu bestimmen. Abei- nach der Gleichung (5) ist 

P".i = «,i ifi + f /■= X.x + -j-" /, 

o<äer nach oben gegebenen Formeln: 

Hiermit sind alle zur Berechnung von P'' Q" {f) nütliigeii 15e- 
stimmnngen gegeben. 

§ 61. Vollstandlgea System »weier CHteisclier Formen. 

Als Beispiel eines simultanen Formeosyatema , bei welchem keine 
der Grund formen linear oder quadratisch ist, will ich noch das simul- 
tane System zweier cubischer Formen betrachten,* 

Bezeichnen wir durch f und <p die beiden cubiachen Grundformen, 
durch Ä, V ihre quadratischen, durch Q, K ihre cubischen Covarian- 
ten, durch ü, P ihre Discriminanten. 

Die simultanen Corarianten und Invarianten entstehen aus den- 
jenigen üeberschiebungen von f" Ai* Qy und (fi"' V*' K»"', welche keine 
zerfallenden Terme erhalten. Da indessen A^ darch Q'^ und p, V 
durch K^ und 95^ linear ausdrückbar ist, so genügt es, für die Zahlen 
ß und ß' die Werthe 0, 1, 2 zu setzen. 

Da ferner f, Q, ip, K alle dieselbe Ordnung haben, so darf bei 
Üeberschiebungen von Producten mehrerer Factoren niemals beider- 
seits einer dieser Factoren erscheinen, da sonst ein zerfallender Term . 
der Ueb er Schiebung gebildet werden könnte, in dessen einem Factor 
nur eine üeberschiebung dieser Factoren aufträte. Ebenso wenig darf 
man eine einzelne jener vier Formen über ein Product schieben, 
welches eine derselben enthält. 

Es sind demnach ers'tlich die Üeberschiebungen der einzelnen 
Formen f, Q über 9, K zu bilden, und zwar immer mit Uebergehung 
solcher erster üeberschiebungen, bei denen eine der Functionaldeter- 
minanten Q, K auftritt. So entstehen die folgenden üeberschiebungen: 
f über ip, ein-, zwei- und dreimal; 
f über K, zwei- und dreimal; 
^ ' Q über 9, zwei- und dreimal; 

Q über K, zwei- und dreimal. 
Ausser diesen sind dann nur noch Üeberschiebungen zu bilden, 
in denen einerseits eine Potenz von A oder V, andererseits f, Q oder 
m, K steht; und üeberschiebungen von A über V. Potenzen und 



'* Vgl. ^uch die Alih. des Vei-fassei-s, Boi'chardt'a Jüunial Bd. 67, S. SSO. 
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Producte der /, Q oder der ip, K brawcht man nicht über V oder V^ 
(bez. A oder A^) zu schieben, weil dabei immer ein Factor V (bes. A) 
über einen der anderen Factoren allein geschoben werden Itönnte, 
also immer ein zerfallender Term herauskäme. Ebenso wenig hat 
man, da A und V gleiche Ordnung haben, Potenzen von A über 
Potenzen von V zu schieben. Den Formen (1) sind also nur noch 
folgende beizufügen: 

A Über V, ein- und zweimal 

/' über V, ein- und zweimal 

A über <p, ein- und zweimal 

Q über V, zweimal; 

(2) A über K, zweimal; 
f über V^, dreimal; 
Q über V^, dreimal; 
A^über q», dreimal; 
A^über K, dreimal. 

Nimmt mau die acht Formen 

(3) f, A, Q, :H; <p, V, K, P 

hinzu, so hat man im Ganzen 29 Formen, aus denen das System 
besteht; darunter sind sieben Invarianten, acht lineare Covarianten, 
sieben quadratische, sechs cubische und eine bi quadratische. Nur 
eine dieser Formen wird sich als überflüssig erweisen; ea ist diejenige 
quadratische Covariante, welche aus der zweiten Ueberachiebung von 
Q mit K entsteht. 

Um eine bequemere Uebersieht und Dai'stellung der aufgezählten 
Formen zu gewinnen, gehen wir von den di-ei quadratischen Cova- 
rianten 

A, e = {ac<fa^ci,r, V 
aus, wo, wie später immer, « (bez. h, c . . .) ein Symbol von f, a 
(bez, ß, y - ■ -) ein Symbol von (p bezeichnet. Diese Formen ent 
stehen als Coefficienten der quadratischen Covariante des combinirten 
Ausdrucks 

30 dasB 

(4) Af+i, = A + 2»e + i>V. 

Wenn man diese Form zweimal über ihre Grundform f-^-l<p 
schiebt, so entsteht nach der Theorie der cubi sehen Formen identisch 
Null; und da die zweiten Uebei-schiebungen von f mit A und von 
9 mit V aus demselben Grunde schon für sich verschwinden, so bleibt 
nur, und zwar für jeden Werfch von i, die Gleichung: 
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Für die beiden einfachsten linearen Covai-ianteo , welche dutch 
die zweite Üeberachiebung von rp mit A und von /' mit V entstehen, 
erhalt man daher die doppelte Definition: 

^^> re = (V df «.„ = - 2 (e af «.. 

Die vier cnhiacheii Covariaiiteii , wekhe oben (ausser /"und (p) 
auftreten, sind nichts anderes als die Functionaldeterminanten von f 
und (p gegen Ä und V. Die mit gebildeten lassen sieh leicht 
durch andere Formen ausdrücken. 

Es ist ferner aus der Theorie der cubischen Formen bekannt, 
dass die Function 

y = (aA)a.sA. 

die "besondere iüigenschaft hat, dass 

((iA)«.^Ag=(oA)«,a,,A^. 
Indem man sieh dieser Eigenschaft bedient, kann man immer die 
mit Q und K auszuführenden Ueb er Schiebungen sofort durch Theile 
derselben ersetzen, und erhalt mit Benutzung von (5) die folgenden 
quadratischen Covarianten : 

ia Y.f «« K« ^ (« V) {a af V,- «... = ^ (a af V^ I (« V) a, + (a V) «^ I 

+ ^(««)^A,!(oA)«.-(«A)aJ. 
In diesen Formeln sind die ersten Theile nichts anderes, als die 
ersten Ueber Schiebungen von 6 mit V und A; die letzten führen auf 
die Invariante 

(6) J={aaf,- 

und man hat die Formeln: 

(a K)ä ß, K. =- (0 V) G.. V. ^ i J V 

(« Q? «. Öx = (0 A) 0.. A, + i J A. 

An Stelle dieser Ueberschiebungen kann man also die ersten 

Ueber Schiebungen von mit A und V zu Grunde legen; zu ihnen 

gruppirt sich die oben unter (2) erwähnte erste Ueberschiebung von 

A mit V. 

Die dritten Ueberschiebungen von /' mit K und von ip mit Q 
werden sofort: 

I = (aKf = (aßjHaV){«V) = (0Vf 
^ > S = («(37 = (««)«(«A)(«A) = (0A)^-, 

sie sind die zweiten Ueberschiebungen von mit V und A, und 
ordnen sich daher den Invarianten 
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(8) ii = (AA7, P=(VV')% 2'=(AVf 

zu. Die zweite Uebeisclüebung von über sich selbst setzt sieli aus 
T und /ä zusammen. 

Die zweite Ueberschiebung von Q mit K ist, wie euwSbtit, eine 
überflüssige Form. Sie hat den symbolischen Ausdruck 
{Q K)^ Öx K. = («Ä) («V) {aaf A. V. 

= k{aaf A^ V^ \ (fl A) (ßV) +{« A) ((fV) | 
+ i (ßa)^ A. V. 1 («A) («V) - («V) (ßA) S. 
Der zweite Theil der rechten Seite wird \<f, multiplicirt mit der 
ersten Ueberschiebung von A und V; der erste ist 

(e A) (0 V) A.. Vx = ^ 1 (e A)^ v/ + (0 v)^ a«^ - (av)^ q/ \ , 

so dass in der That alles aus zerfallenden Gliedern besteht. 

Dagegen hat die dritte Ueberschiebung von Q mit K doii Ausdruck 
((?K? = («A)(«V)(ffl«)^{AV) 

= ^(««)HAV) J («A) {aW) + {« A) («V) ! 
+ i {a af (AV) i (« A) ((.V) ~ (aV) (« A) } 
= i(0A)CeV)(AV) + iJ'2'. 
Statt dieser Form kann man also die simultane Invariniitn 

(9) Q = (0A)(0V)(AV) 

der quadratischen Formen 0, A, V zu Grunde legen. 

Es bleiben noch die linearen Covarianten zu behandeln, weiche 
aus der zweiten Ueberschiebung von Q mit V und K mit A, sowie 
aus der dritten Ueberschiebung von /"oder Q über V^, und von (p oder 
K über A^ entstehen. Diese worden: 

{QV)'Q, =(aA)CrtV)^A.. = (jtA)A.,- 

(K A)^ K. = (^ V) {a Af V, == [p V) V^ 

{aVf{aV)V. =(7rV)V. 
^ ' («A)^(«A')AV =(pA)A., 

(ÖV)VÖV'}V. = («A)(AV)V. 
(KA)HKA')A-, =(pV){VA)A.. 
Das gansie Formensystem umfasst also nachfolgende Gebilde: 

1, Die Grundformen f, ip, nebst ihrer ersten und zwei- 
ten Ueberschiebung (4 Formen); 

2, die quadratischen Covarianten A, 0, V, die ersten 
Uebersehiebnugen derselben unter einander, ihre zwei- 
ten Uebersehiebungen mit Ausnahme von {&Q'f und ihre 
simultane Invariante (12 Formen); 

3, die ersten Uebersehiebungen von f und <p über A 
und V (4 Formen); 



y Google 
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4. acht lineare Oovarianteii, näralicli p iiniä jc, sowie 
die ■Ueberscliiebungen derselben niit A, V und die beiden 
Uebersehiehmigen von einer der letzten mit A uad einer 
anderen mit V- 

ünter den sieben Invarianten sind zwei von ungeriideni Charak- 
ter, niimlicli J und ß. Man kann die aämmtlielien zwischen den 
sieben Invarianten stattfindenden Beziehungen dadurch bilden , dass 
man J. Q und Q^ durch die Invarianten geraden Charakters (zu denen 
auch noch J^ zu rechnen ist) ausdrückt:. 
Nach der Formel (5) des § 58. ist 

(AA7 (AG)^ (AV)^ 
fl3 = | (A0)' (607 (0V)^ ■ 
(AV)^ (0V)^ (VVT 

Da alle anderen Elemente dieser Determinante sclion bekannt 
sind, so bleibt nur noch (00')^ zu bilden. Es ist 

(.ee')>=.ä (o«)'!!-»' I («*) («ffl + (oft ("!') I 

= («„)' liß)' (ab) {aßj-i («»)• {!.«■ i (fl t) («(5) - (aß) (»H i 
= (»»)' (6ffl'(<'!>)(««~lJ''- 
Im ersten Theile rechts vertauscht man a mit b und eidiiih,: 

l((n«)'(S «'-(««■(*«)■] (Ol««« 
= ![(<.«) {Iß) +(«ß(S»)](o4)'(»W=(AV)'. 
Es wird also endlich 

(11) (ee-j«=(AV)>-i/>=.r-i J-', 

und damit der Ausdruck für Q''': 

n S T\ 

(12) Q"- = ^ S T-^,P iL 

; r I p i 

Den Ausdruck von Q, J nebst einer Zahl anderweitiger später 
zu benutzender Bestimmungen erhält man aus der Gleichung (22) 
des § 58. Diese Gleichung sagt aus, dass die Determinante aus den 
zweiten TJeberschiebungen zweier Systeme von je vier quadratischen 
Porraen immer verschwindet. Als ein System dieser Functionen 
betrachte ich die Ausdrücke 

A, 6 
als das andere System: 



K n^^ «j, + /l ß 



A, 0, V, x'hj'i^+l'ßjß,. 

Die Elemente der verschwindenden Determinante sind erstlich die 
der Determinante (12); diese Determinante aber wird gerändert mit 

ClebEüli, TlwDiie ier biiiäreu »Igcht. Fotnien. 15 
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den zweiten Ueberachiebungen von A, 0, V mit x aj^ a,, + l «J ccy 
irnd x'bx^ bi + X'ßJ ß^ , uad endlich erscheint die zweite TJebev- 
sehiebuug der letztgenannten beiden Formen in der Ecke. Die Ele- 
mente des einen Bandes werden also 

« (Aa)^ öa + A (Aa)^ «„ = Xpy 

« (0 df «j + a (0 K)ä «s - ~ i (« iJ, + A n^) 

» {Vaf a^ + X {Vaf a^ = jc ^y, 

während die des anderen aus diesen erhalten werden, indem man x', k' 
an Stelle von x, A und die an Stelle der y setzt. Das Element der 
Ecke aber wird 

xx' {ahy a,j &s + xX [aßf a,j /3, + jj' A [ubf ctyh, + kX' [aßf «^ ß., 
oder 



%'iaby-a,ji^ + - 



-j— ^ {aßf {a, ß. + «. ß,) + W (a ff a,_, ß^ 
'^'-^{aßy(a,J,-a.ßy) 



= )(VA^A, 

Sondert man das hiervon hcn-ührende Glied der versehwindenden 
Determinante ab, so erhalt man die gesuchte Gleichung nunmehr in 
folgender Form: 

(13) 2QK\x}i-A,A, + ixX-+x-X)Q^&, + /.X'VyV., + ^^''—J.(sis)\ 

li S T Kpy 

'^ T Z P %%, 

Auf beide Seiten dieser Gleichung, welche für alle Werthe von 
jtj l, %\ l' bestehen mnss, wende ich jetzt die Operation an: 

Es ergiebt sich daou: 

Auf der rechteii Seite wird 

so daas der Factor {ys) beiderseits ausgelassen werden kann; ferner 
aljer ist mit Benutzung der Ausdrücke (5): 
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(j,»)_-2(i»)'(6«n«« 

» - C« (J) I (A «)■ le (i)> - (A «> (S «)M 
= - («(S)> (A 8) I (A«) (0/J) + (Aß) {3") I 
= -2CAe)(AV)(6V), 
also nach (9): 

(15) {y«) = 2a. 

la Folge dessen gebt aus (14) sofort die gesuchte J.ielation hervor; 

(16) -4/a-4SI-33'' + 22V=-JiP. 

Obwohl null durch die Gleichungen (12), (16) die Invarianien- 
relationen gegeben sind, so ist es doch von Wichtigkeit, den Inhalt 
der Gleichung (13) weiter zu entwickeln. Setzen wir in derselben 
überall x an Stelle von y und a, und zugleich x' — x, l' — ^, so geht 
jene Gleichung in folgende über: 

IJi S T ip 



(i7)2a'!!='A+2»ie+;."Vj=- 



l'-iJ' 1 -!,(ttiH-iii) 



Wenn man nun der Kürze wegen für die Unterdeterminanten von 

17! S T 

(18) S 3'-iJ' I 

Ir z pI 

die Bezeichnungen einführt; 

[/„-Pr-I'-i J'P. U„^ST^BT 

(19) n„=RP-r', n„=sz-i'' + iJ'T 

V,, = nT-S'-{J'B, U„ = TT~PS, 

so nimmt (17) geordnet die Form au; 

2 fi' («' A + 2 « ;. e + i' V) = i' !)• £(„ + ^-?^ti?)! u,+ „! # ü„ 

-Ap(3ij3 4-;ljc) U,^ — K^{Kp+-!.>r) ?/s3 + 2xAj)3r Cr,3. 

Vergleicht man daher beiderseits die Coefiicienten von x^, xX, A* 
so erhalt man; 

2 Q' A = ?^f - !7„ j) « + P„ k' 

(20) 4 0'6=-! (7„i)'-(2 t7„ + Sajj,ii+ V,,A 

2 0" V= r7,i!''- ';f„iii+ ^' «'. 

15 < 
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Man hat hier A, 6, V durch p und 51 ausgedrückt; aber ebeu 
dies kaun man noch anf eine andere Weise erreichen, indem man 
nämhch die symbohschen Ausdrücke AJ, Q/, VJ mit (jiaf multiph- 
cirt und dann jedesmal die Identität I. des § 15. anwendet. Es wird 
danUj mit Rücksicht auf (15) r 



'2{An)[Ap)np + {Apyn^ 
~ 2 (6 ;i) (Ö i») ITj) + (0 J))2 31^ 
-2(V»)(Vji).Jp + (Vli)>i', 



iÜ'A = {Anfp>- 

(21) 4 S' 6 - (6 xfp' - 

42'V = (Vii)'))'- 

nnd indem man diese Gleichungen mit den Gleichungen (20) vergleicht, 
erhält man die Ausdrücke für die neun auf der rechten Seite von (21) 
befindlichen Invarianten , nämlich : 



U„ 



(A«)"= "s (A«)(Aji)= [/„ (A )))'=. 2 P,., 

)(6i)''=-p„ (e»)(e,iti) = 

(V«)'=2rf„ (Va)(Vjj) = 



(22)(6«)'' = -P„ ie,t)(ßp)^-~U„-~-f (Bpf^^U,, 

2 



4 



Die InTarianten , welche hier aiif die fundamentalen zuriick- 
geführt sind, enthalten zugleich die eiuficheien untei den Determi- 
nanten, welche man aus den acht linearen Covaiianten (b), (lOj bilden 
kann. Wir werrlen auf diese später zurückliommen Dip Grleidiuug f 16) 
aber geht mit Hilfe der Bezeichnungen (19) in die einfachere Ge- 
stalt über: 

(23) iJQ=U.^-iU^.^. 



erster Grattnng: auf die 

Ich gebe hier als AnhaiUg die Anwendung der Theorie der binären 
Formen auf die Aufgabe, ein elliptisches Integral erster Gattung auf 
die Normalform zurückzuführen; eine Anwendung, welche theils von 
der Theorie der biquadratischen Formen, theils von der Theorie der 
simultanen quadratischen Formen Gebrauch macht. 

Die Aufgabe ist folgende; 
Das Integral 



rdx 



1 welchem X eine Function vierten Grades von x 
.it reellen Coeff icienten ist, und in welchem x ein 
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Intervall reeller Werthe stetig durehläuft, inner- 
halb dessen j/X stets reell ist, soll in das Integral 

übergeführt werden, in welchem C eine reelle Con- 
stante, «^ eine positive Constante, welche kleiner 
als 1, bedeutet, nutl s eine reelle positive Ver- 
änderliche, welche sich in dem Intervalle bis 1 
bewegt. 

Setzt man -^ für x, -'- für z, so ist die ku erzielende Gleichung 

f{x,, x^) = x^'' ■ X 
eine Form vierter Ordnung ist. 

1. Sind die linearen Factoren von / reell*, und sind der GrÖKse 
nach geordnet 

(2) | = „, (j, r, « 

die Wurzeln von ^'=^^0, ao ist die Aufgabe lösbar durch eine lineare 
Beziehung zwischen ■— und ~, also durch eine lineare Transformation., 
Es müssen dann die Elemente (2) den Elementen 

(3) Cl, 1, 1, 00 

in irgend einer cyklischen Vertauechung und entweder in directer 
oder umgekehrter Folge projectivisch entsprechen, und zwar den Ele- 
menten und 1 der Reihe (3) die Bndpunkte des Intervalles, in 

welchem a: = — sich befindet. 

Da y f reell sein soll, so niuss, wenn der Ooeffieieut von j;^^ 

positiv ist, — zwischen ß und y oder in dem Intervall ö... j^cc ... k 

X2 
liegen; wenn der Coefficient von x,^ negativ ist, zwischen « und ß, 
oder zwischen y und d. 



* Vgl. Richelot in Crelle's Journal, Dd. 34, und Duiöge, Theorie dor 
ollip tischen Functionen. 
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Es ergeben sich also folgende acht verschiedene Fälle des pro- 
jectivischen Entsprechens : 

0... s... 1, \, CO. 

jl. y,., X..- ß, tt, d') der Coei'lieienl von a;;* 

\:^. a... X... d, y, ß\ positiv, 

X wächst mit i^ \.-. . s 1 i n rc ■ t 4 

]■>. ß ... X ... a^ ö, y\ der Uoetücient von x,^ 

(4 ö...x...'y, ß, kJ negativ, 

!ö. ß ... X ... y, d, ßl der Coefficient von y^/ 

0. d ... X... a, ß, yj positiv, 

7. a ... X ... ß , y, S\ der Coefficient von ,t,^ 

8. y...x...d, ttj ßj negativ. 

Indem man das Doppelverhältnisa von 0, z, 1, no mit dem der 
jedesmal entsprechenden Elemente vergleicht, erhält man für s in 
den verschiedenen Fällen folgende Ausdrücke: 

iA\ ' ^'~^ ß—y' ' ^ — ß ^~a' '■ x—y K — ^' ■ x^a y~ö' 

x—a y—ß' ' x~y K — d' ' X—S ß — a' ' x^ß d—y' 

Da ferner s = — für den jedesmal in dem Ausdrucke von s nicht 
auftretenden der Werthe «, ß, y. ä wird, so hat man 

^^^K^^ß y .^ ^^^ Yg]]^^^ 1 2., 5,, 6. 

... a-y.ß^d 



Diese VVerthe von x^ werden, wenn man die positiven Differenzen 
-ß, ß —y , y — ö durch j}, g_, r bezeichnet; 



{p + g,)(r+g) (i)+9)(r+2)' 

also wirklich positiv und kleiner als 1; ihre Summe ist gleich 1; es 
sind zwei der aus den vier Elementen «, ß^ y, 6 zu bildenden Doppel- 
verh'ältnisse , also Wurzeln der Gieicbung § 50. (1). 

Bezeichnen wir den absoluten Werth des Coefficienten von x^ 
durch a, und betrachten wir die Quadratwurzeln in (1) sowie die 
Quadratwurzeln in den folgenden Formeln stets ids positiv, so 
haben wir 
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Gmüdformen, — §02. 


c= 


1 


in den Fällen 1 


/«-7-(ä-I 


C=- 


1 


^ in Am Pall«n B 



(6) 

,L , ^ , ^., 7-, 8. 

ya ya—y.ß — ä 

Um diese Formeln abzuleiten, brauchen wir nur in (1) % = f zu 
setzen, durch s beiderseits zu dividiren und dann s verschwinden zu 
lassen. 

2. Auf diesen Fall können wir alle übrigen folgend er massen 
zurÖcktUhren. 

Wir haben in § 47. gesehen, wie eine biquadratiselie Form /'stets 
in reeller Weise in zwei quadratische Factoren zerlegt werden kann, 
was denn bei der Existenz von vier reellen Wurzeln auf drei Arten, 
in den übrigen Fällen nur auf eine Art geschehen kann. Sei also: 

m f=-p.e. 

Nun können wir nach § 57. P und Q durch eine gemeinsame 
lineare Substitution in Aggregate von Quadraten verwandeln. Da 
aber es sich hier darum handelt, dass alles reell werde, so setzen 
wir, etwas abweichend von den Gleichungen (5) des §57.: 

wo e und e' gleich +.1. Es sind dann A und A' die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung, welche entsteht, indem man die Discrimi- 
nante von P+ XQ verschwinden lässt, also, nach den Bezeichnungen 
des § 58.: 

(9) Ai + ^ -1 -Dia + ^' -D^a = 0. 

Sind die Wurzeln dieser Gleichung reell, so kann man s und a' 
immer so wählen, dass auch | und ij reell werden, und man hat dann 



(8) 



P: 



(10) 






Es entsteht also nur die Frage, ob man es immer so einrichten 
kann, dass die Wurzeln der Gleichung (9) reell werden oder dass 
(12) D\^--Di^D^^>0. 

Dieses unterliegt zunächst keinem Zweifel, wenn ^ = zwei reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln hat; in diesem Fa.lle hat eine der Formen 
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P, Q reelle, die andere imaginäre Factoren, daher ist von den Grössen 
Dji, Dgg eine positiv, die andere negativ, also die Ungleichung (12) 
erfüllt, weil links nur positive Glieder stehen. 

Hat ^=0 lauter imaginäre Wurzeln, so kaan man, abgesehen 
von einem conatanten Factor, der links in (12) guadratiseh auftritt 
und daher das Vorzeichen nicht ändert, immer annehmen , dass sowohl 
P als 'Q stets positiv seien; man kann also die Coet'ficienteii dieser 
Formen dtircli 

1, ßiCOSK^, p^", 
1, p^cosa.^, p.^\ 
bezeichnen, und erhält: 

Di2^ — D|, D03 = ip,^ +p^^ — 2p^p^ cos % C03 rc^y — ip,^ p.^ sw? a, sin' k^ 
= I Pi'+Pu' - ^Pii'a cos K-ß,) j 
■ I ft' + i^' - 2 Pi Pa cos («1 + ffj) } , 

also positiv, da beide Factoren dieses Ausdrucks positiv sind. 

Sind endlich alle Wurzeln von f=0 reell, etwa «, ß, f, S, so 
kann mau, abgesehen von einem constanten Factor, der in (12) nur 
quadratisch auftritt und also an dem Vorzeichen der linken Seite 
nichts ändert, die Ooefficienten von P und Q durch 

1, --"4^, .^ 



1, 

bezeiclmoii, uml hat also 


r + 

2 


D„"-A,-0,i=[rä-- 


« + « fr 
2 - 



.' + «/iJ-K— W'fr-«)' 
-(r-«(ä-»){r-«) (,»-»■ 

Dies ist positiv, wenn y und d beide kleiner oder beide grösser 
als ß, ß sind; der Ausdruck ist aber auch positiv, wenn die Elemente 
eines dieser Paare zwischen denen des anderen liegen. Negativ ist 
der Ausdruck nur, wenn die Paare «, ß und y, 8 verschränkt liegen. 
Für zwei der drei Zerlegungen vdn f in quadratische Factoren besteht 
also die Ungleichung (12) auch in diesem Falle. 

Wir haben also gezeigt, wie in reeller Weise f in die Form (11) 
gebracht ■werden kann. Da nun 

{x.^dx^ — 'x.^dXi) (1^) ^ijc^s — I (?ij, 
so wird 



fdx _ i ,-'_ 

J vi~yu)L/_ 



(f 1^ — e'^j') ( H i.' g'^ — e'X rj') ' 
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Grundformen. — g 6' 



J VT '^^^^^fj/'^_ 



■y(y-c£'){l'y-et'X) 



{>.-XJ 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen rechts verscliwiudet tum 
für die reellen Werthe 

0, », „■, .4., 

und die Aufgabe ist also auf den zuerst behandelten Fall zurück- 
geführt, wobei noch die wesentliche Einschränkung hinzutritt, dass 
y hier eine wesentlich positive Veränderliche ist, und dass daher einige 
der oben angeführten E'älie hier nicht eintreten können, 

3. Man kann aber auch zunächst das Integral so umformen*, dass 
nur noch die Invarianten i und j in den Coefflcienteu der Wurzel- 
grösse auftreten, und dass zugleich unter der Quadratwurzel ein Aus- 
druck nur dritten Grades auftritt, dessen erster Coefficieut positiv ist. 
Multiplicirt man Zähler und Nenner unter dem Integralzeichen mit 

so geht das Integral in 

ein Integral, was man nun wieder nach den oben entwickelten Regeln 
behandeln kann. 

Die Grenzen der Intervalle, innerhalb deren sich s bewegt, sind 
durch die Wurzeln der Gleichung 

gegeben, die entsprechenden Werthe von x also durch die reellen 
Wurzeln der Gleichungen 

9 = 0, -$^0, x = 0' 

* Vgl. Hermite in CrelleH Jounwl, Bd. 52. 



Über, oder, wenn man 
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§ ßS. Ein Prohlem, welches dem Problem der Weadepunkte eineu Turve 

dritter Ordnung cntsprlclit. Aiifstelluug einer Glciciiung neunten Grades, 

von welclier dasselbe aliliäng^. 

Als Anwendung der simultanen Theorie einer eubischen und einer 
quadratischen Form will ich hier ein Problem behandeln, auf welches 
man das Problem der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung 
zurückführen kann. Dieses Problem lautet folgendermassen : 

Sind a, h, c drei gegebene Formen bez. erster, 
zweiter und dritter Ordnung, so soll eine lineare 
Form ^ gefunden werden, so dass 

ein vollständiger Cuhus wird.* 
Um die Aufgabe zu vereinfachen, kann man zunächst | + « an 
Stelle von I als die unbekannte lineare Form betrachten, und bezeichnet 
man diese wieder durch |, so kann man dem Problem die Form geben: 

wo- f jetzt eine gegebene Form zweiter Ordnung, (p eine solche dritter 
Ordnung ist, ij eine ebenfalls unbekannte lineare Form, welche aber, 
da nur ihr Cubus vorkommt, der Natur der Sache nach nur bis auf 
eine dritte Wurzel der Einheit bestimmt sein kann. 

Das in der Gleichung (1.) enthaltene Problem führt auf eine 
Gleichung neunten Grades, die man in folgender Weise aufstellen 
kann. Multipliciren wir die Gleichung (1) rechts und links mit (^ rjf, 
und berücksichtigen wir, dass: 

(lv)Y=«l)'fc"= l(<"l)6 -(»B ll' 
8,)>=(l,)'o,'=l(«>l)E-(«E)li' 

SO verwandelt sich die Gleichung (1) in: 
(2) r(ll)'-3|(l,)|(«l)l-C«S)lP + 21(«l)l-(«eil' = <l'«l)'- 
Diese Gleichung mnss unabhängig von denWerthen der Veränder- 
lichen I, jj bestehen, und kann daher in die folgenden vier zerlegt 
werden: 



* Aufötellimg und Behandlung dieses Problems gab iob im vierzehnten Band 
der Abb dei kgl Ges zu (iö-ttingen. Es mag bierbei zugleich erwähnt werden, 
dasa aJinhch das PioMem der Doppeltangeiiten einer Curve vierter Ordnui^ die 
Foim 'iBnimmt 

Sind a, b, c, d gegebene Formen bez. erster, aweiter, 
di.ttei und vieiter Ordnung, so soll eine lineare Function 
^ ao bestimmt werden, dass der Ausdruck 
r -H 4 a 1= -H 6 Ö g' 4- 4 c e + !i 
ein vollKtäiidiges Quadrat wird. 
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2 (,.,)» =3(i,)(o,)>-(6,)' 
,„, 2C«,)>(<.B = 2g,)(o,)(<,5) 

w 2 («,)(«!)> = (!,) («B> 

2(»B' =-8,)'. 

Nun kann man ans der dritten dieser Gleicliungon, welche die ij 
linear enthlUt, die Verhältnisse der -^ ausdrücken; man findet diinn: 

,., ,,, = 2(«|)>«.-(o|)'6. 

(*) =,,,=2(.B'.,-(<.e'i„ 

wo x ein unbestimmt er Factor. Es folgt daraus 
(ö) x(^^) = -2(aif = -2^(^) 

und indem man dies in die letzte Gleichung (3) einführt: 

(6) x' = 4^'(i). 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (4) in die ersten beiden Gleichungen 
(3) ein, so erhalt man zwei Gleichungen für l,, g^i welche für diese 
Grössen nicht homogen sind, und aus welchen sich eine für dieselben 
homogene Gleichung herstellen litest, die gesuchte Gleichung neunten 
Grades. 

Multiplicirt man die genannten Gleichungen mit ^^ und — ri^, 
so kann man sie beide dnrcli die Summe derselben ersetzen, wenn 
man die neue Gleichung für alle Werthe von x^, 'X.^ bestehen lässt 
Diese Combination wird durch (|?j) theilbav, und es bleibt: 

(7) 2(«,)>o, = 3C<.,)'t.-2(a,)(<.8,.-(S,)>g.. 

Hier wollen wir nun die Werthe der ij aus (4) einführen. Es 
ergiebt sich 

<o,)(«B = 2(o»)(«g)'(«B-f(|).(o8' 

,'(oi)' = -l (««) («» {'%)' (Cl)'- 4r(B . (o«) («B' (»B 

(8) +/■■(«. («B- 
«>{«,)>«, = 4(«/j)(«r)(i?ö<(y8'»,-4,fg).(««0J8'W)«- 

+f(B-(«B'«.. 

Bezeichnet man durch f, (fi etc. die betreibenden Formen , wenn 
darin a;^ =: B i i^a ~ — ^i gesetzt wird , so werden die in diesen Fonneln 
vorliommenden Ausdrüclie (vgl. § 59.): 

(<.!)'=/•, («ö' = «), (ooXoB («!)■ = » 

(««)(»« («B"(CE)^=i(«©tfeiC«")"tfB'+('>fi'("B'-(«w'(«e'i 

i'ß) ((JB't««)«, =i(««(«B(/iBI(/iS)«.-(«8W 

(«ffl(«7)(/'B'(rB'"-=i(/iB(7B«-l(«C)"(rl)H(«7)'((iB'-(/Jy)'(«B*l 
= A,(AB-f-iC«ö'«.-A. 
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Daher hat man ans (8) : 

Die Gleielmiig (7) verwandelt sich nun in folgende: 

oder in: 

(9) = 8 9) ( A I) A,, + (ß ^y ß^ (8 * - 4 A - 2 f ä) 

+ I. (10 /■ A + 8 /■» - ISj, 9) - f 4- 4 q>'^. 
Ich set/.e hierin erstlieh 3^1 = !^, a:^ = — 1,; sie giebt dann 

(10) 0=4^ + 2A-/^. 

Benut/t man aber diese Gleichung, so werden die ersten beiden 
der drei Glieder von (9): 

8(p.t(A|)A,~A.(«^)^«.| 
= 8(ß|}HA£)|(«|)A.-(Ag)ß.t 
-8(ff£7(A|}(«A).|. = 8(*.|.. 
Daher wird nunmehr (9) durch %j- theilbar, und es bleibt; 

(11) = SQ+l0fA + Sf^y~\2pfp~p + i<pK 

Aus den Gleichungen (11), (12) ist nun eine Gleichung zu bilden, 
welche für die i homogen ist. Um die Ordnung der verschiedenen' 
Glieder kenntlich zu machen, führe icli eine Grosse A ein, deren 
Werth I ist, und mache in Bezug auf gj, ^, l die Gleichungen (10), 
(11) homogen. Sie lauten dann: 
= 2Ar + 4*A-p 
'-'''•' = 8 Ql^ + (\0fA~12p(p) l^ + Sf&l + (4 cp^ - p) ; 
an Stelle der letzteren kann man mit Benutzung der ersten auch 
setzen: 
(IS) 0=8QXs + Q{fA-2p(p)X^ + i<f>^ + p. 

Aus dieser und der ersten Gleichung (12) ist X zu eliminiren. 
Wir haben hier zwei Formen bez. zweiter und dritter Ordnung vor uns : 

^ ' iJ = 8ei« + 6(/'A-äj)7))A> + (4i))«+f»), 

in denen 1 die Veriiüderliche vertritt, und deren Resnltaute gebildet 
werden soll. Bilden wir diese nach § 59, : 

(15) I''.,.-2I>,£.,. = 0, 
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80 erkalten wii eme Gleichuäig, welche, wie man leicht sieht, von der 
Ordnung Ib lü den | ist. Aber man kann zeigen, dasa sie den über- 
fiüssigen Factor 90* entliülfc, und also nach dessen Aualasaung in die 
geaachte Gleichung neunten Grades übergeht. 
Zunächst ist aus (14): 

aber nach % 35. (10): 

&^ = ~^(Ar^2pfrp + l)<f''), 
daher : 

(16) I>„ = iq>{D(p-2pf). 
Ferner ist 

daher, wenn man l^, X, 1 durch — /^, — 2^, 2A ersetzt: 

E,,, = Sf^(fA-2p(py + S{4:g>^+f^){A^f~2p<pA—iQd-). 
Bildet man nun das Product Q . & zweier Functionaldeterminaiiteii 
nach § 35, (H), so hat man: 

Q& = i{A--f-Ap(p + <p^irj, 
also 

(17) E,,,^UUi>{2fUpp^-2ppA-2<pfA^-4.^^E-f<pE\. 
Endlich ist 

(18)p„.„=2A(49)Hr)-80{/-A-2p<p)^-/-^[8''^A+2(/-A-2j)q,)l. 

Aber da #, Q, Q die aus /, (p, A gebildeten Fuiictionaldetenni- 
nanten sind: 

*-(««)«,.«/, ^=(«A)«/A^, 9 = («A)«,A„ 

so hat man 

&A + Qf-Q<p = % 

und indem man den hieraus folgenden Auadruek von %■ A + Qf m (18) 
einfuhrt : 

(19) j)„,„ = 4 9>|2A(2j)#-/'fi) + (2Ay+p/-^}l. 

Demnach wird 
(20] I\,, = 'd2(!>'-\A{2A<p^pPf~'ir»{2A(p+pf^)i2p&-fQ) 
-2Py2p&-fQf\. 
Die Ausdrücke (16), (17i, (20) zeigen, dass aus der Gleichung (15) 
der überflüssige Factor 32 9^ ausgelassen werden kann; sie bleibt dann 
Ton der zwölften Ordnung. 

Die so reducirte Gleichung 

(21) A{2Af(,+ppf~'^&{2A<p-\-pP){2p^-fÜ)-2p[2p&-füf 
-4(I>(p-2pf){2p<pp^-2ppA~2ipfA^~i^^E-pcpE)=^0 
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erlaubt nun nochmals den Factor tp auszuscheiden, wodurch dann nur 
eine Gleichung neunten Grades übrig bleibt. Um dies einzusehen, 
übergehe ich in (21) alle mit <p multiplicirten Glieder; es bleibt dann 
/^ I- 15 Ap^ f^-i&p {2p&-fQ) - 2 {2p&~fQfl 
Der Ausdruck, welcher hier in der Klammer steht, ist durch <p 
theilbar. Wenn wir die Glieder niit ^ übergehen, so können wir ■&^ 
durch ~-\i\p ersetzen; ebenso, da nach § 35. (11) 

gefunden wird, ersetzt man dann %-Q durch M>~- Oßi' obige Aus- 
druck verwandelt sich daher in 

-/■*(Aj)^+ß^). 
Dass dieser Ausdruck durch 9 theilbar ist, beruht auf einer anderen 
Darstellungsweise der Form Q, iudem 

Q = (« A) o. A. = («(3)^ {au) a. ß, = (aß) {aa) ^. \{aß) k, - {aa) ß^\, 
oder, da der erste Theil rechts durch Vertauschung von a und ß sein 
Zeichen ändert und demnach identisch verschwindet: 
Q^ißp)ß^ 
Man hat daher 

= - 1 «. fc [«. (M -fc ("?)]■ = - i ("«•«. fc ■ i>' 

und es ist daher Q^ ■{ — ^ durch q> theilbar, was zu beweisen war. 

Man kann also wirklich (^1) durch Division mit tp auf eine 
Gleichung neunten Grades zurückführen, und zwar ist mit Hilfe der 
eben angegebenen Formeln die Ausführung ohne Schwierigkeit, 

Dass die Gleichung neunten Grades 

tp- 
nicht weiter reducirt werden kann, wird das Folgende lehren, während 
zugleich der besondere Charakter der Gleichung neunten Grades her- 
vortritt. 



Ich nehme jetzt eine der Lösungen des Problems als bekannt an 
und untersuche, wie die übrigen Lösungen zu dieser sich verhalten. 
Die bekannte Lösung sei durch die linearen Formen |, »j gegeben; 
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I', 7)' seien die entsprechenden für eine andere Losunu-. Man hat 



2,p_3/'| -6'+,' 

(die Formen werden jetzt wieder mit den Argumenten iC, , x^ gesehrie- 
hen gedacht). Eliminiren wir ip, indem wir diese Form als durch die 
erste Gleichung (l) defiairt ansehen, so haben wir: 

(2) o=3/-(g-r)-(r-r)+^^~e 

Es folgt hieraus, dass der lineare Factor | — |' auch in if — if^, 
also in einem der Factoren 

^ — ij', 1) — « ^') 1) — f^ ff 
enthalten sein muss, wo s eine imaginäre dritte Wurzel aus (1) be- 
deutet. In welchem dieser drei Factoren man | — 5' enthalten an- 
nimmt, ist gleichgiltig , vielmehr wird erst, wenn man darüber ver- 
fügt, ij' vollständig bestimmt, während sonst nur sein Cubus bestimmt 
ist. Sei also e eine der Grössen 1, s, b^, sei ni eine Constante, und 

(3) 7?~.|- = m(l-l')- 

Man kann dann eine lineare Form 3 einführen, so dass 

ij' =^ e (jj + m z). 

Setzt man diese Ausdrücke in (2) ein, so kann man durch s 
dividiren, und es bleibt die Gleichung: 
(5) 3 /"- 3 (r - mrf) + 3 (^ - «»^ 13) s + (1 - m^) s^. 

Es ist nun in so zu bestimmen, dasa dieser Gleichung durch 
eine lineare Form s genügt wird. Dazu ist nöthig, dass, wenn man 
die in s quadratische Gleichung (5) nach z auflöst: 

f6) 3,± 2g-(g-m ^ 

wo 

(7) i;^^\:i^'.i^f^l^^,n7f) + \{l-m'n)\ 

£ eine lineare Form, also der rechte Tbeil der Gleichung (7) ein 
vollständiges Quadrat werde. Die Grösse m muss also so bestimmt 
werden, dass die Discriminanfce des Ausdrucks rechts in (7) ver- 
schwinde. Da i^ aus zwei Theilen besteht, deren zweiter ein Quadrat 
ist, so zerfallt diese Discriminante in zwei Glieder: 



(4) 
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wo i>' die Invariante der Form f—^^ + mif, D" die simultane dieser 
Form und der Form {^ — m^rff ist. Bezeichnet man durch K, L,M 
die drei Ausdrücke 

(8) K = (ßlf, L^{ai){an), M={ci7if, 
so wird 

J)"^ K-2m^L + m* M+ m (1 - m^) (?ij)-. 
üebergeht mau also den tiberflüssigen Factor 1 — m^, so wird die 
Gleichung, welche zur Bestimmung von m führt: 

(9) 0= — ~ [-0 -2K + 2mM- ^ m (U?] + ^{K-2Lm-''+Mm^). 

Sie ist vom vierten Grade; aber jedem m entsprechen nach (6) 
zwei verschiedene s, und also auch nach (4) zwei verschiedene §. Mau 
findet also wirklich za jeder gegebenen Lösung acht andere, so daas 
ira Ganzen neun Lösungen existiren müssen; sodann aber ergeben die 
obigen Betrachtungen den Satz: 

In Bezug auf jede Lösung der Gleichung neun- 
ten Grades gruppiren sich die übrigen in vier Paare, 
welche mittelst einer biquadratischen Gleichung 
aus derselben gefunden werden. 
Aber auch diese biquadratische Gleichung hat noch eine specielle 
Eigenschaft. Ordnet man (9) nach Potenzen von m, so erhält man: 

[(!,)' - Jf] «' + 4 (x- 1) .«■ - 6 i .»■ 

+ 4|.Jf-i«l)'l«' + (2B--ä:)---'0; 
daher ist die erste Invariante der Gleichung: 

i = 2J[(S,)'-M](2B-Ji:)^14Jlf-S,)>l(Ä--°) + 3;.»j 
= SD(l-4f-B{KM-L'). 
Es ist aber 
2 (K M ^L'^ = {a ^r (b 7,y -2{ai) {a 13) . {h l) {/..;) + (h if (a ij)^ 

daher i = 0. 

Die erste Invariante der Gleichung (9) ver- 
schwindet. 
Wendet man nun auf eine Gleichung 

am* + Um'' + Qcm^ + idm + e= 
die lineare Substitution 
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(10) am^-b-i 

an, so geht dieselbe in lüg Form 

über; da aber i~0, so wird 

(12) r"-3«', 

und die Werthe von ß, ß sind: 

o: = ac-l' 
^ ' f = -iabc-<la'-2¥. 

Im vorliejjeiideu Falle wird die liuearo Siibsiitution (10): 

(") .»^^" 

(S,)'~ä' 

und die Coet'licieoten der transformirten Gleicliuiig sind: 

(i =. - 3 i KS ,)' - Jf ] (JT- Ij - [Jf- i (!,)•] Kl,)' - «]> 

-(--fr- 

Diese Coefficienten lassen sieh durch die simul- 
tanen Invariaüten von /~und fp allein ausdrucken. 
Wenn mau nämlich in dem Ausdrucke 

die Ausdrücke (8) einführt, so hat man 

(16) f.{UY=..Kf~2J,iri + M7i"-, 

daher auch 

Bildet man nun an diesen Darstellungen die Covarianten und 
Invarianten von f und (p, so hat nran znuiiclist wieder die schon oben 
abgeleitete Gleichung 

(18) 1).{U?=^{KM~L^), 
sodann aber 

oder wenn man (18) benutzt und dann durch (|ij)^ dividirt; 

(19) 2p = {2D-K)l + M7i; 

Clabsoh, Theorie der Tjiubren «Igelit. Fotiaeu. 1 G 
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daher auch 

(20) iF^K{2T)^Kf + '2LM{^D-K) + 3r' 

= 7f 3 + M= - 2 KL 31+ iD {ML - lU) + 4.I)UC 
Für A hat man dio Formel: 

pili^-d'^ -2/. )/-* I 
2A(iTj)^= -2L K -H , 

I-b: (g# r I 

also, -vveiiii man statt tf- , — ijj, 1'^ clie Coeflicienten von ^ .(i,i}'f 
einsetzt : 

Man vereinfacht diesen Ausdruck, indem niLin die letzte Vertikal- 
reihe von der ersten abzieht; es wird dann mit Hilfe von (18) der 
Ausdruck durch (|i;)^ theilbar, und man erhiilt: 

(21) 2 E= - K'^ + LM+KB ~ L (1 yi)K 

Zur Darstellung von « gentigt diese Gleielinnj'- mid (18), denn 
es wird ans (15): 

(22) « = 2J.;-^'. 

Um ß zu bilden, muss man auch noch den Ausdruck von R 
kennen. Diese Invariante entsteht, wenn man in A statt jj\ — 1*2) ^ 
die Coeffieienten von A selbst einfährt, und man hat dann: 

\^M-(%if -2L 6KM-2K{i-r}Y~8L^ \ 
SB. {l7iY = \-2L K 2KL + ^M{liif - {Irif . 

\k (|# -4i(i#-2_ff^ 1 

Diese Gleichung wird durch (§ij)^ theilbar, wenn man die erste 
VertDtahreihe mit 2 K, die zweite mit 2 L nmltiplicirt zur dritten 
»ddirt, und man findet dann 

\^M~{%rif "2L 6D-47!:| 

(23) ^B=\-2L K 3JJf-(|^j)-' 

\k {Inf -2L I 

=^AK-' + %L^ -12L<:LM~{yDK^ 

+ {U?{12KL~\2DL~^M^\ + QM{Uf-{Uf- 
Ans diesem und den früheren Ausdrücken setzt sieh nun ß zu- 
sammen mittelst der Formel 

(24) ß^bDE-2E-AF+-^, 

und die Gleichung vierten Grades (11) wird also: 
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(25) ai + Q(2E~-^')0"-+4(5J)E^2It~4F + ^'jß 



-3(: 



2E- 



§ 05. nie Systeme conjugirter Lösungen. 

Die im Vorigen angestellten Betrachtungen zeigen, dass zwiselien 
den Lösungen der Gleichung neunten Grades gewisse Beziehungen 
bestehen, welche den Charakter der Gleichung als einen speeiellen 
erkennen lassen. 

Zu jeder der neun Lösungen ordnen sich die übrigen paarweise. 
Ein solches Paar mit der ersten Losung zusammen heisse ein System 
conjugirter Lösungen. Es lässt sich zeigen, dass die Zusammen- 
gehörigkeit dreier einem solchen System an gehöriger Lösungen 
I, I', I" nicht aufgehoben wird, wenn man von einer zweiten unter 
ihnen ausgeht; in Bezug auf diese ordnen sich die acht anderen 
Wurzeln nun abermals in Paare, und wiederum besteht ein Paar aus 
den anderen dem conjagirten System angehÖrigen Lösungen. Gehört 
also zu I das Paar 5', |", so gehört auch zu |' das Paar |", | und 
zu &," das Paar |, 5'. 

Die Lösungen eines zu £, ij gehörigen Paares sind nämlich nach 
den Formeln (4) des vorigen Paragraphen bestimmt durch die An- 
nahme, dass sie mit |, ij durch Formeln folgender Art zusammenhängen: 



0} 



(2) 

oder : 



Diesen Formeln aber kann man auch die Gestalt geben: 



(3) 



g=r-2, r=r'+(s- 



Alle diese Formeln haben ganz denselben Charakter. Man sehliesst 
US also erstlich den Satz: 

Bilden die Lösungen |', |" ein zu | gehöriges 
Paar, so bilden auch g, |" ein zu i,' gehöriges, und 
g, I' ein zu 1" gehöriges. 
Dabei geht, wenn man von |' oder |" statt von ^ ausgeht, 
m über in m e bez. m e^ 

s, Sj über in — s, Sj— « bez. —z,, ^~^i- 

16* 
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Die Grösse m^ ändert eich also gar nicht. — Durch den oljigen 
Satz ist der Begriff eines Systems conjugirter Lösungen festgestellt 
Es ist nun weiter leicht zu zeigen, dass auch die zu m, |, 7; 
gehörige Wurzel ö der biquadratischen Gleichung (25) für drei con- 
jugirte Lösungen denselben Werth hat. Nach der Formel (14) des 
vorigen Paragraphen müssen dann gleichzeitig, wenn K', M', K", M" 
aus K, M hervorgeheji, indem man |', jj' oder §", ij" an Stelle Ton 
^, 1] setzt, die Gleichungen stattfinden: 

Da die dritte Gleichung zu der ersten genau in derselben Be- 
ziehung steht wie die zweite, so genügt es, das gleichzeitige Bestehen 
der ersten und zweiten nachzuweisen. Nun war nach Formel (5) des 
vorigen Paragraphen: 

(5) 3/'=3(P-mf) + 3(|-.»',)« + Cl -.»')«'. 

Nim gett gleichzeitig | in |', ij in 7{, m in me, 5 in — ^ über; tlaher 
wird aueii 
CG) 3 /■= 3 (g' - emri') - 3 (r - e>»!',') 2 + (1 ~ .»=) «'. 

Setzt man in [5) für x^, x^ die Grossen l^, — ^^ oder %, — % 
in (6) l'j, — S\, oder ij'a. — Vi ein, so erhält man die vier Gleichungen; 

31 =- 3i» (!>,)> ~ 3m'(5?) (|a) +(l-m>)(|sy 
3Jlf= 3(1,)=+ 3«,) C«1) +(!-«••) (»■?)' 

3ji:'=-3(!«t(r,T+3<i'rf(rii')(r2)H-ci->»')(r«)' 
3jif= 3(r,7- 3(r'j'){««+ci-»'')(8iT- 

Es folgt daraus: 

K-K- =- m [(i,)= - « (rv)-'] - <»■ [(W (i2) + «•«■•;■) er«)] 

jf-«ir= [(lv)»"e(rijT]+ l(Si) (»•)) + ««■ i'K^i')] 

Nun ist aber wegen (1): 

n^Y^{g^f -«+r,2)(e-F,2)=o 

(»1])' - « (2ij')' = (», 1 + «'l') (2, 1 - e' l') = 0, 
und daher 

(Z-Jt')-m(Jir~e2r) = -2m[(|7i)'-e(ri)T] 

+ m(|)j)(2, m ^ — »j) + meC§'Y)(2, ejw|' — ,'). 
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Setzt man nun §'— | für 2, und bemerkt, dass 
emi'—7)' ~ e (m^ — ij), 
so niraiat diese Gleichung auch die Form an; 

= -.«[{|,)'-<;(ri-)"], 
oder man hat 

Dies ist aber die G-leictheit der Ausdrücke, welche in (4) gleich 
___0 werden; die beiden ersten Gleichungen (4) bestehen also zu- 
sammen, Wiis zu beweisen war. 

Man kann hieran folgende Betrachtungen knüpfen. Da einer 
Lösung gegenüber die acht anderen sich in vier völlig bestimmte 
Paiire sondern, so folgt, dass, wenn von einem solchen Paare eine 
Lösung gewählt ist, die andere eindeutig bestimmt ist. Mit andern 
Worten, um ein System eonjngirter Losungen zu bilden, kann mau 
zwei Lösungen beliebig wählen, die dritte aber ist dann eindeutig 
bestimmt. Es können also niemals zwei Systeme conjugirter Lösim- 
gen mehr als eine Lösung gemein haben. 

Jede Lösung gehört vier Systemen an; aber umgekehrt umfasst 
jedes System drei Lösungen. Die Gesaniratzahl aller Systeme erhiilt 
man also, wenn man die Zahl aller Combinationen der neun Lösungen 
zu zweien bildet, wobei denn aber jedes System dreimal vorkommt, 
so dass das Resultat durch 3 zu dividiren ist. 

9.8 
Es giebt also ,-j-^ = 12 Systeme conjugirter Lö- 
sungen. 
Bezeichnet man nun die neun Lösungen durch die Zahlen 1 bis 
9, und sind etwa 1, 2, 3 conjugirt, so gehört 1 noch drei anderen 
Systemen conjugirter Lösungen an, ebenso 2 und 3, und alle diese 
Systeme sind verschieden. Es giebt also im Ganzen zehn Systeme, 
in denen eine der Lösungen 1, 2, 3 vorkommt; daher giebt es noth- 
wendig noch zwei Systeme, in denen keine derselben auftritt. Sei 
ein solches 4, 5, 6. Jede der Lösungen 4, Ö, 6 kommt schon in 
dreien der zehn ersten Systeme vor, nämlich mit 1, 2 oder 3 com- 
binirt. Daher giebt es nun auch kein weiteres System, welchem 4, 
5 oder 6 angehören könnte. Die Losungen 1, 2, 3, 4, 5, ö kommen 
also nur in 11 Systemen vor. Das zwölfte System muss daher aus 
den Lösungen 7, 8, 9 gebildet werden. Man sieht so, dass die 
neun Lösungen in drei Systeme von conjugirten zerlegt 
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werden können; es entsteht die Frage, auf wie viele Arten dies 
möglich ist. 

Wenn wir das System 1,2,3 heraushoben, so bildeten die übrigen 
sechs Lösungen zwei vollkommen bestimmte Systeme; sie können 
nicht noch auf eine zweite Art in zwei Systeme zerlegbar sein, 
ohne dass eines der neuen Systeme zwei Lösungen mit einem der 
vorigen gemein hättöj ■was unmöglich ist. Gehen wir daher der 
Beihe nach von den vier Systemen aus, welche die Lösung I ent- 
halten, 30 ergänzen sich dieselben jedesmal auf eindeutige Weise 
durch zwei andere Systeme zu der vollen Zahl aller Lösungen. Hier- 
aus folgt: 

Die neun Lösungen sind auf vier verschiedene 
Arten in drei Systeme eonjugirter Lösungen zer- 
legbar. 

Da oben die vier Systeme, in denen eine bestimmte Lösung auf- 
trat, von der bi quadratischen Gleichung (25) § 64. abhängig waren, 
so folgt, dass von dieser Gleichung auch die vier Zerlegungen der 
neun Lösungen in Systeme abhängen müssen. Dies ist der innere 
Grund, weshalb die biquadratische Gleichung eine von der Ausgangs- 
lösung völlig unabhängige Form annehmen konnte. Zugleich aber 
zeigt sich, dass diese Gleichung die Grundlage für die Auflösung der 
Gleichung neunten Grades bilden muss. Und zwar sind ausser der- 
selben nur cubische Gleichungen erforderlich; denn wenn durch eine 
Wurzel der biquadratischen Gleichung eine Zerlegungsart gegeben ist, 
so muss man die drei in ihr auftretenden Systeme durch eine cubische 
Gleichung finden können, und ebenso die einzelnen Lösungen jedes 
Systems. Um die Gleichung neunten Grades zu lösen, braucht man 
also eine Wurzel der bi quadratischen Gleichung, sodann die Lösung 
der cubiseheu Gleichung, von welcher die drei entsprechenden Systeme 
abhängen; endlich aber nur zwei der cubiseheu Gleichungen, von 
denen die Lösungen der drei Systeme abhängen; da jede dem ersten 
System angehörige Lösung mit jeder dem zweiten angehörigen ein 
System bestimmt, dem nur eine bestimmte Lösung des dritten 
angehört, so sind die Lösungen des dritten Systems durch die Lö- 
sungen der beiden ersten bereits von einander getrennt und auf lineare 
Bestimmungen zurückgeführt. 

Diese Gleichung neunten Grades ist eine Hesse'sehe, indem sie 
diejenigen besonderen Eigenschaften besitzt, welche, wie Hr. Hesse 
gezeigt hat, einer Classe algebraisch auflösbarer Gleichungen neunten 
Grades zukommen,* 

* Hesse in Grelles Journal, Bd. 34, 
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Es wird jetzt, um die Lösungen der Gleichung neunten Grades 
in unserem PfJle zu fiodea, uotliwendig, auf die Bildung der Systeme 
eonjugirter Lösungen einzugehen. 

Die Gleichung (3^ des § 64. lässfc sich auch eriüUon, indem man 
eine lineare Form ( einführt, so dass 

Die Gleichungen (1) des gegenwärtigen Paragraphen liefern dann 
fUr die zu heiden conjugirte Lösung die Beziehung 

Es bestehen also für drei Ronjugirte Lösungen die identischen 
Gleichungen [§ 64. (1)] : 

]\Iit anderen Worten, die für | cubische Gleichung 
(10) 2q: = 3n-£.^ + m^(^ + ty 

muss drei in den x rationale Lösungen |, g', |" habeu. 

Durch diese Bedingung ist, wie sich zeigen wird, sowohl m als 
t bestimmt. 

Da aus (IflJ für die Summe der eonjugirten Formen §, ^', £," die 
Formel 



(11) 


^+f+ä"-i-„.=' 




ervorgeht, so kann 


man den Ausdrlteken 5, g 
, m't + fi + v 


', r die Gestalt geben : 


(12) 


^ - l^ni« 
,„_«■•( + ,> + «. 





WO X eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit, (t, v lineare Fonnen 
bedeuten. Die zugehörigen t; werden dann nach (7), (8): 
t + tt + v 

1 — m^ 

t-\-j^!l + 'K V 



j; = w» 



(13J 



y Google 



248 fünfter Absolmitt, Simultane 

Führt man die Ausdrücke (12) aber in die Gleichungyn (!■)) ein, 
so nehmen dieselben die Gestalt an: 

Ä + B{ii + v) =0 

A + Biji^ji + xv^^O, 
und zerfallen also in dio Gleichungen 

A = 0, B = 0, 
oder, indem man die Ausdrücke für Ä und ß einführt, in die beiden 
Gleichungen; 

^ ^ = (1- m») /■+ m^ t^ - iiv. 

Diese beiden Gleichungen, welche für alle Werthe der x bestehen 
müssen, liefern durch Yergleichung der beiderseitigen Coeffieienten 
sieben Gleichungen, und genügen zur Bestimmung der sieben unbe- 
kannten Grössen, nämlich der Grösse m und der Coeffieienten der 
linearen Formen t, (i, v. 

Die Grössen m, t, (t, v entsprechen nach (12), (13) einem Systeme 
conjugirter |, ij. Das in den Gleiehiingeü (14) enthaltene Problem 
nimmt also in Bezug auf die Systeme dieselbe Stelle ein, wie das 
ursprüngliche Problem in Bezug auf die neun einzelneu Lo- 
sungen |. 

g 66. LJiauiig der ßlcicknug nciiulon Oradcs. 

Wenn man in der zweiten Gleichung (14) an Stelle von x^, X^ 
die Grössenpaare jt^, — ft,; v,^, — ^li *ij — ^a treten iJisst, so erhält 
man die folgenden drei Gleichungen, welche jene Gleichung völlig 
ersetzen : 

mH;tt)^ + (l-«»)(«(')^ = 

(1) m* {tvf + (1 -ra») {_a vj =-0 
(i^)(*^)-(l-m^)(ai)^ =0. 

Aus den ersten beiden ergiebt sich sofort die Gleichung, welche 
nur die Verhältnisse der i, der ji und der v enthält: 

= (irtH«")' - ('"iHart" = IPc) C« -) + ('") («rtU« («c). 

oder, mit Auslassung des Factors (vfi): 

(2) Caf) (av) . «rt + (of) (ort . (f-) - 0. 

Wenn man die Gleichungen (14) nach /' und 7) auflöst: 

f 1 _ ™s\ f— „ j, _ »«3 /ä 
(-0-. (.-i m )f — (tv m i 
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so kaim man den Inhalt der zweiten Gleichung nun auf folgende vier 
Gleichungen zwischen Constanten zurückfilhren. Wir setzen erstlich 
an Stelle von x^ , x^ der Reihe nach die Grössenpaare i^ , ~ ^i ; f-^ , — (^i ; 
v^, — ^i, und erhalten: 

2(l-».')'(«ii'=-(c0"-(<'0' 
(4) 2(\-m'f{<,ff = m'(l-im'){tf,f-livf,f 

2 (1 - i»'J> {»»)• = «>' (1 - 4 '»•) (<•■/ - (C")'- 
Sodaim wenden wir auf die zweite Gleichung (3) liintereinander 



an nnd ersetzen dann die x durch t^, — i,, die y durcli jx^, — .(t,, die 
z durch v^, — Vj. Es ergieht sich die vierte Gleichung; 

(5) {at){cc(L){uv) = 0. 

Diese Gleichung giebt den Gleichungen (-Ij gegenüber nichts 
Neues; denn wegen der Identität 

ist auch identisch 

und man führt (5) auf (4) zurück, indem man diese Gleichung dreimal 
über fp schiebt. Daher ist es nothwendig, noch andere Combinationen 
zu bilden. Wenn maji die linken und rechten Theile der Gleichungen (3) 
zweimal über einander schiebt, so hat man: 

2(1- m^fp =- m^ Cl - 5 «»^ * ('(*1 ü-») 

oder, wenn wir x^~t^, X2 = ~t^ setzen: 

2(l->»")"(pi) = ».»|CcO" + (>'<)"l, 
und endlich , mit Anwendung def ersten Gleichung (4) : 
(6) (1 - m') (pi) = -m^{ri tf. 

Eine andere Combination , welche benutzt werden wird, outsteht, 
indem man in der ersten Gleichung [3) die x duri-h «j, — «, ersetzt. 
Dann ergiebt sich; 

Nun nehmen die Gleichungen § 65. (4), welche den Zusammen- 
hang von m mit u angeben, indem man darin statt der |, ij die 
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Ausdrücke (12), (13) des vorigen Paragraphen eiiiMirt, folgende Ge- 
stalt an: 

»•■ 1 Prt + (i») I'- m> i(at) + (»p) + (<«) 1> 

= (l-m>)'(:?-o)-|mH»() + («rt + (i.»)l' 
m«l«((rt + «''Ci>')l'-'»'l(«<) + ''(oc)-l-«'C<»')l' 

= (l-«.«j>(| -«)-!.»•(«(; + » (ort + «'(«>')l' 
m» 1 «= Prt + X ('") !'-»'■ i (»0 + »' (ort + « («») I' 
- Ci-'»')*(| -«)- l»H»'^ +»'(<•(•) + « (o») !■■ 

Diese Gleichungen kann man wegen der Eigenschaften der dritten 
Wurzeln der Einheit iu die Form bringen: 

U+n Y+x'W-0 

n+x'V+x w=o, 

und es folgt dann 

I7=.0, F = 0, W = 0. 

Die beiden letzten dieser Gleichungen sind nichts auderes als die 
beiden ersten Gleichungen (1); die erste aber giebt; 

2 m^ (((t) itv) - m^ (1- m^) (at)- + 2(1- m'^) (oft) (oi') 

oder, wenn man (7) mid die letzte Gleichung (1) benutzt, und durch 
1 — m^ diviOirt: 

(8) = 3,»>(o()' + (l-'»')('5f +")• 

Eliiniuirt man aber m aus dieser Gleichung und der Gleichung (G), 
so findet man: 

(9) 3(ay(ä>')-(?^+«)c«0' = 0. 

Diese Gleichung enthält keine andere Unbe- 
kannte mehr, als das Verhältnias i,:t^, und dient 
also zu dessen Bestimmung, sobald ö gefunden ist. 
Den vier Wurzeln e der biquadratisehen Gleich- 
ung §64. (25) entsprechen also vier eubisehe Gleich- 
ungen (9), welche die drei einer solchen Wurzel zu- 
geordneten Systeme oonjugirter Lösungen liefern. 
Die Auflösung der Gleichung neunten Grades ist hierdurch in 
ihren Grundzügen bereits gegeben. Aber die oben entwickelten 
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Formeln gestatten es, den weitern Verlauf der Auflösung zu ver- 
folgen. 

Wir können Kunachst auch die Verhältnisse jt^ : (i^ und v^ : v^ auf 
eine einfache und merkwürdige Weise hestimmen. Sie erfolgt aus den 
Gleichungen (2) und (ö). Die erster e kann man in die beiden 
Gleichungen auflösen: 

in welchen w eine uiil)cstimnite Grösse ist. Demnach kann man 

wo auch g, h unbestimmte Grössen sind, welche anl' die Verhältnisse 
(l^ : (i^, v^ : v^ keinen Einüuss haben. Führt man aber diese Ausdrücke 
der (t, V in (5) ein, so erhält man: 

(11) 0= (»») (o6) (oi) (if) (b()- «,H«f)'. 

Nach einer oft angewandten Identität ist aber 
C„») (»6) («0 (40 («() = (-^' 1 (.«)' ibty + («4)' (aty - (aby («()■ I 

= (pt).(aiy-^(aiy, 

und die Gleichung (1 1) geht daher in 

0=.(!,().(»i)>-(rf + |)(«()' 
über, oder mit Kücksicht auf (9) in: 



(12) 



Daher sind jetzt die Verhältnisse der .w, v durch folgende ein- 
i Gleichungen bestimmt: 



(13) 



Man erhält demnach sämmtlicheneunLöaungen 
I des ursprünglichen Problems, wenn man von einer 
bestimmten Wurzel der biquadratischen Gleich- 
ung ausgeht, und zunächst durch Lösung der 
cubischen Gleichung (9) die der Wurzel ö ent- 
sprechende Zerlegung der neun Lösungen in drei 
Systeme conjugirter Lösungen ausführt. Sind t^, 
Tj irgend welche Werthe für ij, t^, welche der 
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Gleichung (9) genüf^en, also eines jener drei Systeme 
beatimnien, so kann man 

setzen, und die drei Lösungen des Systems werden 
dann: 

{».' + (9-1,) j/^ {> + (!, + ;.) »„. (,.i) 

i =«) ,-— 



(15) 



|t»> + («ä-»';0//-|-|t + («9 + «)".(».) 

1 — m= 
{.«> + {«'ff - «Ä) ]/°/t " + (»'S + «'0 ". ("») 



" ' l-m' 

Es Weihen nur noch die Constanten ß, g, h zu bestimmen. Zu 
diesem Zwecke hat man zunächst die Gleichungen, welche aus (1) 
hervorgehen, wenn man darin die Werthe (13), (14) der ft, f, f 
einführt. 

Ich werde im Folgenden durch den oberen Index Null immer 
andeuten, dass in einer Form Xi — z^, X^ = — Xf gesetzt werde. Es 
ist dann 

CoS)(oc)(i,)(e,)»i(oS)<(ct)> = lJ9/». 
Daher 

(i(i) =-,j(ff' 

{tv) -~h,'f 

(«rt" =i7"s'(2+|-)r 

(16) {avY ='•'<■' (.'a+l')^" 

itiv)^~2ghffy ^ 
und die Gleichungen (1) verwandeln sich also in folgende: 
(17, ,#,^r + (l-^^,(§ + |) = 

Oh^KP~{\~m^) =0. 

Diese Gleichungen drücken den Inhalt der ersten Gleichung (3) 
nunmehr vollstUndig aus. Um auch den Inhalt der zweiten Gleichung (oj 
vollständig auszudrücken, führe ich in diese Gleichung die Veränder- 
lichen t und 
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ein. Äladann wird (g;) = (a(;^= p^/^, und also: 

(18) (.•/■".«' = («')'? -3 C''0'(«ö-6'' + 3(«')C«0'-EI'-(«O'''- 
Es Landelt sich zunUcLat um die Bestimmurig der Constanten der 
rechten Seite. Nun ist ohne Weiteres: 

„91 («0* -ü'-P' 

Dagegen wird: 

(«B' II, = (iia] (« J) (at) (M) «, 

^ i «. I (. ar CM)> +(« S)' («<)'-(«'')•(« 0" i 
I) 
'2' 
Jahur : 



(20) 



(«£)'(«f) = (>'(pT-f t") 



Die Gleichung (3) 

= «Hl - 4 «.'■) f - »■ G + * /|-)'- *» (s - i ^)' 

+ 3«.»((s>-i'|-) 

zerTällt also mit Benutzung von (18), (19), (20) in die folgenden vier: 
2(1-»>»)>« =-(.•/»• (,'/ + '>') _ 

6(l-i»')'a» =3 (.V"'[~(9'-i')//-| +>»■«;.] 

(21 ) ^^ (1 "~ *"')^ u'" r - 77 "p") = - ?^ r*^ <* (3^ + ^*o 

2 (l-i»")«(5°f -§«") = ?' f"(l-*»'')'»' 

- r >• [fy- - *■) f ^f + .»■ 9 ;.] . 

Von diesen Gleichungen gieht die dritte nichts Neues; denn mit 
der ersten coiubinirt, liefert sie nur die Gleichung (9), welche als 
erfüllt gilt. Die übrigen Gleichungen (21) kann man als Gleichungen 
ersten Grades für ^, f^, gh betrachten, und indem man nach diesen 
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Grössen auflöst, erhält man g^, h^, gh ausgedröcbt durch p und m^, 
und also, wenn maa 9 und in^ als bekannt voraussetzt, g und li durch 
Cubikwurzeln , doch so, dass daa Produet beider gegeben, die Wahl 
der Cubikwurzeln also heechränlst ist. 

Schreibt man die so aufgelösten Gleichungen: 
g^ = (}, h» = H, gh = K, 
wo G', llf K Functionen von m* und p sind, so folgt daraus mit 
Rücksicht auf (l"*): 

In dieseu Gleichungen kann man nun vermöge der ersten 
Gleichung (17) iif durch 41* ausdrücken, und hat dann zwei Gleich- 
ungen vor sieh, welche nur die Unbekannte g enthalten, und welche 
hinreichen, um dieselbe eindeutig durch bekannte Grössen auszu- 
drücken; womit denn zugleich)»*, sowie ^^, ä^ und 3Ä durch bekannte 
Grössen ausgedrückt gegeben sind,* 

Daa Ausziehen der hei g oder Ä erforderlichen Cubikwurzel ent- 
spricht der Trennung der drei Lösungen (15) , welche einem und dem- 
selben Systeme conjugirtev Lösungen angehören. 

* Man findet: 

a _^ P" g' 

p'> Q^ - qs» 
_ --^^ /°'-|-2q>''(A ° -HJ^'') 

Wie ich a, a.. 0. gezeigt liabe. 
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Sechster Abschnitt. 

Endlichkeit der Formensysteme. 



Schon im vierten Abschnitt wurde nachgewiesen, dass die Anzahl 
der CoTariautea und Invarianten eines vollständigen Systems bei einer 
Form / von zweiter, dritter oder vierter Ordnung eine endliche sei. 
Dasselbe soll im Folgenden für eine Form von beliebig hoher Ordnung 
bewiesen werden. 

Denken wir uns, wie immer, die Formen der verschiedenen 
Ordnungen successive behandelt, also die Theorie der Formen bis 
zur (w— 1)'™ Ordnung einschliesslich gegeben, ehe die Theorie der 
Poi"men n*^' Ordnung begonnen wird, so zeichnen sich von vornherein 
unter den Covarianten einer Form n^"' Ordnung diejenigen aus, welche 
wir schon bei Formen von niedrigerem Grade kennen gelernt haben. 
Sei M irgend eine Covariaute oder Invariante einer Form (w — 1)*" 
Ordnung, und seien a, h, c ... )w die in ihrem symbolischen Ausdrucke 
auftretenden Symbole. Der Ausdruck 

J!f . Cta &3! Ca ■ ■ . mx 
ist dann die allgemeine Gestalt der oben erwähnten Covarianten, eine 
Covariante einer Form w'*" Ordnung, welche schon bei niederen 
Formen aufgetreten ist. Für diese Covarianten ist es charakteristisch, 
daas jedes in ihnen auftretende Symbol durch wenigstens einen linearen 
symbolischen Factor vertreten ist. Umgekehrt kann offenbar jede 
Covariante, bei welcher jedes Symbol durch einen linearen Factor 

* Die hier folgenilen Uiitereuctuiigen scliliesseii aioli an die Abhiadlung \q\\ 
Herrn Gordan im zweiten Baude der mathem. Annalen an. Der Satz ä.iss jede 
Perm ein endliches vollstilndigeK System von Invarianten und Covinanten besitae, 
wurde von demselben zuerst in Borchardt's Journal, Bd. 69. gegeben, aaohdein 
Hr. Cayley im 146. Bande der Philosüpliioal Transactions Eum ent^jegenge^etzten 
Eesuliate gekommen war. 
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vertreten ist, auf eine schon bei niederer Ordnung auftretende Cova- 
rjante zurück gefülirt werden. 

Wenn wir voraussetzen, dass man alle Covarianteu und Invarianten 
einer Form (n— 1)'" Ordnung durch ein endliches System von In- 
varianten und Covarianteu ganz und rational ausdrücken kann, so 
folgt, daas die erwähnte Claase von Covarianteu einer Foroi n^" Ord- 
nung dieselbe Eigenschaft besitzt, di^s also alle diese aus der näclist- 
vorh ergehenden Ordnung her über genommeneü Formen sich durch eine 
endliche Anzahl von Covarianten und Invarianten der Form «*" Ord- 
nung ganz und rational ausdrücken lassen.* 

Der Beweis für die Endlichkeit des Forraeasystems für eine Form 
«*" Ordnung wird nun so geführt, dass man der soeben besprochenen 

* Dal ei ist molit ausgeeetlossen, dass nicht einige Covarianteu der Fown n'*' 
OidnuBg w^elche schon bei den Formen {«— 1) te' Ordnung auftraten und dort dem voll- 
ständigen 'Systeme angehörten, bei den Formen «ter Ordnnng diircb neue Formen 
an&drückbai &ein können xind deswegen aus dem kleinsten vollständigen Systeme 
dei Form wter Orlnui g herausgehen. Bin bemerkenswerthes Beispiel liietet die 
bei 1p 1 cul acl cn t o men auftretende Invariante 

Aus dieser entspringt bei den Formen vierter Ordnung die Bildung 
jS = (»6)' {cd)' (ac) (& (i) . a* &j Ca- Ar , 
■welche mit Hilfe der neuen Formen i, j zerlegbar ist. Benutzt man nämlich die 
Identität : 

(bd)ai = {ad)b:^-{ab)d^, 
BO wird 

li = (ab)^ {cd)^{ac) ö.r cj, dl i(«iJ) b^-fflh) d^\ 
= {aby (c d)« (ac) (a d) hj c^ d^ - (a by {cä)' {ac) b^ d d:,^. 
Vertauschen wir im aweiten Tbeile diesen Ausdruck a und b, so können wir 
für denselben setzen; 

i (« 6)= (c d)^ e^ d.^ i (o c) &^ - (6 c) a. t = i (« 6)^ (e df cj Ä^.' = i i if ; 
aus dem ersten Theile von B aber erhalten wir durch Anwendung der ldentil»t IIl. 
^ ^^"" {ah''{edy'hi^\{acyd.'-i{cdfaJ} = {aif{ttcY(cd)'b^'d_r'-iiH, 

li = (a bf (a cf (e d'f b^^ dj - i H. 
Vei-tausoht man nun in der Identität (2) §40. a; mit y, setzt Cj, — Ci anstelle 
von yi, j/i und multiplicirt mit (ed)'dx', so ergiebt sich 

(« &)* (« c)' (c Ä)' 6,» dl' = {Hey (c dy Ä' d=:' -t- y (c di' ca' dx\ 
oder nach derselben Identität, indem man a, l durch d, e, die y durch II,, — Ui 
ersetzt niid mit Äi' multipKdrt; 

= Uf + iiS l§41. (3),] 

un« dalier endlich; 
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Classe von Oovariaiiten (sie m5geii A^, Ä.^ . . . A^ sein) eine zweite 
ebenfalls endliche Gruppe von Covarianten C, , Ca-.. Cq und Invarianten 
D,, D^ . . . Da gegenüberstellt, und zeigt, dass alle aus /"entspringenden 
Bildungen auf Ueberschiebungen von Producten der A Über Producte 
der C und auf die B zurückgeführt werden können; und man beweist 
ausserdem, 'ahnlich, wie es im vorigen Abschnitt bei der entspreehencfen 
Gelegenheit geschah , dsvss die Anzahl der so entstehenden Neubildungen 
endlich sei. Als eine für den Gang des Beweises unwesentliche, aber 
für die Anwendung auf wirkhche Bildung von Formen um so wesent- 
lichere Modifieation tritt dabei die Bemerkung ein, dass man an Stelle 
der von den Formen (h— 1)*"' Ordnung herübergenommenen Bildungen 
A, wenn in — V) nicht durch 4 theilbar ist, diejenigen setzen kann, 
die schon bei der nächstniedrigen durch 4 theilbaren Ordnung auftreten. 
Das System der G und D ist nichts anderes als das Fornien- 
system derjenigen Bildungen zweiten Grades ((t6)^ö!j,"~^6a,''~^| deren 
Ordnung niedriger als )* ist, und deren simultanes Forniensysteni 
daher der Voraussetzung nach ein endliches ist. Nur bei den Formen, 
deren Grad n durch 4 theilbar ist, existirt eine Form zweiten Grades, 
deren Ordnung gleich n ist, und dieser Fall erfordert noch beson- 
dere Betrachtungen. 

Da die genannten Formen zweiten Grades aber sämmtlich den 

symbolischen Factor («ö)i haben, wo k^ -^ , so wird die Einführung 

des Systems der G und D durch den folgenden Satz vorbereitet, dessen 
Beweis der Gegenstand des nächsten Paragraphen ist: 

Jede Covariante oder Invariante einer Form f 
d er n'™ Ordnung kann in zwei Theile zerlegt werden, 
deren einer eine schon bei den Formen {« — l)^" 
Ordnung auftretendeBildung ist, und deren anderer 

den symbolischen Factor («&)^ enthält, wo k ^ -i^-. 

Da der erste dieser Theile nothwendig eine Covariante ist, so 
kann er bei Invarianten nicht auftreten ; und für Invarianten insbesondere 
lautet der Satz' also so; 

Jede Invariante einer Form n'^'' Ordnung kann 
so dargestellt werden, dass sie den symbolischen 



Factor [alif- hat, wo X ~^-^. 



Aber nicht nur für Invarianten ist jener erste Theil nothwendig 
Null, sondern auch für eine Olasse von Covarianten, Derselbe läast 
.sieh nämlich, wie wir sehen werden, imm-er so wählen, dass einer 

ClebsoL. Theorie dai tiiiävsn alguLr, T-ormeji, 17 
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der linearen symbolisclien l^'actoren zu höherer als der '^'*" Potenz 

vorkommt. Die Orthumg dieses Terms ist also immer grösser als 

-^ + x—l, wo « den Grad desselben in den Coefficienten von / lie- 

deutet, oder, was dasselbe ist, die Anzahl der in ihm anftretentlen 
Symbole. Dieser Term muss also fortfallen, sowie dieser Ungleichung 
nicht mehr genügt wird, also wenn die Ordnung der betrachteten 

Form gleich oder kleiner als -^ -(- % — 1 ist. Und es ergicbt sich dso 

der Satz: 

Jede Covariante von f, deren Ordnung nicht 
um mehr als -^ — l grösser ist, als der Grad der- 
selben in den Coefficienten von f, kann aus Gliedern 
zusammengesetzt werden, deren jedes einen sym- 
bolischen Factor (ö?t)^ enthält, wo 1 ,> ö" ■ 



§ 68. Beweis der Zerlegbaikcit. 

Um die vorstehenden Sätze zu beweisen, bezeichne ich durch TT 
irgend eine gegebene Covariante oder Invariante der Form f, welche vom 
(»i+l)''"' Grade in den Coefficienten sein mag. Nehmen wir an, der oben 
ausgesprochene Satz sei für Covarianten und Invananten von mi'"" oder 
von niederem Grade bewiesen, wie er für den ersten Grad (/" selbst) 
evident ist. Ich werde zeigen, dass er dann auch föi den (m+1)""' 
Grad richtig ist, womit er denn allgemein bewiesen ist. 

Die Function TT entsteht nach § 31. als Aggregat von Ueber- 
schiebungeu der Form f über Covarianten des wj*™ Grades. Von diesen 
nehmen wir den Satz als bewiesen an, und wollen ihn für TT selbst 
beweisen. Die verschiedenen Theile von IT entstehen also aus üeber- 
schiehungen von / über Formen, welche theils bereits den Factor 

(«fc)^ I A]> -^1 enthalten, theils Covarianten sind, welche schon bei 

niederen Ordnungen auftraten. Was nun die erste Art von Ueber- 
aehiebungen betrifft, so verlieren sie den symbolischen Factor {ab)^ 
nicht, haben also schon die in dem Satze verlaugte Form. Es handelt 
sich also nur noch um die zweite Art, also um üeberschiebangen von 
f über Covarianten, welche schon bei früheren Ordnungen auftreten, 
und von diesen ist zu zeigen, dass sie immer die im Satze angegebene 
Form annehmen können. 
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Aber wie schon oben angedeutet, kann man zeigen, dass der 
Charakter dieser Covarianten nodi mehr beschränkt werden kann ; 
dabin nämlich, dass man annimmt, dieselben enthalten nicht nur 
Jedem ihrer Symbole entsprechend einen linearen Factor, sondern 
jedes Glied derselben enthalte auch mindestens einen derselben zu 

einer höheren als der -y*'" Potenz. Covarianten, welche dieser Be- 
dingung Geniige leisten, und welche vom /('"" Grade in den Ooefficienten 
von f sind, mögen durch H Wh bezeichnet werden, wo wir uns unter 
jedem einzelnen Wi, ein der Bedingung genügendes symbolisches 
Product denken. Wir setzen also voraus, dass bis zum m*™ Grade 
in den Coefficiönten inclusive alle Covarianten (bex. Invarianten) die Form 



SW,^{al)^M,. ('■>-!) 



haben, und wollen zeigen, dass dann auch 

Nach dem oben Gesagten ist also nur zu beweisen, dass jede 
Ueberschiebung von f über eine Form Wm wieder durch 
Formen Wm+i und durch Glieder darstellbar ist, welche den 
symbolischen Factor (a6)^ enthalten. Ist dieser Beweis geführt, so 
ist auch der oben angegebene Satz erwiesen. 

Den Hilfssatz kann man nun folgend er massen einsehen. Dass er 
für die nullte U aber Schiebung richtig ist, sieht man sofort. Denn die 
nullte U eher Schiebung von f mit einem W^ ist f . W«,, ein Ausdruck, 
welcher die Form Wm+\. hat. Man kann also annehmen, der Satz 
sei für die x*" Ueb er Schiebung von f mit W„, bewiesen, und hat nur 
zu zeigen, dass er dann auch für die (jc + l)'* richtig ist. 

Nun besteht die ()( + 1)'= Uebecschiebung von /"mit einem W™ aus 
mehreren Theilen, welche sich dadurch von einander unterscheiden, 
dass jedesmal (k + I) andere lineare h^, Cx- ■ ■ Factoren von TF^ in {ba) 
(ca) . . . verwandelt sind (§ 53.). Die Differenz zweier solcher Theile ist 
immer durch niedere Ueberschiebungen ausdrückbar (ebenda, Satz 4.), 
hat also der Voraussetzung nach bereits die verlangte Eigenschaft, 
sich aus Formen W",„+i und aus Gliedern mit dem symbolischen Factor 
{aVj^ zusammensetzen zu lassen. Man braucht also nur noch für einen 
Term der Ueberschiebung dasselbe zu zeigen. Ist symbolisch 

W„,r=N.hJe^ch..., 
wo Q ^Ti"i ^o ist der Term -der Ueberschiebung, für welchen der 

Nachweis direct geliefert werden kann, derjenige, welcher bei mög- 
liehst anaschliesalicher Benutzung des symbolischen Factors bx^ entsteht, 

17* 
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Ist die Höhe der Ueberschieliuiig kleiner ala -^, also auch lileiiier iiis 
Q, so isit dieser Terni 

N.Q)aTbJ-''c^cL....a,,"-''; 

dabei ist n—K>-^, also liat dieser Tenn die Form W,n+\- (st da- 
gegen «>-H-, so erhält der Terni den Factor {ha)'' , was denn wieder 

die verlangte Form giebt, ohne dass Ausdrüclie Wm+i dabei auftreten. 

Hiermit sind siimmtliche oben gegebene Sätze bewiesen. 

Uebrigens dienen die Formen W, welche hier eingeführt wurden, 
nur dem gegenwärtigen Beweise, sowie dem Wachweise des am Ende 
des vorigen Paragraphen gegebenen Satzes. Im Folgenden ist es nicht 
nötliigj sich der in der Einfühlung der W liegenden Beschränkung 
zu bedienen ; ea genügt vieiraehr der weniger aussagende, aber leichter 
auszusprechende Satz, daas alle Bildungen in Theile zerfallen, die aus 
den schon bei «—1 vorkommenden Bildungen entnommen sind, und 

aus Gliedern mit dem symbolischen Factor («&), woA>-^. In dieser 

Gestalt ist der Sata im vorigen Paragraphen ausgedrückt worden, und 
in dieser Gestalt wird er auch im Folgenden benutzt werden. 

§ ß», Folgei-ungeu itus dem Zerleguugssatze. 

Nimmt man zu dem Obigen hinzu, dass eine Covariante oder 
Invariante, welche den Factor (aö)-"—'' hat, immer in ein Aggregat 
solcher übergeführt werden kann, welche den Factor (ab)^" haben, 
so zeigt sich, dass das Verhalten der Covarianten einer Form 
n*" Ordnung ein verschiedenes ist, je nach dem Reste, 
■welchen n nach der Zahl 4 läast. Der kleinste Werth der oben 
durch X bezeichneten Zahl ist, je nachdem n die Form 

n^ih-d, ih-2, ih-l, 4/( 
hat: 

A = 2/i-l, 2h-l, 2 h, 2 h. 

Aber durch die eben gemachte Bemerkung erhöht sich der un- 
gerade Werth von A in den ersten beiden Fällen um 1, so dass in 
allen vier Fällen als niedrigster Werth von Jl die Zahl 2 h angesehen 
werden kann. 

Bezeichnen wir durch TTi eine Covariante oder Invariante, welche 
hei Formen x^"' Ordnung auftritt , durch d , ft . . . j» die in Hh auftretenden 
Symbole, so hat man hiernach folgende Gleichungen (wobei die TT 
mit verschiedenem Index ganz vprscliiedene, in keiner Weise gleichartige 
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Bildungen bezeicliiieii köiiiian, ein TT uiilr demselltcn Index in Ter- 
ychiedeneu Gl'Mchungeu aber Gfleiclies oder Veracbiedeiiea bedeuten 
kann): 

Tlu.-i^-T\.uU-ci^ f-j- ■ • - m^-i- {aW'' ■ M' 

n4A-s= n4S-4 . «,. i^ . . . vi^+ («&)"> . M'", 
d.b. es drückt sieb eine (Jovariaute einer Form 4 /(.'", (4^—1]"% (4/( — ^)'% 
(4ft~-3)'" Ordming immer aas durch eine Summe, deren erster Tbeii 
aus Bildungen besteht, welebe bereits bei den Formen der um je 1 
niederen Ordnung auftreten, und deren zweiter Theil in itllön seinen 
Uliedern den symboliscben Factor {al)f' hat. Aber man kann diese 
80 analogen Resultate combiniren, indem man die ersten Tlieile der 
Summe in joder der Gleichungen mit Hilfe der folgenden inodificirt, 
Avobei sich denn freilich immer auch der zweite Thed iiiidert, insofärn 
neue, mit dem symbolischen Factor yahf' behaftete Terme hinzutreten. 
Demnach kimn man den Gleichungen die Gestalt geben: 

TTi/^.^ = n,/,_., . aj hj . ..mJ+(ahy^.N' 

TTj/, =n.i/^4 . aj IJ... mj' + («?»)"' . N"', 
und bat yko den Satz: 

Die Covarianten und Invarianten der Formen 

von den Ordnungen 4A— 3, 47^—2, 4ä — 1, 4/t setzen 

sich ans Bildungen zusammen, welche schon bei den 

Formen (47i— 4)*" Ordnung aufgetreten sind, und aus 

solchen, welche den symbolischen Factor {ah)"'' 

haben. 

Das letztere llisst sich nach § 31. noch anders ausdrücken. Denn 

wenn eine Bildung den symbolischen Factor («&)"^* hat, so entsteht 

sie durch U eh er Schiebungen von Formen' niederen Grades mit den 

Covarianten zweiten Grades, welche eben dieses Symbol enthalten, 

also mit den Formen : 

[abf^+i «^"-ä*-» bj'-'"-*, . . . 
Von diesen Formen ist nur bei n^ih die erste von der Ordnung 
n selbst; die anderen und in den übrigen Fällen auch die erste sind 
von niederer Ordnung, Die erste hat für 

ra = 4fe-3, ih-2, ih-l, ih 
die Ordnungen 

4ft_6, 4ft"4, ih-2, 4/*; 
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und da die Ordnungeu. der Formen zweiten Grades von 4 zu 4 fort- 
schreiten, so giebt es keine unter den obigen nicht enthaltene, deren 
Ordnung gleich oder kleiner wäre als n. Mau kann daher auch den 
folgenden Satz aussprechen : 

Alle Covarianten und Invarianten der Formen 
von der Ordnung n = 4/i — 3, 4/i — 2, Ah—i, 47t zer- 
fallen in Oovarianten, welche schon bei der Ordnung 
4Ä — 4 aufgetreten sind, und in üeberschiehungen 
von Bildungen niederen Grades mit denjenigen 
Formen zweiten Grades, deren Ordnungen kleiner 
als n, he?., im letzten Falle gleich n sind. 

§ 70. Wenn alle Formen f bis zur (m— l)'"" Ordnung eiKlllche voll- 

stäiiiUge Systeme von Invarianten nnd Covariauteu besitzen, so halicii 

n»v\i (lie Formen «*=' Ordnung solche. Beweis fllv die Fälle, wo n uiülit 

Aiircli i tbeilbai' ist. 

Mit Hilfe des obigen Satzes lässt sich nun ein grosser Theil des 
Beweises für die Endlichkeit dos vollständigen Formensystenis von /' 
führen. 

Nehmen wir an, es sei die Endlichkeit des Formensystems bereit-i 
für alle Functionen bewiesen, welche von niederer als der m'™ Ordnartg 
sind. Es kommt dann nur darauf an, zu zeigen, dass auch für die 
n^ Ordnung das Formensystem endlich ist; denn da die Endlichkeit 
für die niederen Ordnungen bereits festgestellt ist, so ist sie dann 
allgemein nachgewiesen. 

Der Beweis, dass wirklich ans der Endlichkeit für Formen bis 
zur Ordnung « — 1 inclusive aach die Endlichkeit für die n'* Ordnung 
folgt, l'ässt sich nun mittelst des Obigen immer führen, sobald n von 
der Form Ah — 3, 4Ä~2, 4h— l ist, und erfordert nur eine Er- 
gänzung, wenn «= 4 h. 

Nehmen wir also an, es sei w nicht durch 4 theilbar (w=4/( — 3, 
4h— 2, 4/i— 1). Diejenigen schon bei 4h — 4 auftretenden Formen, 
welche nicht den symbolischen Factor (aVf' enthalten, seien 



Ihre Zahl ist der Voraussetzung nach endlich. Da sie erst durch 
Hinzufügung von symbolischen Factoren a^h^ . . . auch den Formen 
„tet Ordnung angehören, so sind sie sämmtlich Covariänten. , 

Die zu f gehörigen Formen zweiten Grades sind in diesem Falle 
sämmtlich von niederer als der n*™ Ordnung. Wenn man sie also 
als unabhängige Grundformen betrachtet, so gehören ihnen endliche 
vollständige Systeme von Covariänten und Invarianten zu; und auch 
die aus ihnen zusammengesetzten simultanen Bildungen besitzen also 
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ein solches eiidlicliea vollständiges System (§ 5-i.). Die;5es letztere 
bestehe aus den Covananteu 

f 1 , C, ... Cs 
und aus den Invarianten 

D„ B,... Da. 
Der am Ende des vorigen Paragraphen gegebene Satz zeigt, dasa 
alle Covarianten und Invarianten von f aus Producten der A und aus 
Fonnen sich zusammensetzen, welche durch Ueberschieben der niederen 
Formen zweiten Grades über Covarianten von /', also über ebenso 
zusammengesetzte Formen entst^ehen.. Durch Fortsetzung dieses Pro- 
cesses folgt leicht der Satz: 

1. Jede Covariante von /"ist additiv zusammen- 
gesetzt aus Producten der A und aus Termen, welche 
ausser Factor en D noch üeberschiebungen von 
Producten der C über Pvoducte der A enthalten. 
Dieser Satz ist nUmlieh jedenfalls richtig für die Bildungen ersten 
und zweiten Grades, welclie theils den A. theils den C, JD selbst 
zugehören. Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum (»ij— 2)'^" 
Grade einschliesshch als erwiesen an und zeigen wir, dass er dann 
auch für E'ormen vom m'™ Grade gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 
Nun zerlegt sieh jede Covariante m'^" Grades nach dem Vorigen in 
eine ganze rationale Function der A und in Üeberschiebungen der 
niederen Formen zweiten Grades, also der einfachsten C (resp. D) über 
Formen (»)i — 2)**" Grades, während der Voraussetzung nach diese 
Formen (m — 2)""" Grades in Producte der A und in Üeberschiebungen 
von Producten der C über Producte der A (nebst etwaigen Factoreu D) 
zerfallen. Jede Covariante in^™ Grades wird also aus dreierlei ver- 
schiedenartigen Theilen gebildet: 

1. Producten der A, 

2. üeberschiebungen von Formen C über Producte der A, 

3. üeberschiebungen von Formen C über üeberschiebungen von 
Producten der G mit Producten der A, wobei die letzteren auch 
Factoren D enthalten können. 

Die Theile der ersten und zweiten Art haben schon die verlangte 
Form, und auch der Voraussetzung nach jeder Theil dritter Art, 
welcher Factoren D enthalt, da nach Weglassung dieser Factoren 
der Term von niederem Grade wird, also der Voraussetzung gemäss 
die im Satze angegebene Form hat. Aber auch für Theile der dritten 
Art, welche keinen solchen Factor enthalten, sieht man dasselbe 
sogleich ein. Bezeichnen wir nämlich das in ihm vorkommende Product 
der A durch q>j", so enthält die betrachtete Bildung ausser den 
nur noch das Symbol cp, kann also nach § 31. durch Üeberschiebungen 
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der Producte tpj^ mit Formen gebildet werden, welche mir die Sym- 
bole der C enthalten, also seibat Aggregate aus Producten der ü, B 
sind; womit denn wieder die verlangte Form hergestellt ist. 
Hiermit ist der obige Satz bewiesen. 

2. Man kann nun aber weiter zeigen, dass an Stelle der 
hier auftretenden Ueberschiebungen von Producten der 
A über Producte der C immer Theilo derselben gesetzt 
werden können; wie dies ähnlicli in § 54 geschehen konnte. 
Es ist nur nothig, zuvor genau festzustellen, was hier unter 
einem Theile einer Ueberschiebung zu verstehen ist. Bei der Unter- 
suchung der simultanen Systeme , welche aus zwei von einander 
unabhängigen vollständigen Systemen entstehen (§ 54.), wurden die 
Theile der Ueberschiebungen so gebildet, dass in einem Producte 
von Formen des einen Systems jede Form entweder durch ihre eigenen 
Symbole ausgedrückt werden konnte, oder durch Symbole, welche 
niederen Formen desselben vollständigen Systems angehören, wie z. B. 
die Form T, welche bei den Formen vierter Ordnung auftritt, dabei 
ebensowohl durch das Symbol TJ^j wie durch das Symbol {nB")a.r^?)a,^ 
dargestellt werden konnte. In ähnlicher Weise müssen wir hier 
verfahren. Denn obgleich die Systeme der A und der C hier aus 
derselben Grundform entsprungen, also keineswegs von einander unab- 
hängig sind, müssen wir sie hier doch als von einander unabhängig 
behandeln ; wir dürfen also bei Bildung der Ueberschiebungen Symbole 
der A nur durch Symbole von niedrigeren Formen ausdrücken, welche 
selbst unter die A gehören, und Symbole der G nur durch solche, 
welche selbst unter die C gehören; so dass also stets ein aus- 
schliesslilich die Symbole der A enthaltender Ausdruck über einen 
ausschliesslich die Symbole der C enthaltenden geschoben wird. 

Bei dem Beweise tritt sodann dem Beweise des § 54. gegenüber 
der neue Umstand hinzu, dass die Formen C zwar, nicht aber die ^ 
ein vollständiges System bilden, vielmehr letztere nur ein solches sind 
bis auf additive Terme, welche den symbolischen Factor («d)''^ ent- 
halten. 

Um den Inhalt des ausgesprochenen Satzes zu verdeutlichen und 
zugleich den Beweis zu ermöglichen, denken wir uns alle in ßede 
stehenden Ueberschiebungen zusammen mit den Producten und Po- 
tenzen der Formen ji, C, D selbst (nullte Ueberschiebungen) in einer 
gewissen sogleich anzugebenden Weise geordnet. Wenn nun gezeigt 
wird, dass die Differenz zwischen einer Ueberschiebung und einem 
ihrer Glieder in dem oben definirten Sinne sich durch Formen aus- 
drücken lässt, welche nach dieser Anordnung früher vorkommen, so 
folgt, dass das ganze System der Ueberschiebungen in seiner Voll- 
ständigkeit nicht geändert wird, wenn man jede Ueberschiebung 
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durch einen sokheu Theil deraelbea ersetzt. Denn ist cUis Systci 
der Ceberseliiebimgeii ursprünglich etwa durch die Füniieii 



gebildet, so führt man 
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ein, in welchen die k, ß, y . . . numerische Uoefficieiiteji bedeuten; 
aus diesen aber lassen sith jene eisten wiederum zusammensetzen unti 
die letzteren bilden dabei ein ebenso vollständiges System wie die 
erstehen. Es bleibt also imr zu zeigen, dass bei einer gewissen An- 
ordnung aller Ueber&chiebuiifieu die Differenz einer solchen und eines 
ihrer Glieder ein Äggiegat fiüherer Formen ist. Eine solche Anord- 
nung ist folgende. 

Wir ordnen (vgl. § 54.) die Prodncte der Ä, C, D, sowie die 
lieber Schiebungen der Producte der A und C zunächst nach der 
Gesammtordnung in den Coefficienten von /' (autsteigend). 

Wir ordnen sie zweitens innerhalb dieser Gruppen nach dem Grade 
in den Coei'ficienten von f, so weit sie von den A herrühren (auf- 
steigend). 

Wir ordnen sie endlich in diesen Gruppen nach der Höhe der 
üeb er Schiebungen (aufsteigend). 

Wie gleich hohe üeber Schiebungen innerhalb derselben Gruppe 
weiter geordnet werden, ist gleichgiltig. 

Nun ist nach § 53. die Differenz zwischen der U eher Schiebung 
eines Products der A über ein Product der C und einem der oben 
definirten Theile einer solchen U eher Schiebung ein Aggregat von 
niederen U eher Schiebungen. Bei jedem der in diesen niederen Ueber- 
schiebungen auftretenden Funetio neupaare enthält die eine Function 
nur Symbole der A, und ihr Grad in den Coef&cienten von f ist 
gleich dem Grade des in der ursprünglichen Ueberschiebung auftretenden 
Prodnctes der A. Die zweite Function enthält nur Symbole der C, 
und sie ist in Bezug auf die Ooefficienten von f von demselben Grade, 
wie das ursprünglich angewandte Product der G. Die letzte Function 
ist also selbst ein Aggregat von Producten der C, J); die erstere 
aber, eine aus den Symbolen der A zusammengesetzte Form, besteht 
aus zwei Theilen. Einer dieser Theile ist ein Aggregat von Producten 
der A; der andere besteht aus Ueberschiebungen von Producten der 
C über Producte der Ä, wobei noch Factoren D hinzutreten können. 
Die erwähnten niederen Ueberschiebungen zerfallen daher in 
folgende Gruppen : 
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1) Niedere UeberschielJungen von Produeten der Ä über Produutf, 
der C; beide Producte sind in den Coeffieienten von f von gleicher 
Ordnung wie die nraprüngliclien, und diese lieber Schiebungen sind also 
der obigen Anordnung nach trJlhere Formen. 

2) Theile, laei denen an Stelle der Producte der A üeber- 
schiehungen von ProtKicten der A über Producte der C getreten sind. 
Diese Theile sind von demselben Gessimmtgrade in den Coeffieienten 
von f, wie die ursprüngliche üeb er Schiebung; aber ans dem früher 
von den A heri'ührenden Grade sind Dimensionen ausgeschieden und 
in C übergegangen. Diese Theile werden also erzeugt durch Ueber- 
schiebungen niederer Producte der A über höhere Producte der C, 
doch so , dass der Gesammtgrad erhalten bleibt. Auch diese also sind 
frühere Formen. 

3) Theile, bei denen Facfcoren D ausgeschieden sind, welche also 
frühere P'ormen sind, weil sich der Gesammtgrad der übrigbleibenden 
Factoren erniedrigt hat. 

Die fragliche Differenz ist also wirklich durch frühere Formen 
ausdrüekbar, wie zu beweisen war. 

3. Nach dem Vorigen konjiten die U eher Schiebungen von Produeten 

der A über Producte der C durch Theile derselben ersetzt werden. 

8o oft nun ein in Factoren zerfallender Theil existirt, wählen wir 

dipsen. Jede solche Ueberschiebung aber kann dann, als ausdrüekbar 

durch niedere Formen, ausgelassen werden. CJnd man hat den Satz: 

Alle Covarianten und Invarianten von f sind 

ganze Functionen der ^4, C, D und derjenigen üeber- 

schiebungen der Producte der A über die Producte 

der C, in denen kein zerfallender Term vorkommt. 

Da nun schon in § 54. bewiesen wurde, dass, wenn die A und 

-die C endlich an Zahl sind, auch die Anzahl derjenigen Ueber- 

Schiebungen von Produeten der A mit Produeten der C eine endliehe 

ist, welche kein zerfallendes Glied enthalten, so hat man nunmehr 

den Satz: 

Wenn die Formen (4ä — i)**"' Ordnung ein end- 
liches vollständiges System von Invarianten und 
Covarianten besitzen, so kommt auch den Formen 
(U-Sy^, (47(-2)"'^, (4/!.-l)t" Ordnung ein solches zu. 
um die Endlichkeit des vollständigen Systems für jedes f zu 
beweisen, ist also nur noch nöthig, den Fall zu behandeln, wo n 
durch 4 theilbar ist, n = 47f, und wobei vorausgesetzt wird, dass für 
niedere Ordnungen der Beweis geliefert sei. 
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§ 71. Der Fall, wo m iliimli 4 thellMr ist, E igen seh iiltpu Aer CoTnriaute 
wiei Ordnniig und zweiten Graues. 

Auf den Fall n = 4& konnte der oben geführte Beweis nicht 
ausgedehnt werden, weil in diesem Falle unter den niederen Formen 
zweiten Grades sich die Form 

beiludet, welche selbst von der Ordnung n ist, 

um diesen Fall zu behandeln, werden wir das System der im 
Vorigen angewandten Formen A um eine endliehe Anzahl gewisser 
anderer Formen vermehren, welche aus ihnen und aus K gebildet 
sind. Alsdann achliesst man K von der weiteren Benutzung aus und 
stellt dem erweiterten System der Formen A das System der Formen 
C, D gegenüber, welches aus den Formen 

{«6y=*+-^ a^^'-Ha^^-S {abf^ aj""-* bj"-* . . . 

eiitsl,eht. Diese sind wiederum aämmtlieh von niederer Ordnung als 
n, und das aus ihnen gebildete System der (?, D ist daher der Voraus- 
setzung gemäss wiederum endlich. Man Itaun alsdann auf das erweiterte 
System der A und das System dieser C, D, zu denen noeh eine unten 
zu definirende einzelne Invariante J tritt, dieselben Betrachtungen, 
wie im Vorigen anwenden, und erledigt so den Beweis mit Hilfe der 
nämlichen Principien. 

Um aber zu dem erweiterten Systeme der A zu gelangen, ist es 
nöthig, einige die Form K betreffende Sätze vorauszuschicken. 

1. Die Ueberschiebungeu von K mit f, deren 
Höhe wenigstens, gleich 2h ist, lassen sieb aus 
Gliedern zusammensetzen, welche den symbolischen 
Factor {ab)''''+- enthalten, ausgenommen die 4/*'*' 
üeberschiebiing, welche die Invariante 

J={at)"{acf"lbcf 
liefert. 

Es sind nämlich die Glieder der (ßh-^-iy^" Ueberschielmng von 
K mit f (A=0, 1, 2.. , 2/* — 1) sämmtlich von der Form; 
(1) G^ = {aby'' (a,:y^~° (&c>+^ «/ bj'-^-^- cj''-'- 

(0=O,1,2...27(-A). 

Daher hat die Differenz zweier Glieder, bei denen die Werthe 
von ö sich nur um 1 unterscheiden, den Factor 

eine solche Differenz enthält also den Factor («0)^*+', aus welchem 
nach § 15. sich auch immer der Factor («(1)"''+^ ableiten läast Kann 
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111:111 dahur noch zeigen, dii&s irgend eines der Glieder (1.) ebenfalls 
so geschrieben werden Itaan, dass («?()''''+- als aymboliacber Factor 
auftritt, so lasst sieh jedes so sclirciben, indem es sich ans diesem 
lind den obigen Differenzen znsammensetzt , und daher ist dann auch 
die ganze üeb er Schiebung so darstellbar. Ein solches Glied ist nun 
bei ungeradem l: 

welches durch Vertauscliung von b mit c sein /eichen ändert und al,-=o 
identisch verschwindet Bei geradem A alter hat man ums 

Gi = (_aby" liacf^'-Xbcf-^' a^b^i"-^' c/'^'- 
durch Vertimsehuug Von a mit e und Addition beider Ausdrücke: 
^,--|(ac)"'~i («6)^+1 (bc)^+' h/^-^-> a^c, 

== i (acy-' (ab)^+^ (öc)^+i hj''~^-f (tx c^ 
oder, wenn miin die Potenz von (?ie) «j — («cj 6,i- entwickelt: 

wo mm der Factor von - ^ ■■- rechts durch Vertauschimg von u mit 

c in G übergeht, während (ßcy^+' M nmh % 15. in (at)"'+'^ ili' ver- 
wandelt werden kann. 

Der Ausdruck ( — „— 1 1 G; = — — ;. ■ ■ G^ nimmt alwo 

den symbolischen Factor (aö3''^+^ an und daher, da für geradeso der 
Factor 2 Ä — A — 3 nicht verschwindet, aueli G, selbst. Diese Ableitung 
setzt nur voraus, dass die in den Formeln als Exponent auftretende 
Zahl 2 /i — A — 1 nicht negativ sei. Der Fall A = 2 Ä ist dadurch aus- 
geschlossen, wie der Satz es auch aussagt. Der Satz ist also in allen 
Theilen bewiesen. 

An diesen Satz knüpft sich der folgende: 

2. Die Ueberschiebungen von Z" üb er sich selbst, 

deren Höhe wenigstens gleich 27* ist, zerfallen" in 

Glieder, welche theils den symbolischen Factor 

(067^+% theils den Factor J enthalten. 

Die Glieder Vg dieser Ueberschiebungen entstehen aus G-a, indem 

man c durch x ersetzt ; daher enthalten wie dort die Differenzen Va — To+i 

immer den symbolischen Factor (ra67*+*. Es ist also nur noch zu 

zeigen, dass irgend ein f den Forderungen des Satzes genügt. Nun ist 

r„ = (fl&p* {axf (bx)^ b^^'">- xj"'-'-. 
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es enfctält den Factor (ax)"' uml eiiteteht aSao durch Ueb er Schiebung 
anderer Formen mit denienisen, welche den eymbolischen B^aetor 
{axf' und ausser a und x kein weiteies Symbol enthalien. Dies 
aber sind die Formen, von denen im vorigen Satze »usgeaprocben 
wurde, daas sie bis auf J den symbolischen Factor {ahf-''-^"^ enthalten. 
Daher ist der obige Satz für r,, und somit auch für die ganzen im 
Satze genannten Ueberschiebungen bewiesen. 

Da jede den symbolischen Factor (j«k')'* enthaltende Form durch 
Ueberschiebungen der hier behandelten Formen mit Formen niedern 
Grades entsteht, so iiami man diesen Satz auch so aussprechen: 

Jede den symbolischen Factor (kx')'*^ enthaltende 
Form zerfällt in Glieder, welche theila den sym- 
bolischen Factor (ab]^''+", theils den wirklichen 
Factor J" enthalten. 



72. Heweis der Existfii/ eines endllclien vollstSndigen Systeii 
den Fall, wo n durcli 4 theilbai- Ist. 

Bezeichnen wir nun wieder dm'ch 



diejenigen Covarianten von f, welche schon bei den Formen (4ä — 4)'" 
Ordnung als Bildungen auftreten und welche nicht den symbolischen 
Factor {ah'f^ enthalten. Ihre Zahl ist nach der Voraussetzung endlich. 
Bilden wir dieselben Formen für K als Grundform, und scheiden 
wir alle diejenigen aus, welche den symbolischen Factor {iiü'y^ oder 
deren Glieder den symbolischen Factor («0)'*+^, resp. J", haben, so 
erhalten wir Bildungen, welche durch 

a;, ä,', ... Av 

bezeichnet werden mögen und zu welchen K selbst gehört. 

Galt für die A der Satz, dass jede Covariante von f sich aus 
Producten der A und aus Formen zusammensetzt, welche den sym- 
bolischen Factor (ßd)"' haben, so entspricht diesem, dass alle Co- 
varianten von K sich aus Producten der A! uod aus solchen Formen 
zusammensetzen, welche entweder den symbolischen Factor (jck')^* oder 
den symbolischen Factor (ßb)'*+' haben. Aber von den letzten Be- 
stimmungen kommt die eratere auf die letztere nach dem vorigen 
Paragraphen zurück, abgesehen von Gliedern, die den wirklichen 
Factor 3 haben. Man hat also den Satz: 

Alle Covarianten von K setzen sich aus Pro- 
ducten der Ä zusammen, und aus Gliedern, welche 
theils den symbolischen Factor (aUf'+'^j theils den 
ivirkliehen Factor J haben. 
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Äehnlich wie iu § 70. beweist man iiiiii eine Reihe von Sätzen 
über die Art und Weise, in welcher alle Invarianten und Govarianten 
von f sich ausdrücken lassen. 

1. Jede Covariante oder Invariante von /setzt 

sieh zusammen aus einer ganzen Function der A, 

der Ä' und der üeberschiehungen von Producten 

derjl überProducte der^i', und aus Gliedern, welche 

den symbolischen Factor {aVf''+'^ oder den wirklichen 

Factor J enthalten. 

Dieser Satz ist richtig für die Bildungen ersten und zweiten 

Grades, welche theils den A, tlieils den A' , C, D selbst angehören. 

Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum (m-— S}"" Grade 

einschliesslich als erwiesen an und zeigen wir, dass er dann auch für 

Formen vom m'^" Grade gilt, so ist er überhaupt bewiesen. Nun 

zerlegt sich jede Covariante oder Invariante m'^" Grades nach dem 

Früheren in eine ganze rationale Function der A und in Terme, welche 

den symbolischen Factor («&)'* haben, also aus Ueberschiebungen 

von Formen (m— 2)*^" Grades über K. (welches den A angehört) und 

Ober die niedern Formen zweiten Grades (welche zu den gehören) 

entstanden sind. 

Von den Formen («—2)*«" Grades, über welche K und die 
niederen Formen zweiten Grades hierbei geschoben werden, gilt der 
Voraussetzung nach bereits der zu beweisende Satz. Demnach besteht, 
indem wir die im Satz enthaltene Form insbesondere für die Über K zu 
schiebenden Ausdrucke einsetzen, jede Invariante und Covariante aus 
Theilen folgender Art: 

1. aus einer ganzen Function der A.\ 

2. aus der Ueberaehiebung von K (einem A') üher eine ganze 
Function der A., A' und der Ueberschiebungen von Producten der A 
über Producte der A'^ 

3. aus Gliedern, welche den syrabolischen Factor {iih'f''+'' oder 
den wirklichen Factor J haben. 

Die erste und dritte Classe von Gliedern hat schon die verlangte 
Form; nur von der zweiten Olasse ist noch zu reden. 

Die Glieder dieser Olasae kann man nach einem oft angewandten 
Satze aus Ueberschiebungen entstehen lassen, bei welchen immer eine 
nur aus Symbolen der A zusammengesetzte Form über eine nur aus 
Symbolen der A' zusammengesetzte geschoben wird; also, wenn wir 
die A und die A' wie zwei Systeme unabhängiger Formen behandeln, 
eine Covariante der A über eine Covariante der A'. Die letztere ist 
nach dem Vorigen bis auf Glieder mit den Factoren (aby''+^ und J 
durch eine ganze Function der A' ersetzbEir; und da die Glieder mit 
den Factoren (a hY''^■'^ und J in die dritte Classe gesetzt werden können, 
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SO bleiben in der zweiten Classe mir Ueberacbielimigen von Produkten 
der Ä über Covarianten der A. 

Die letztem, welche höchstens vom Grade m — 2 sein köanen, 
bestehen der Annahme nach ans einer ganzen Function der A^ der 
j1' und der Ueberschiebungen von Producten der A über Produete 
der Ä, und aus Gliedern, welche den symhoiischen Factor («&)"^''+^ 
oder den wirklichen Factor J besitzen. Scheiden wir also wieder aus, 
was schon den Forderungen des Satzes genügt, so bleiben nur die- 
jenigen Glieder übrig, bei denen Producta der ^ Über Ternie ge- 
schoben werden, welche nicht mehr ausschliesslich Produete der A 
sind, sondern nothwendig ausser Factoren A auch Factoren Ä. oder 
Ueberschiebungen von Producten der A Über Produete der Ä ent- 
halten. Wenn wir also diese Glieder aweiter Clssse wieder durch 
Ueberschiebungen von Producten der AI über Covarianten der A er- 
setzen, so sind wir bei dieser Betrachtung, von Ueberschiebungen 
der Produete der Ä^ über Covarianten der A ausgehend, wieder zu 
solchen gekommen. Aber während der Gesammtgrad in den Coef- 
fieienten von f beidemal derselbe war, ist der von den A herrührende 
Theil des Gesammtgrades geringer geworden. Fahren wir also auf 
dieselbe Weise fort, so können wir die Glieder zweiter Classe, immer 
mit Ausscheidung von Termen, welche den Bedingungen des Satzes 
schon genügen, auf andere zuräckfühcen, in denen immer höhere 
Produete der Ä über immer niedrigere Covarianten der A geschoben 
werden. Man gelangt also endlieh zu Gliedern, welche nur noch 
A, die A aber gar nicht mehr enthalten, und daher durch Produete 
der A und durch Glieder der dritten Classe ersetzbar sind. 

So sind also alle oben aufgeführten Glieder auf die im Satze an- 
gegebene Form zurückgeführt, und der Satz ist damit bewiesen. 

2. In dem obigen Satze kann man die Ueber- 
schiebungen von Producten der A über Produete 
der Ä immer durch Theile derselben ersetzen. 

Theile der Ueberschiebungen werden dabei nur so zu bilden sein, 
dass man die A entweder durch ihre eigenen Symbole oder \vieder 
durch Symbole anderer A, aber nicht durch andere Symbole aus- 
drücken darf; das Entsprechende gilt in Bezug auf die Ä. 

Der Beweis wird ganz wie in § 70. geführt. Man zeigt, dasa, 
wenn man eine bestimmte Anordnung der genannten Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) voraussetzt, Theile der Ueberschiebungen 
sich von den ganzen nur durch Terme unterscheiden, welche theils 
sich aus früher auftretenden Ueberschiebungen zusammensetzen, 
theils den symbolischen Factor (a&P^+^ oder den wirkliehen Factor 
3 enthalten. Bis auf die letztgenannten Glieder, welche überhaupt 
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gieieligiltig sind, kann man also die ganzen Ueberschiebungen aus 
den KSr sie eintretenden Theilen zusammensetzen, wodurch der Satz 
bewiesen ist. 

Die Anordnung ist, ganz entaprecliend dem unter 2. § 70. Gle- 
sagten, folgende: Alle Ueberschiebungen von Producten der A über 
Producte der A', einschliesslich der A, A' und ihrer Producte selbst, 
ordnet man 

1. nach dem G-esammtgrad in den Coei'iicienten von f (auf- 
steigend) ; 

2. innerhalb dieser Gruppen nach dem Grade, soweit ür von den 
A herrührt (aufsteigend); 

3. innerhalb dieser secundären Gruppen uacli der Höhe der 
TJebersehiebung (aufsteigend). 

Nun ist nach § 53. die Differenz zwischen einer TJebersehiebung 
und einem ihrer Theile im oben definirten Sinne ein Aggregat aus 
niederen Ueberschiebungen von Covariauten der A über Covarianteii 
der A'. Statt der letztem kann man bis auf Terme mit dem sym- 
bolischen Factor (at>)^*+^ oder mit dem wirklichen Factor J Producte 
der A setzen. Statt der erstem aber muss man entsprechend nicht 
nur Producte der A, sondern auch noch Aggregate der A, A' und 
der Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der A' 
setaen. Die von den Producten der A herrührenden Eestandtheile 
des Aggregates kommen in der obigen Anordnung früher vor, weil 
sie in niederen Ueberschiebungen auftreten. Die anderen lassen sich 
auf Ueberschiebungen von Covarianten der A über Covarianten der 
A zurückführen, bei deaen der Grad, soweit er von den A herrührt, 
niedriger ist als in dem Aggregate selbst. Man ersetzt sie durch 
Ueberschiebungen von Producten der A Über Covarianten der A, und 
die Covarianten der A durch ganze Functionen der A, A und der 
Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der A. Schei- 
det man hier nun die Theile aus, welche nur von Producten der A 
herrühren, so sind dieses der obigen Anordnung nach frühere Ueber- 
schiebungen, weil der Grad, soweit er von den J. herrührt, niedriger 
ist. Der &est aber, welcher dann übrig bleibt, ist abermals, soweit 
die A noch darin vorkommen, von niederem Grade u. s. w. 

Man gelangt also auf diesem Wege für die Differenz zwischen 
einer Ueberachiebung eines Products der A' über ein Product der A 
und zwischen einem Theile derselben zu einem Ausdruck, welcher 
zunächst aus einer niedern U eher Schiebung besteht, sodann aber aus 
einer Reihe von Ueberschiebungen der Producte der A über Producte 
der A, bei denen die letzteren Producte immer niedrigem Grades 
werden, und welche also mit Producten der A' allein endigen 
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muss. Jene Differenz ist also in früher auftretende Formen aufgelöst, 
wie es sein sollte. 

3. Da nun wieder statt der TJeberschiebungen von Proöneten der 
A über Producte der A Tlieile derselben gesetzt werden können , so 
kann man, so oft zerfallende existiren, immer diese wählen; und 
wenn mau also eine möglichst geringe Zahl von Formen suclit, aus 
<leneu alle sich zusammensetzen lassen, so kann man diese ganz über- 
gehen. Die Anzahl der ülirig bleib enden Ueberschiebungen ist aber 
endlich, und man kann den Satz aussprechen: 

Bezeichnen wir durch A^' , A^' . . . Aq" die Formen 
A, A' und diejenigen ihrer Ueberschiebungen, 
welche kein zerfallendes Glied enthalten, so ist 
jede Covariante oder Invariante von /■ zusammen- 
gesetzt aus einer ganzen Function der endlichen 
Formenreihe A' und aus Termen, welche den sym- 
bolischen Factor («6)'''+- oder den wirklichen Factor 
J enthalten. 

Hiermit ist der Unterschied aus dem Wege geräumt, welcher bis- 
her zwischen den Formen einer durch 4 theilbaven Ordnung und den 
andern bestand; nämlich der Unterschied, dass unter den Formen 
zweiten Grades mit dem symbolischen Factor («6)^'' sich eine (K") 
befand, deren Ordnung gleich der von f war, deren vollständiges 
System also nicht als endlich vorausgesetzt werden durfte. Wir können 
den Beweis des | 70. jetzt sofort wörtlich wiederholen, wenn wir 
nur an Stelle der A das erweiterte System der A' , an Stelle der G, 
D das simultane Formensystem der Formen 

setzen, den 1) aber noch die Invariante J hinzufügen. 
Somit ist denn also überhaupt der Satz bewiesen: 

Jede binäre Form besitzt ein endliches voll- 
ständiges System von Invarianten und Covarianten. 

Und indem wir die Sätze des § 54. hinzunehmen, haben M'ir 
ebenso für ein System von Formen den Satz: 

Jedes System simultaner binärer Formen besitzt 
ein endliches vollständiges System von Invarianten 
und Covarianten. 
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§ 73. Formens jstejH der Foi'iueii liinfter Oriliiiing. 

Als Anwendung und Erlimterung der obigen Betrachtungen wiil 
ich die vollständigen Systeme der Formen fünfter und sechster Ord- 
nung entwielieln , wobei denn zugleich einige Hauptpunkte ans der 
Theorie dieser Formen zu besprechen sein werden. Den svllgemeineu 
Untersuchungen des Vorigen gegenüber handelt es aich nunmehr da- 
rum, aus den Syatemea, wie sie allgemein entwickelt wurden, alle 
tiberflüssigeji Formen auszuscheiden; und man wird sehen, wie schon 
bei den Formen sechster Ordnung die Zahl der auszuscheidenden 
Formen sehr gross ist und ihre Ausscheidung nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten mit sich führt. Man sieht, wie auf diese Weise ti^otz 
der principiellen Erledigung der ganzen Frage für jede besondere 
Ordnung noch immerhin gewisse, dieser Ordnung eigenthümliche 
Aufgaben zu lösen bleiben, wenn man ein kleinstes TollständigeR 
System angeben will. 

Die Form l'ünften Grades 

besit/t 7.wei Oovarianten zweiten Grades: 

H =-. ifi. hf «/ h/ , i = (a h)* a^ K = i/ . 

Nach § 70, entstehen alle zu f gehörige Formen, indem man 
Prodncte Ton solchen Formen, welche schon bei Formen vierten 
Grades auftreten imd welche den symbolischen Factor (a 6)* nicht ent- 
halten, über Produete von Formen schiebt, welche zu denjenigen aus 
f entstehenden Formen zweiten Grades gehören, deren Ordnung nie- 
driger als n. Man sieht, dass diese niederen Formen zweiten Grades 
sich auf die Form i veducireu, und sie selbst liefert nur noch eine 
Invariante : 

A^lfi')'. 

Dagegen bestehen die aus der vierten Ordnung hernbevgenommeneit 
Formen aus den folgenden 5: 

Von diesen ist die vierte wegzulfßsen, da sie den symbolischen 
Factor (aö)* enthält. Aber auch die fünfte ISsst sich so umformen, 
dase dieser Factor erscheint. Denn da aus der Identität 

P + 'j + '•■■■ n 

die Gleichung 

p^ + f + r'^ iipqr 
folgt, MO hat man, wenn 
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jfusctzfc wird : 

((((.) (öc) (fiw) «... ?>. C. = i ! C6e)= a^» + {caf i/ + {alf c/ }. 

Multiplicii-t man dies mit («t) {(ic) (c«), so entsteht links ji, rechts 
aber erhält man drei gleiche Terme, and also 

j = — {ai}* {ac) {ie) c^^ 

Diese Form enthalt, wie man sieht, den Factor (rtft)*; sie entsteht 
ährigena als zweite Ueherseliiebiing von f über i und kann daher auch 
so jjeschrieben werden: 

Es sind also nur die drei Formen f, H, T, deren Producto von 
der Form f W Ti man über Potenzen von i zu schieben hat, um alle 
Formen deü Systems von f zu finden; und von solchen Üeb er Schiebun- 
gen sind nur solche beizubehalten, in denen kein zerfallender Term 
vorkommt. 

Nach dem, was in § 56. angegeben wurde, hat man zunächst 
üeberschiebuugen von i und seinen Potenzen über die einzelnen For- 
men f, H, T zu bilden, sodann aber noch gewisse Invarianten, welche 
durch U eh erSchiebung einer Potenz von i über Prodiicte ungerader 
Formen, f.f, f.T, T.T entstehen. Die siimmtlichen auszuführenden 
Üeberschiebuugen sind also folgende: 

i über bez. f, H, T, erste und zweite , 
^ über bez. /", H. T, dritte und vierte, 

über f, fünfte, 

über bez. H, T, fünfte und sechste, 

über T, siebente und achte, 

über T, neunte, 
4* über P, zehnte, 
t' über f. T, vierzehnte, 
i? über T^, achtzehnte. 

Von diesen üebereehiebungen sind folgende auszulassen, indem 
sie sich durch niedere Formen ausdrücken: 

1. Die erste üeberschiebung von i Ober T, diu dritte von i^ 
über T, die fünfte von i^ über T, und die siebente von i* über T, 
weil T Functionaldeter min ante ist (§ Öß.). 

2, Die letzte. In der Theorie der Formen vierter Ordnung lernten 
wir die Gleichung kenneu: 
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Nacli der von ims eingeführten Bezeichnung besteht diese Gleichujig 
fort, wenn wir unter T, H, f, i, j die in der Theorie der Formen 
fünfter Ordnung ebenso bezeichneten Formen verstehen. Die aclit- 
zebnte Ueberschiebung von ^ über if"'' kann also aus den achtzehn- 
ten Uebecschiebungen von *" über 

H', iHf, jf 

zusammengesetKt werden. Diese drei aber sind säiinimtlich aus- 
zulassen. 

Was die achtzehnte Ueberschiebung von i' über H^ betrifft, so 
gehört sie unter die Bildungen, deren System wir hier untersuchen, 
und muss ausgelassen weiden, weil sie ein zerfallendes Glied enthält, 
die dritte Potenz der sechsten Ueberschiebung von i" über H. 

Anders verhält es sich mit den achtzeliiiten Ueberschiebungeu 
von i" über iHp nmljp. Die Formen iHp und §p sind hier 
nicht melu- in dem Schema {"H^Tf enthaJten; man kann also auch 
aus der Existenz zerfallender Glieder der Ueberscliiebang nicht mehr 
ohne Weiteres folgern, dass die Bildung überftüssig sei, sondern man 
muss andere Schlüsse anwenden. 

Erwägt man, ^sss j == — {aif aj\ so sieht man, dass die beiden 
fraglichen Ueberschiebungen sich so darstellen lassen, dass zehn ver- 
schiedene Symbole von i und daneben nur Symbole von H und f 
vorkommen. Man schliesst daraus, dass diese Ueberschiebungen 
ersetzt werden können durch Ueberschiebungen von Hp und p über 
Covarianten von *, welche in Bezug auf die Coefficienten von i vom 
zehnten Grade, in den x von den Ordnungen 16 uud 20 sind. Da 
nun alle Covarianten von i die Form A' i^ haben, so ist für den 
erstem Fall 

ax-fA = 10, 21 = IG, 



d. h. 

für den liweiteii 

d. h. 



A==8 



^jc-f-l = 10, 2-1 = 20, 
1 = 10, « = 0. 



Die erste dieser beiden Ueberschiebungen erhalt also direct den 
Factor A und reducirt sich daher auf niedere Formen. Die andere 
führt auf die zwanzigste Ueberschiebung von »'" über p. Diese Bildung 
gehört dem betrachteten System von Ueberschiebungen au, aber sie 
ist auszulassen, da sie ein zerfallendes Glied enthält, das Quadrat der 
zehnten Ueberschiebung von i^ über p. 
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Mit üeborgehung der genannten For 



erhallt man nui 
Vollstäadige Pormensystem der Formen fünfter Ordnung. 
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In diea^er Tafel sind jedesmal nur die beiden üb er ein an de rzu- 
schiebenden Formen angegeben und die Hölie der Ueb er Schiebung 
durch einen untern Index angezeigt. 



g 74. Ersetzung: der rormeu, welche die Tafel entliSU, (liu-cli andere. 

Die Formen der vorstehenden Tafel kann man zum Theil duroh 
andere ersetzen, indem mau, den Sätzen des § 70. gemäss, die Ueber- 
schiebung durch Theile derselben (in dem dort definirten Sinne) ersetzt, 

Wir wollen nun diejenigen Formen angeben, welche au Stelle 
der wesentlichsten Formen der Tafel im P'olgentlen benutzt werden 
sollen. Es ist, wie oben gezeigt wurde, 

dies ist die niedrigste Oovariante dritter Ordnung. An Stelle der 
zweiten quadratischen Oovariante (i^,II),^ können wir nun das Glied 



setzen : 



^^ia^^aifibi'fa^b^, 
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oder, wenn wir fiir — (cs*)^«^ «j. «,„ das Symbol ;ji,jkjn, sietaeii, iiiid 
ähiilicli far - (bifhhl'm, 

(2) ^=-(jjrj.f.. 

Diese Form ist also zugleich die quadratische Oovariaiite der 
cubischen Form j. 

Die dritte quadratische Covariante (i'',H)^ kiiun mau erset/cu durch 

Dies ist die erste D eher Schiebung von t mit i: 

(3) » = (-iT) ■;,.,. 

Es folgt daraus nach der Formel (1) des § 61., dass i>^ als qua- 
dratische Function von i, z darstellbar ist: 

(4) &'- = ~.^ \At' ~2 BiT + an , 
wo Af B, C die Invarianten bedeuten: 

(5) Ä = {uy, B = {ixY, c=(,ry. 

Die Invariante A ist die in der Tafel ebenso bezeichnete. B kann 
an Stelle der zweiten, C an Stelle der dritten Invariante der Tafel 
eingeführt werden. Was B angeht, so ist ein Glied von (j^,Jr)^: 
(ab)' (ai)' ßij (oi") (iO = üjT Ui") U'f) = (.*")' = B. 

An Stelle der in der Tafel vorkommenden lieber Schiebung {i",P)iu 
betrachte ich zunächst das folgende Glied derselben: 

,„. M= (ui) (U) (ai'f (Uy (ai"f (»<"')" 

'•' =Öi)(/<)Ü"0'{/fT. 

Diese Invariante, welche wir später mit C in Beziehung setzen 
werden, steht mit den linearen Covarianten in genauem Zusammen- 
hang. Die einfachste lineare Covaiuante ist: 

(7) „=lf',f),= (ia)'lfa)'a.~-{iifj.. 
Die zweite ist die erste Ueberschiebung von a mit i: 

(8) (i = l;!',f), = (iaf If'a)' (ia) i. = («>i.. 
Die Determinante dieser beiden aber ist 

(9) M=(a,-)' = (ßa). 

Die übrigen linearen Covarianten sind, aus {i^,T)^ und {l'iT).,: 
y = (aVf (ac) (ai)' (bi")' b, . («/")' (ei<'>f 
= (ab)' (««) (aif (ii')> b. = (jjT (,■«)/,, 
oder endlieh 

(10) r -("')'.,; 
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Ifliy (ac) (aif {Uy (ii) i, . (ciy (cH'ir 
= (at)' («»)(<..-)> {biy (ii) 4 = (i/)> (i«) C/i) i. 

_i(«)ii,(.-»)^i,C.«)l-i(«)ir.(i«) + ;.,(.«;.. 

Der erste dieser beiden Theile ist l B a; man kann daher au Stelle 
dieser linearen Covarianten den zweiten setzen, nur mit veriiiiclerieiu 
Vorzeichen : 

(11) $'=(&a)&^. 

Die drei liölieren linearen Covarianten sind also die ersten Ueber- 
scliiebungen der niedrigsten {a) mit den quadratischen Covarianten. 

Ausser diesen Formen werden wir im Folgenden nur noch die 
letzte Invariante benutzen, welche in der Tafel durch [^ ,fT)y^ be- 
zeichnet wurde. Sie ist vom achtzehnten Grade und nimmt daher, 
als von ungeradem Charakter, eine abgesonderte Stellung ein. Wir 
wählen, um diese Invariante auszudrücken, dasjenige Glied der Ueber- 
schiehung ('(''j/T)^,!, welches entsteht, wenn wh' i^ viermal über / 
schieben («), sodann ein Glied der achten Ueberschiebnngen von i' 
über T nehmen (j'), und das Product «y zweimal über i schieben. 
So erhalten wir die Uermite'sche Invariante*: 

oder kürzer: 

(12) ./;=(»«)'. 

§ 75. Invuriantciirclatioiien. 

Die im Vorstehenden betrachteten Formen führen auf eine Reihe 
von Invarianten, deren gegenseitige Beziehungen jetzt noch untersucht 
werden sollen und welche uns zugleich Gelegenheit zur Entwickelung 
einiger Relationen geben werden, deren wir später bedürfen, womit 
dann die Betrachtung der Formen fünfter Ordnnng hier vorläufig 
abgeschlossen werden mag. 

Wenn man in der Gleichung (4) «^ "^^^ ~ ^\ *^ Stelle von x^ und 
x^ setzt, so erhält man das Qaadrat der Invariante ungeraden Cha- 
rakters durch Invarianten geraden Charakters ausgedrückt; es wird 
nämlich 
(1) R^ = - ^iAN^-'^BMN+O M-'). 

Dabei ist M--(^iay die oben so bezeichnete Invariante; .ZV" ist 

1 Cambv. ■md Dublin Msitli, Joiii-na.l, Bd. 9, 
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Auch (iifci Determinanten, welclie die Yier linearen Oovariaiiten 
unter einander bilden: 

tf«), (c«), (r(i), (ßc), ißß), (<tr) 

kann man leicht dnrcli die sechs Invarianten A, B , C , M, N, B aus- 
drücken. Es war schon oben 

(3) (ßa)=M 

gefunden. Sodann ist aus den Formeln (8), (10), (11) des vorigen 
Paragraphen 

(r«)_(T«)> =N 

(4) («o) = (»«)" =B 

(rffl = (")(«W = ('«)(ri) (<«) = --«. 

Es bleiben also nur nocli anszudi-ücten die beiden Invarianten 
(*« = (9»)C»i)(i«) 

(är)-(*»)(»T)(.»). 

Sie entstehen aua den ersten lieber Schiebungen von ^ mit i und 
T, wenn man darin 3.', = «2, 3;^ = — ß^ setzt. Nun sind jene Ueber- 
schiebungeu, da & selbst die erste Uebersehiebiing von i mit t ist, 
na«h § 57. 

i6ß} = ^{NA-MB) 

Die einzigen Invariantenrelationen, welche noch abzuleiten bleiben, 
sind sonach diejenigen, welche M und N mit A, B, G verbinden. 
Es wird sich zeigen, dasa M und N sich als ganze I'unctionen von 
Ä, B, auf einfache Weise darstellen. 

Was zunächst N betrifft, so ist, wenn wir für k den Ausdruck 
« = ~O'0''i^ setzen: 

= {rj) i^f) (ij) (iJ) 1 C"') (i/) + (V ) (0') t- 
Im ersten dieser beiden Glieder vertauschen wir i mit i' und 
eetKCn für das ursprüngliche Ghed die halbe Summe desselben wnd 
des neu entstandenen. Dann haben wir für dieses Glied: 

i to) w) {»") uf) i w) (•'/) - m m I 

= K'lli' Jl(.ii7Ufr = i^0. 
In dem zweiten Gliede von N setzen wir nach der Identität V. 
des § 15. 

iv) i^f) (y) iv) - 1 i i^jY i^j'r + {vy (ijy- - i-^ir ufr i 
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Bemerken wir aber, dass nach der Theorie der cubischen Formen 
{tJYJx identisch Null ist, weil r die quadratische Covariante Yon j, 
so können wir die mit (tj)^, {''^f)^ behafteten Glieder auslassen und 
erhalten nur: 

- IB. («.(!■/). («■ = "* B'. 

Es ist also 

(7) N^iiAO^B-). 

Man kann aber jV auch durch die Determinante von •& ausdrücken; 
denn aet?.t man in der ersten Gleichung (5) a^j — r^, a:^= — r^, so 
erhält man 

i lAC^B'i = (»i) (».) (ir) = («■»•)', 
also auch; 

(8) N= (&»"f. 

Als eigentliche Quelle dieser Umfonnungen ist ein Satz über die 
Form & zu betrachten, nach welchem dieselbe zugleich durch die Form 
jx^ (j'k), die erste Uebersehiebung von j mit a, dargestellt wird. Üs ist 
nämlich, indem man —jxij'iT ^^^ ^ einführt: 

= {ri)ixr^ = — Q. 
Die Uebersehiebung von a mit j giebi die Form 
ft, nur mit entgegengesetztem Zeichen. 
Daher 

i^^y = 0'/)^ ü«) (/«} =*(t«F = N. 



folgt direct aus der Theorie der Formen zweiter Ordnung, weiches 
auch i und z seien (§ 57. am Ende). 

Schwieriger ist die Aufgabe, auch M durch A, ß, C auszudrücken. 
Man gelangt zu ihrer Lösung mittelst einiger Hilfssätze. Der erste 
derselben heiast: 

Die dritte Uebersehiebung von /' ober _;' ver- 
schwindet identisch, 
Es ist nämlich diese Uebersehiebung 
(jafaj, 
oder wenn man f ür j den Ausdruck —{hifh^^ setzt: 

was identisch Null ist, wie zu beweisen war. 

Wegen dieses Satzes kann man jedes Glied, in welchem der sym- 
bolische Factor (Jay vorkommt, als identisch verschwindend übergehen. 
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I)t;r Kweite Hilfssata bezieht sich auf die zweite Ueberäcliiebuiiy 
von /' über r. Diese Form 

(ax)',.,,' 

lioraiut in der Tafel nicht vor. Da sie vom Grude 7 und der Ord- 
nung 3 ist, so kann sie sich nur aus den Formen j, {^,f)^, i, t, 
a, ß, A zusammensetzen. Doch sieht man sogleich, dass zu ^ ,f]ti 
T, ß keine Formen existiren-, welche, mit ihnen multiplicirt, jenen 
Grad und jene Ordnung geben. Es bleiben also nur die Producte 
Äj, i u, welche diese Eigenschaft besitzen, mithin muss eine Gleichung 
dei' Form stattfinden: 

(9) l,«,y'«/=.p.Aj + q.i„, 

WO p, q reine Zahlen sind. 

Schieben wir diese Gleichung dreimal Über /', so vorschwindet 
nach dem vorigen Hilfssatze das erste Glied rechts und man erhalt: 

oder 

9 • (J ") jJ = 1 ("»)■[(«')■ W - (* »)' o.'l 
= i(oS)'i. [(<•«) ».+ 1*1) oj 
= (oS)« (m) S, t, = Cti)% TT, = ». 

Hier ist nur nacli den früheren Sätzen der Ooelficieut von q lii^k« 
gleieli ~ &; es bleibt also 

« = -!■ 

Um sodann jj zu finden, schiebe ich i zweimal über die Gleichung 
(9). Links kommt dann 

was nach der Theorie der cubischen Formen identisch verschwindet; 
rechts aber erhält man 

{l=pÄ (ji)' i, + 1 1 (.■••)' «, + 2 1"'J (« i. I . 

Nun ist (ji)^i.^=^'-a und 

2 ifi) (»i') t = (ii'j [(»;■) i. - iat, >•,] = (i 0" ».. = ^ «. 

Dalier geht die Gleichung über in 

— — j3 J.« "1-1 q Att, 
oder man hat 

Die zweite Ueberschiebung von /' über r hat 
den Ausdruck; 

(10) (or)<a,> = -|^i-,:». 

Um nun die gesuchte Invariantenrelation zu finden, schieben wir 
diese Gleichung zuerst zweimal über j uud erhalten ; 
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{oi)> fei)' a,j, = -iÄt-i Riß' u.j. + 2 (ii) («i) i.ij. 
Diese neue Gleichung scliiebeu wir nuu zweimal über i. Diuin 
\, aich 
(«.)' (ojy (oi) (j.-) = - 1 ^B - II- (oi)^ + 2 (ii) («,■) («') (iOI- 

Das dritte Glied rechts verschwindet, weil es durch Vertauschung 
M 
von i mit *' das Zeichen wechselt ; das zweite ist -^ . Rechts aber 

Hteht; 

(«•)' (ai)' (afl iji) = («.) (ojT (oi) [(oi) (j.) + (aj) (ri)]. 
Das zweite Glied ist auszulassen, weil es den Factor [ajY besitzt; 
das erste wird, weil j = ~ (a i)^ «j:^ : 

(ai) {ajf (ai)' (j,) = - (/.) (j.) (fjy = - (.■»)' _ - C. 
Und mau hat daher die gesuchte Relation ausgedrückt durch die 
Gleichung r 

(11) 3C + M=2AJ3. 

In Folge dieser Gleichung kann man, wie auf S. 278 erwähnt, 
auch C an Stelle von M als fundamentale Invariante 1 



§ 76. . Forme usysteui der Formen seelister Ordnung. 
Bei den Formen sechster Ordnung sind von der vierten Ordnung 
nur dieselben Formen herüb erzunehmen , wie bei der fünften, nämlich 

(1) f-^ aj, H= {abf aj IJ', T= (abf (cb) aj hj cj; 
denn 

geht wie dort in die Form (§ 73.) 

j = -{ahY(ac)[bc)a.h..c/ 
über, welche wie 

* = (« b)* nj b,-r- 

den symbolischen Factor {aty enthält. 

Die Formen zweiten Grades, welche von niedrigerer Oi'duung als 
f sind, werden hier: 

(2) i = {abfa/h.r\ A^iabf. 

Die biqua<! ratische Form i veranlasst sofort die Bildungen 
A = (Ü')^V^*V, B = {U'f, 

(3) T = {Uy {i'-i) i, jV iW 

Die sämmtlichen Covarianteu und Invarianten von / 
bestehen also aus den Formen (1), (2), (3) und aus lieber- 
Schiebungen von Producten {"Hi^fy über Producte jpA'T''. 
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Aber das System von Formen, welches man auf diese Weise er- 
halten würde, wäre sehr gross, und enthielte eine Menge Überflüssiger 
Formen, Die mnhsamen und wenig interessanten Beductionen, welche 
nöthig sein würden, um alle diese überfiussigen Bildungen auszu- 
scheiden, kann man mittelst einer Betrachtung umgehen, welclie 
gewissermassen eine fortgesetate Anwendung derjenigen Principien 
enthält, die zum Beweise der Endlichkeit des voUstöaidigen Formen- 
systems führten. Der Vorzug der Einfachheit, welchen die ent- 
sprechende Untersuchung bei den Formen fünfter Ordnung besass, 
rührte wesentlich daher, dass dem System /■" H? T^ nur das Formen- 
system einer quadratischen Form i, also nur Potenzen einer Form 
gegenüber gestellt wurden, wahrend hier auch das zweite System 
iPA^T'' einen verwickeitern Charakter hat. Man kann nun folgenden 
Weg einschlagen, um hier ähnliche Vortheile zu erreichen, wie sie 
hei den Formen fünfter Ordnung eintraten. Man vermehrt das System 
/', H, T um einige Formen; zeigt dann aher, dass alsdann alle Bil- 
dungen durch U eher Schiebungen von Producten dieses erweiterten 
Systems über Potenzen einer quadratischen Covariante ( entstehen, 
welche in den Coefficienten von /' von drittem Grade ist. Indem 
man also das zweite System nicht mehr aus den Covarianten zwei- 
ten Grades entwickelt, sondern auf solche vom dritten Grade ein- 
gebt, muas man allerdings das erste System, welches sonst nur die 
aus der vierten Ordnung her übergenommenen Formen enthielt, erwei- 
tern; aber dieser Umstand wird bei weitem durch den Vortheil Über- 
wogen, dass das zweite System dann wieder nur aus einer einzigen 
quadratischen Form besteht. 

Um die in Frage stehende Betrachtung durclizuführen , ist es 
nothig, einen ganz ähnlichen Gang au verfolgen, wie in dem all- 
gemeinen Beweise. Zur Vorbereitung aber muss ich einige Sätze au- 
geben, welche sich auf gewisse Eigenschaften von i beziehen. Es 
sind folgende: 

1. Die dritte üeberschiobung von /' mit i ver- 
schwindet identisch. 

Man hat nämlich 

[cif c/ i^ = {aby {caf (c6) c/ i. 

= (ß hy (c af (e 6) ej h^ \ {a c) h^- +{cb)a^l. 

Beide Theile dieses Ausdrucks verschwinden, der erste, weil er 
bei Vertauschung von h mit c, der zweite, weil er bei Vertauschung 
von a mit b das Zeichen ändert. 
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Nach der Mentitiit (III) des § 15. ist iiiimlich: 
- (fl ?y)^ \{aj>f i/ + (a*)* i> + {60* «x* - 2 (ahf (aiy hj' ij 
- 2 {ab'f (hif aj 4* — 2 {aif {Uf aj hj\ , 

(4) = ^ . * + 2 (öi)2ß^* - 4 (aft)" ((fi)^ 6.^i/ - 2 («6)^ (ai)' (&*}'«/ JA 

Die letzten beiden Glieder dieser Gleichung kann man nun anders 
aasdrücken. Schieben wir f dreimal über die nach Sata 1. verscliwin- 
dende Covariante {aifai^i^, so erhalten wir 

= {a€f \ (ß hf V &/ + 3 (« Vf (i b) a^ b^"] ; 

oder wenn im ersten Theile a mit & verfcausehtj sodann aber das 
Produet (ai) (J>i) a^ b^ mittelst der Identität (II) § 15. umgeformt wird : 

= i (o ly^ ij { {aif bj + {i ij aj + {a i) Sfi i) a.^ b^ } 

~5{aiy {aby b/ {ai) {h i) «.. \,- 

= i(«&)*4M3(«*)H^^~4-(«&)'^-'t 

- 1 {ai)' {abf bj I [aiy V + {bif aj - {abf ij ) 
oder : 

(5) 0=3 (« h)^ (« iy b/ ij -^-^{iby b.^ 

-\{aif{bif{abfajlj'. 

Führen wir hieraus den Werth des letzten Gliedes in die Gleich- 
ung (4) ein, so erhalten wir nach Divison mit 4; 

(ß) = ^ + (ffl i)^ aj" -2{a Vf {a »y bj iJ. 

Es ist endlich 

oder, wieder mit Anwendung von § 15. (11): 

A = ^(aS)'|3(oi)'S»'-(<>4)'y|4', 
also 

(7) (»S)'(»i)'i.'>'." = A + 4'- 

Führt mau dies noch in (6) ein, so hat rnau die gesuchte Be- 
ziehung ; 

(8) {<.()'o,'-2a-~=-ü, 
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vermöge deren Ä sich durch Ai und durch die zweite lieber- 
Schiebung von f über l ausdrückt. — 

Entwickeln wir nun die Anwendung, welche diese Formel auf 
die Theorie der Formen sechster Ordnung gestattet. 

1. Es war der Ausgangspunkt für die Aufstellung des vollstän- 
digen Systems, dass alle Formen desselben, abgesehen von A, durch 
Ueb er Schiebungen der Covarianten von i über Ausdrücke der Form 
fajffij'r entstanden. Nun zeigt sich aus (8), dass bis auf Glieder, 
welche die Coefficienten von l enthalten, die erste Covariante A von 
i auf i zurückfuhrt, Schieben wir (8) einmal über i, so zeigt sich, 
dass die zweite Covariante T von i geradezu nur aus Termen besteht^ 
welche die Coefficienten von l enthalten. Lassen wir also Terme, 
welche die l enthalten, jedesmal aus, so bleiben nur Ueb er Schiebungen 
von Potenzen von i mit f" IIi^ T^ übrig, welche man zu bilden hat. 
Auch von den Invarianten von i braucht man die erste, B, allein; 
denn nach der Theorie der Formen vierter Ordnung drückt sich C 
durch (Ai)* aus, und dieses wiederum kommt nach (8) auf AB und 
Glieder zurück, welche Coefficienten von l enthalten. Man kann daher 
sofort den Satz aussprechen: 

Jede Covariante oder Invariante von f ist bis 
auf Glieder, welche die Coefficienten von l enthal- 
ten, eine ganze Function von 

(9) f, H, T, A, i, B 

und von den Ueberschiebungen von Potenzen der 
Covariante i über Ausdrücke der Form f" Hi^ Tr. 

Da im früher entwickelten vollständigen Systeme, aus welchem 
dieser Satz mit Hilfe von (8) sich ergiebt, nur solche Ueberschiebungen 
von Potenzen der Covariante i über f" H^ Ty auftraten, welche kein 
zerfallendes Glied enthielten, die übrigen aber durch Theile (im Sinne 
des § 70.) ersetzt werden durften, so gilt dasselbe auch hier noch. 
Zugleich können wir hier alle Bildungen auslassen, welche etwa das 
Symbol l enthalten sollten. Dies tritt z. B. ein bei allen Ueber- 
schiebungen, welche den symbolischen Factor [aif enthalten; denn 
diese enthalten die Coefficienten der Form 

(aif a/ iy. 
Wahrend nun aus dem Verschwinden der Covariante [n'i'f aj i^M^i: 

(ai)^ aj- ig + 3 {« i)' aj' a,j ix = 0, 
hat man andererseits: 

{aif aj i, - {aif aj^ a^i^ = {aifaj' {xy) = l {xy), 
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Die Coefficieaten des Ausclrucka links setzen sich also aus den 
Coefficienfcen von l ziisamnien, und demnach kann jedes {aij^ enthal- 
tende ßlied ausgelassen werden, sobald es sich nur darum handelt, 
die Formen bis auf Glieder zu bilden, welche die Coefficienten von 
( enthalten. 

2. Entwickeln wir zunächst die übrig bleibenden lieber Schiebungen 
von i^ über f''H?T''. Da K von der achten, T von der zwölften 
Ordnung ist, also die Ordnungen beider durch die von i theilbar sind, 
so braucht man nur über H und T einzeln Potenzen von i zu 
schieben, da sonst immer zerfallende Glieder erzeugt werden können. 
Dagegen muss man i^ ausserdem über j^ und p schieben, denn erst 
die Ordnung von p ist durch 4 theilbar. 

Aber wenn man i oder eine Potenz von * mehr als zweimal über 
eine der Formen 

f^a/, n=(ahfajbj, T={aH) aj' HJ , 
oder über eine Potenz von f schiebt, so entsteht immer ein Glied, 
welches den symbolischen Factor {aif hat. Demnach sind ülierhaupt 
nur beizubehalten die Ueberschiebungeii : 

i über f, ein- und zweimal; 

(10) i über H, ein- und zweimal; 
i über T, zweimal. 

Die erste Ueberschiebung von i über T l'illt aus, weil T Functioual- 
determinante ist. 

Aber auch von den Formen (10) kann man die beiden letzten 
noch als überflüssig nachweisen. Die zweite U eher Schiebung von M 
mit i kann ersetzt werden durch das Glied 

{aVf {ai)^ ij^ aj^ bx'^, 
für welches man nach der Identität (III) § 15. die Gleichung hat: 

Von den Termen rechts ist der erste ^i^, der zweite l.f, der 
dritte wird nach (5), (6) auf Ä.i und Terme, welche das Symbol l 
enthalten, zurückgeführt. Dieses Glied und damit die ganze üeber- 
schiebung ist also auszulassen. 

Da, wie oben bemerkt, die dritte und vierte Ueberschiebung von 
* mit H auezulassen ist, so folgt, dass die Formen 

(11) (S,yB.H,<, {RifH^H., {BifS,', 
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also überhaupt alle den symbolischen Factor {Hif und kein weiteres 
Symbol enthaltenden Formen bis auf Glieder, welclie das Symbol 
l enthalten, durch 

(12) H, A, i 



ausgedrückt werden koonen; T, (Si) HJ i/ und (T«}^ TJ*^ 
dabei, als von zu hoher Ordnung, nicht in Betracht, f, B imd die 
beiden Ueberschiebungen {ai)ax''ix und {aifüj-i^^ nicht, weil keine 
Combination der Formen (9), (10) existirt, welche, mit jenen maltipli- 
cirt, Ordnung und Grad einer der Formen (11) haben könnte. Die 
Formen (11) aber haben naj^h §31. Satz 6. die Eigenschaft, dass alle 
das Symbol {Sif enthaltenden Bildungen aich durch Ueberschiebungen 
mit ihnen darstellen lassen. Dies führt zum Beweise dafür, dass die 
letzte der Formen (10) ebenfalls überflüssig ist. Sie kann, da 
T:=^(aH)a/ HJ , ersetzt werden durch den Theil 

Es ist aber, wenn q>!={HiyHJiJ gesetzt wird: 
6 {Hi)^ HJ u^ Sy + 2 {my -H"/ ixig=S ip^' (Ps 
{my Hx^ ij' Hy -- {my .ff/ i^i^ = (Hif S/ Li^yx), 

(Hif HJ ij H,j = ^,' 9-. + i iHif HJ' ix . (yx). 

Setzt man nun J/^ = — a^, J/ä^^i ^^^'^ multiplicirt mit a^^, so ent- 
steht links der gesuchte Ausdruck ; rechts ist das zweite Glied nach dem 
Obigen bis auf Terme, welche das Symbol l enthalten, das Product von 
fmii einer Combination der Formen (12), das erste aber die erste Ueber- 
schiebung von f mit qi. Dieses Glied muss sieh also aus den Grössen 
(12) und aus ihren ersten Ueberschiebungen mit f zusammensetzen. 
Aber die letzteren führen auf 2" und (ai) aj'i^^ also auf schon bekannte 
unter den Formen (9), (10). Das an Stelle von (aH)aJ'HJ gesetzte 
Glied ist also durch die anderen Formen bis auf Terme, die das Sym- 
bol l enthalten, darstellbar, und kann demnach ausgelassen werden. 
So kann man jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Jede Covariante oder Invariante von /'ist bis 
auf Glieder, welche das Symbol l enthalten, eine 
ganze Function von 

(13) fy H, T, A, i, B, (aijaj'ij^, (aifa/ij, (Hi'jHJiJ. 
3. Man knüpft nun leicht hieran den Beweis des Satzes; 

Jede Covariante und Invariante von f ist eine 
ganze Function der Functionen (13), der Form l, 
ihrer Diserimiuante Au = {U'y , ^^^ ^er üeber- 
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Bchiebungen von Potenzen von l über Protlucte der 
Formen (13). 

Ein Glied, welches das Symbol / enthält, kami uur den Factor 
A/i haben oder durch Uebersehiebung von l über eine Form niedern 
Grades entstanden sein. Nehmen wir nun an, der l'ragljche Satz sei 
bis zu Covarianten und Invarianten {m—Qy" Gradee bewiesen. Er 
gilt dann auch för Formen m'^" Grades, wie jetzt gezeigt werden 
soll. Es besteht nach dem Gesagten jede Covariante oder Invariante 
)»"" Grades aus drei Theilen: 

1) aus einer ganzen Function der Formen (13); 

2) aus einer Form {m—Q)*"' Grades, multiplicirfc mit Äu; diese 
Form hat die im Satire angegebene Form nach der Voraussetzung; 

3) aus Ueberschiehungen von l über Formen (m— 3)*™ Grades. 

Da letztere nach der Voraussetzung die im Satze angenommene 
Form haben, so zerfallen die unter 3. angegebenen Terme wieder in 
drei Classen: 

1) Ueberschiehungen von l über Producte der Formen (13); 

2) Terme mit dem Factor An; diese beiden Claasen haben, die 
erste der Definition, die zweite der Voraussetzung nach die iiu Sat/.o 
angegebene Form; 

3) Ueberschiehungen von l über Ueberschiehungen, bei denen 
Potenzen von l über Producte der Formen (13) geschoben sind. 
Aber diese kann man nach g 31. auf Ueberschiehungen derselben 
Producte über Covarianten von l, also auf Ausdrücke zurückführcji, 
welche theils den Factor Au haben, theils Ueberschiehungen vou Po- 
tenzen von l über Producte der Formen (13) sind. Alle diese Aus- 
drucke aber haben die im Satze angegebene Form; 

Es ist also nur noch zu zeigen, dass für m = l, 2, 3 der Satz 
richtig ist. Da aber jede Covariante oder Invariante von einer ganzen 
Function der Formen (1,^) sich nur durch Terme unterschied, welclie 
das Symbol l enthalten, welches «ine Form dritten Grades repräsen- 
tirt, 80 können solche Terme bei den Covarianten und Invarianten 
ersten und zweiten Grades überhaupt nicht, bei denen dritten Grades 
nur durch die Form l repriieentirt auftreten, womit denn der Satz 
bewiesen ist. 

4. Statt der im vorigen Satze angewandten Ueber- 
schiehungen kann man Theile derselben benutzen. Diese 
Theile müssen nur, analog der in § 70. gegebenen Definition, so 
gebildet werden, dass das Symbol l niemals in andere Symbole auf- 

Cl6l.äch, ■ihEoiie der biniimi algeir, Formeu. 19 
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gelöst wird. Der Beweis wird wie der entsprechende in § 7(i. geführt. 
Es wird gezeigt, dass, eine bestimmte Anordnung der Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) vorausgesetzt, die Differenz zwischen einer 
TJeberschiebung und einem ihrer Theiie stets durch frühere Formen 
ausdrückbar ist. Die Anordnung geschieht 

1. nach dem Gesammtgrade «; 

2. nach dem Graf! ß, soweit er von den FormeJi (13) herrührt; 

3. nach der Höhe y der Ueberschiebung. 

Wir setzen den Satz als bewiesen voraus, bis zu einem gewissen 
Werthe von « esclusive, bei diesem Werthe von ec bis zu einem ge- 
wissen Werthe von ß exclusive, bei diesen 'Wertlien von k und ß bis 
KU einem gewissen Werthe von y eseluaive, und beweisen, dass er 
da,nn auch für diesen Werth von y gilt. 

Die zu betrachtende Differenz zwischen der y^^" Ueberschiebung 
und einem ihrer Theiie drückt sich nach § 53. durch niedere Ueber- 
schiebungen von Formen, welche nur die Symbole der Formen (13) 
enthalten, Über Formen aus, welche nur Syjubole von / enthalten. 
Letztere sind An oder Potenzen von /. Tritt An vor, so bleibt der 
andere Factor eine Covariante nitdeien (jiadps und für die in ihr 
auftretenden Ueberschiebungen gilt aliso der Sat? dei Annahme nach. 
Hat man es dagegen mit der Uebeischiebnng einer Potenz von l 
über eine niedere Form zu thun, <flO eisetzt mau diese, dem vorigen 
Satze nach, durch eine ganze Function dei Formen (13) und durch 
Theiie, weiche das Symbol l erhalten. Die Theiie der Ueberschiebung, 
welche von der gauKen Function herrühren, genügen also den For- 
derungen des Satzes dej- Annahme nach, weil die Ueberschiebung eine 
niedere ist; die anderen Theiie, weil sie höhere Dimensionen in den 
l, daher niedere in den Formen (13) haben. Alle Theiie der Differenz 
genügen also den Forderungen des Satzes, wie zu beweisen war. 

Da der Satz für die ersten drei Grade offenbar richtig ist (denn 
für sie existiren noch keine Ueberschiebungen der bebandelten Art), 
so ist er Überhaupt richtig. 

5. Aus dem vorigen Satze folgt nun sofort, dass man nur die- 
jenigen Ueberschiebungen von Potenzen der Covariante l über Pro- 
ducte von Formen (13) beizubehalten hat, welche keine zerfallenden 
Glieder haben. Da l quadratisch ist, alle Formen (13) aber gerader 
Ordnung sind, so braucht man demnach nur Potenzen von l über die 
einzelnen Formen (13) zu schieben (vgl. §56.), Es entstehen so 
folgende Ueberschiebungen, bei welchen nur die ungeraden Ueber- 
schiebungen über Functionaldeterminanten, dem am Ende des § 56. 
bewiesenen Satze entsprechend, schon ausgelassen sind: 
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(2y — 1/* und S?e*^ von l^ über f, 



(!) (2<>~1)'- 



2 p' 
lud 2()' 



('2p™l)'" imd 2 

An Stelle jeder di 
Theil derselben setzen 
noch üherfiflesig sind. 



)=1,2,?,, 



9 = 1, 2, r,, 4,5, ß; 
9 = 1,2; 
ij-i/, 9=1,2,3,4; 
'fli)^a/*/, p — 1, 2, ä; 
'Si)K^HJ, 4»=-l,2, 3, 4,5. 
ieser Ueberscliiebmigen kann, man auch eiueii 
man sieht dann, dass sehr viele dieser l]'ormeu 



§ 77. RcilHcUoii ilfts Sj'slems der ans einer Form seylisten Grniles 
eiil.springeuden Bilditiigen. 

Man kann zeigen, dass folgende Ueb er Schiebungen sich aus n 
deren Formen zusammensetzen: 



1. die zweite Ueberschi 

2. die zweite Ueberschi 

3. die vierte Ueberschi 



.ebung von H mit l; 
Hebung von p = {aiy c 
i ebung von i mit. P. 



Hieraus folgt dann, dass ausser diesen noch eine grosse Zahl der 
unter (1) aufgefülirten Formen anszulaasen sind. Man beweist- zunächst 
leicht den Satz: 

Wenn eine Summe von Producten einer Anzahl 
von Formen, unter denen sich keine lineare befin- 
det, ein- oder zweimal über eine quadratische Form 
geschoben wird, so entsteht wieder eine Summe von 
Producten, 
Für erste Ueberschiebungen ist dies an und für sich klar. Bei 
den zweiten aber entstehen aus jedem Producte tp , ij einerseits Terme, 
welche einen der Factoren <p, tj) und die zweite Ueb er Schiebung des 
anderen über 1, zu Factoren haben; andererseits Terme der Form 

was durch die identische Gleichung 

{<pi) m 9^i>^^i i{<pif tr"+ {^if 9^^- {<p^(-r i/\ 

also in ein Aggregat von Producten übergeht, wie zu beweisen war. 
Da in der vorliegenden Untersuchung immer nur Formen gerader 
Ordnung auftreten, so tritt die im Satze erwähnte Ausnahme hier 
niemals auf. 

19* 
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Ans diesem Satze folgt, dass die höheren Uebersehiebiingen vou 
H mit Potenzen von l ausgelassen werden können. Denn dieselben 
haben die symbolische Form: 

(Hlf im) HJ V^, [Hlf {Hiy if^S 

{Elf (HV) (Hl") H/ l"^, {Hl}'' {Üff {mjHJ 
etc. 

Von diesen entstehen die ersten aus U eher Schiebung vou l übur 
die Form {Slf HJ^, welche, wie weiterhin gezeigt werden soll, 
zeriiUlt, und sind demnach selbst Summen von Producten; die 
folgenden aus Ueb er Schiebung von ( Über die zerfallende Form 
{Rlf{m'fHJ u. s. w. 

Ganz ebenso ist es mit den Ueberschiebungen der Potenzen 
von l ^ar p-^{ai'f aic^ij"; auch diese können, indem {plfpx^ zer- 
fällt, bis auf flie erste ausgelassen werden. 

Aber auch fJr die Ueberschiebungen von l mit 

T^{aH)aJ'HJ, S={m)HJiJ 

lässt sieh dasselbe zeigen. Man tann nämlich die zweiten Ueber- 
schiebungen von T und S mit l durch die Theile 

r - iaH) aj' {Hlf HJ', 8' = (Hi) ij {Hlf BJ 

ersetzen ; und da dieses nichts anderes als die ersten Ueberschiebungen 
von /"und i mit der zerfallenden Form {Slf HJ sind, so können sie 
ausgelassen werden. Nun darf man aber ferner die vierten Ueber- 
schiebungen von T und S mit l^ durch die zweiten von l mit 2" und 
S" ersetzen, die sechsten von T und S mit f" durch die vierten von P 
mit T' und fi" etc., so dass man lauter zerfallende und auszulassende 
Formen erhalte Diese Ersetzbarkeit ist nicht ohne weiteres klar; 
denn man darf im Allgemeinen nicht Ueberschiebungen durch Theile 
ersetzen, bei deren Bildung Symbole, wie die von T', S', benutzt 
werden, welche die Symbole der Über einander zu schiebenden Systeme 
[hier i einerseits und die Formen (13) andererseits] gemischt enthalten, 
Dass es hier erlaubt ist, die Formen in der genannten Weise zu er- 
setzen, sieht man an einer derselben folgendermassen ein; bei den 
andern ist es genaii ebenso. 

Die vierte Ueber Schiebung von T mit P kann durch die Theile 

r^ = {aH) {Elf {Hiy aJ HJ, T^ = {aH} {Elf {Hl') {a V) aJ HJ etc. 

beliebig ersetzt werden. Diese Ausdrücke sind aber auch zugleich die 
Theile der zweiten Ueb er Schiebung von 2" Ober Z, und zwar kommen 
unter den T sämmiliche Theile derselben vor, wenn 2" in der sym- 
bolischen Form 



y Google 



der Fo rill enay steine. — g 77. 293 

T =r {aM) {Hlf aj' UJ- 
gegeben wird. Daher ist 

{T'lf T\P^Kj,+a.J,^+ . . . , 
wo 

oder 

(T'if rj = v, + (r, - rj a, + {v, -r,)a,... . 

Da nun die Differenzen der T durch frühere Formen (im Sinne 
der anf S. 290 getroffenen Anordnung) ausdrückliar sind, so ist 
auch fj oder die Ueberscliiebnng, welche f^ vertritt, durch die zweite 
Uehersehiebung von T' mit l ersetabar, was zu beweisen war. Dasa 
iüv die folgenden Ueb erschieb ungen dasselbe gilt, liegt auf der Hand j 
ebenso ist es mit den aus 5 entstehenden Bildungen. 

Es kommt also nur noch darauf an, das Zerfallen der Foniien 

{SiyHJ, {pl)'^pJ, [üfiiiy 
nachzuweisen. 

1. Die Form (Hlf HJ. Entwickeln wir nun nach den For- 
meln am Ende des g 8. den Ausdruck (ahy aj hj hy^, so erhalten wir 

ia hf aj hj ?jg^ = ^9 + -| {xy) Ji>-^^{xyf%, 
wo 

<P = {ahfaJhJ^ = H, i^i = \ {ahf aj hJ =^ , 

also 

{alfa,^Kny^ = HJH,/ + \{xy)Ki. 

Setzen wjr nun yi = li, y=i = — \, so wird aus dieser Gleichung : 

(1) HJ {Hiy = {aVf aj- hJ (plf -^i.l 

Aber der Term (^ahyajhj(hlf ist die zweite Ueb er Schiebung 
von f über die Oovariante (fil^^bj, welche nach § 76. (8) den Äua- 
drucli hat: 

(hl)nj = 2A+^. 

Daher wird auch nach (1): 

(2) HJ (Hff = 2 (A af A/ aJ + iÄp-^il 
Es bleibt der Term {Aay AJ aJ au untersuchen. 

Zu diesem Zwecke entwickeln wir zunilchst nach der Tafel des 
§8. den Ausdruck {ii')iji',/ und erhalten 

(iO ij iy^ = ^ {xy) J^t + i {xyfa, 

il' = {ii'yiJi'J = A, m = {ii!f — B, 
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sw dass oncllieh : 

(iO i," ,-,■ = i (xy) &.• A,' + I (x,j)'. 

Setzt mau hierin ili = a.^, yj = — '^i i'^"^l multijilicirt mit a./, so 
hid iiiBn; 

{5} (■«■') («i'j^ v'' «..'^ = ^ («. A)^ A;,.^ aj + '- . 

Aber der Aiisdriids iinlis oiitstelit aus 

wenn man darin yi — i\, J/a — "A setzt und mit ('V mnltipiiüirt. 
Da nun, wie in § 76. bewiesen wurde, die Form {ai)^ajiir identisch 
versehwindet, so erhalt man mit Anwendung der Tafel des § 8. : 
Caiy a/ i,j = | (xy) . (aif »^" = ^1. {xy). 
Miui hiit daher durch die angegebene Operation: 

(4) (»0" PO »«••'-■--{(.;. 

Aus (3) fiudet man also, indem man deu Werth des Aiisdrnnks 
(4) einträgt; 

und hat daher aus {'£) die gesuchte Darstellung: 

2. Die Form (pffp./- Nach der Tafel des §8. hat man: 
{a4)'aJas'i/^ ^'ip + iixij) Jii>-\-l{xyft> 
wo 

fp=={_a if aj ij == p , (/• ^- - 1 (« iy a/ i^- = Ü , z = H'* 0* «.•" ==■ i ^ j 
also 

(aij^ aj a,/ ij =pjp/ + T^rr ^ ■ (^'JT- 
Sefczt man hierin (/^ = ;^, ■y^=^~~l^j so wird: 

Diu linke Seite ist die zweite Ueberschiebimg von * mit 



(7) einträgt, ilndut 



3 ■ 
ml i]](lein iiisiu rlies in (7) eintrügt, ilnclut man 
-1A_ 
"3 
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Endlich weiss mau nach der Tlicorie der biquadratisciien Fo3 
H 40. (8)1, dasB 

Bi 



c.A)<yA,' 



■ 6 



Dalier wird endlich die gesuchte Formel: 

3. Die Invariante (ilf{il")'. 
Aus der Tafel des § 8. erhalt mau die Formel : 
(»6)'o..'i/ = i,'i,' + i^(,s.»)'. 

Setzt Juan darin y^ — l-i, !li——hi ^i^^'s) !l-! = ^^'ii "" ^^'' 
j^ieht sich 

('.)) («.(.)• («!)' (i(f= (aj> (ir)= + -!,Ä.A„. 

Hier steht rechts die gesuchte Form, links die vierte Uehey.- 

(«!)■«/- 2a + 4' 

iTl)er sich selbst, also: 

4(iA')' + M(iA)' + ^'(..-)«. 
iS'acli der Theorie der biquadratisclioii Formen ist 



so dass (9) in 

(10) [iiy {il'f = ^- B-' + i ÄC + 1 Ä'B - ^ AA// 

übergeht. Hierdurch ist eine Zerlegung unserer Invariante in niedere 
Foimeu schon gegeben; um .sie durch möglichst wenige Bildungen 
auszudrücken, muss man noch C auf .^;; zurückführen, was oben schon 
als möglich angedeutet wurde. Die Formel für diese Reduction, 
welche wir später brauchen, mag hier gleich gegeben werden. Schiebt 
man nämlich i viermal über die Gleichung 



0(0H«O* = 2(.A)' + ^(iO^; 



links steht aber nichts anderes als A/i, und man hat also die .Be- 
ziehung 

(llj Au-^-2a+lAJJ. 
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Di(i l'ormel {10} nimmt hierdurch die einfachere Gestalt an; 
(12) (iJ/(!0' = |(J?+^C). 

Das ganze vollständige System der Form sechster Orduung besteht 
nunmehr aus 26 Bildungen, welche mau in der folgenden Tafel zu- 
sammenfassen kann, in welcher die Hohe der Ueberschiebungen immer 
durcli den beigesetzten Index angezeigt wird: 
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% 78. Die [iivariiiiitcH niul die (imulrati seilen Comriiiitleii iler ruriix^ii 
seulistcr Ordiiiiiig. 

Ich werde jetzt die sechs quadratischen Govanaiiten näher uiitcr- 
suclien, wobei denn zugleich die Invarianten behandelt werden müssen. 

Wenn man, von l ausgehend, successive die quadratischen Cova- 
risiiiten bildet: 

(1) m= {iVfiJ, n=^(imyia^, q= (inyij' . . ., 

so gekngt man zu einer Reihe von Ausdrücken, von denen der erste 
in der Tafel vorkommt, von denen der zweite an Stelle der vierten 
Ueb er Schiebung von l^ über f gesetzt werden kann, und von denen 
die übrigen die bemei-keuswerthe Eigenschaft haben, aus l, tn, n auf 
sehr einfiiehe Weise linear zusaniniensetabar zu sein. 
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Was zunächst die Ersetzung von {alfialfcix^ durch w anbeti-ifn, 
so folgt aus der oft benutzten Gleichung 

indem man dieselbe zweimal über l scliioht: 

{a ly- (ß ;7 rt/ = 2 (A If AJ + ^ (( If i/ 

= 2(AIi^A/ + ^. 

Man kann also {(ijy(aiyar^ in der Tafel durch (Alf AJ er- 
setzen. Da sodaim aber, nach einer schon oben hentitateu F.orrael 
aus der Theorie der biquadratischen Formen [§ 40. (2)] 

{iiriJiV = AJA/ + ^{ti^yy, 

SU folgt, indem man J/£ = ^, ^2=- — ^ setzt: 

(»T ij (/!)■ = (im)' V -« = &,• (A!)' + ^ , 

d. h. AJ'iAVf ist durch n ersetzbar, was au beweisen war. 

Führen wir also l, m, n als fundamentale qaadratische (Jovai'ian- 
ten ein. Die übrigen in der Tafel enthaltenen sind dann durch deren 
Fuuetionaldeterrainanten ersetzbar. Es ist nämlich erstens: 
(i , V)s = {i 0' (i l') l'^ L = (m T) l'^ m^ . 

Sodann kann {f, P)^ als erste Ueberschiebung von (f, P)^ mit l 
betrachtet werden. Da nun (/', i'\^, wie soeben gezeigt, bis auf Glie- 
der von der Form Bl und Am durch n ersatzbar ist, so ist auch 
seine erste Ueberschiebung mit l bis auf ein Glied von der Form 
H .(mTjmxlx, also überhaupt, durch {nljn.rlj: ersetzbar. 

Endlich ist nach den allgemeinen Regeln die Form i{f,i},l\, 
also die sechste Ueberschiebung von [aij aj' IJ mit ^, durch das Glied 

(ßi)(af)Hal'y(iiraA, 
ersetzbar. Dieses aber ist die erste Ueberschiebung von (iiyij'^m 
mit (al'f{al"fa/-^ und da letzteres sich von n nur um Terme Bl, 
Am unterscheidet, so ist auch der obige Ausdruck von (ntitjux^^: 
nur um. einen Term der Form A .(ml)mj,lj verschieden und kann 
also durch {nm')nxmx ersetzt werden. 

Buden wir nun die Covariante 

q = (inf ij = {Uy {i' m^ ij = {Uy (i'i'y {i" y ij. 

Nach den Formeln der Tafel des § 8. ist 

liif {Hy i/ -r,/ = ^^ 9 + ^ {xyf f, 
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WO 

^ -^ {uy {li-f i'j ij = ^ [§ -to. (7).] 

also 

(:hy {i'ty ij r/ = * b . ^/ i/ + 1 c . (^yy. 

Hetzt mau iiuu ll, = li, J'-j = — ^i, so 'wird hieraus: 

(2) q=^Sm + iGL 

Bemerken wir, dass wir bei Ableitung dieser Formel von deu 
Eigenschaften der Form l gar keinen Gebrauch gemacht, sondern den 
Beweis lediglich auf das Gesetz der Bildungen (1) gestützt haben. 
Die Formel (2) gilt also nicht nnr für die Formen l, m, q, sondern 
für je drei Formen der Reihe (1), welche ähnliche Stellungen zu einan- 
der einnehmen, und so darf man den Satz aussprechen: 

In der Reihe (]) drückt sich jede (Jovariante durch 
die aweit- und drittvorhergeheude mittelst der For- 
mel (2) aus. 
Wenn nun die quadratischen Covarianten der Form sechster 
Ordnung mit den aus den simultanen Formen l, m, n hervorgehen- 
den quadratischen Covarianten identi&cirt werden, so können ebenso 
die höheren Invarianten der Form sechster Ordnung ans den Inva- 
rianten dieses simultanen Systems hergestellt werden, zwischen denen 
dann freilich Beziehungen eintreten, welche in den Beziehungen von 
l, m, n zu der Grundform sechster Ordnung ihre Begründung finden. 
Bezeichnen wir die durch gegenseitige zweite Ueberschiebung von 
l, m, n erzeugten Invarianten durch 

All --{Uy Ä,„^=^{mnf 

(3) Ä,„„ = {mmy A„i={nlf 
Ann ={nny Ai^^^Q.ntf, 

endlich die aus allen gebildete Invariante ungeraden Charakters durch 

(4) R^~(lm){mn){nl). 

Die Form An findet sich schon in der Tafel. Die Bildung {f, l\ 
hingegen, oder 

{alf{aVf{aiy 

geht durch zweite ueberschiebung von l mit (aiy{al!'faj hervor, 
also mit einer Form, welche von n nur um Glieder Am, Bl unter- 
schieden ist. Diese Form kann also bis auf Term A[piVf, B {llf, 
also überhaupt, durch 

(5) I)-^{_,U,- = A,, 
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ersetzt werden. Weim wir jetzt A, li, G, I>, Ji als die iuudaiiien- 
taleu Invarianten betrachten, so ist zunächst An durch §77. (U), 
dann A^t durch (5) gegeben. Ea ist aber auch 

(n If = (i mf (i If = {m m'f = A.„ „. , 
daher auch 
(6) A,.,. = D. 

Ferner, indem mau (2) zweimal über ( oder m schiebt; 
,_^ {^If ={inf{iir =(:mnf=^A..,. = lßA..,< +i,CJ>> 
^'' {qviy = (:iny(:imf={nnY =A„„ =};BA,...,. + i-(JJ„„ 

Es ist also nur A,„i noch auszudrücken; dies aber ist die schon 
iu § 77. behandelte, Invariante 

(8) A^, = {üniiy = i{B'- + AG). 

Fuhren wir also Rberall A, B, C, 1) ein, so erhalten wir für 
diese simult^uien Invarianten von l, m, n folgende Tafel: 

An =2C+i^l-B A.„,,={B{&~^AC) + \C{2V+\AB) 

(9) ^,„„,=D A^i ^1) 

A„„ =^BB-i-^C{B'+AG) A„„_=^(B^+AÜ). 

Durch diese drückt sich das Quadrat von li mittekt der Formel 
§58. (5) aus: 



(10) B'=^ 



A,^„, A,.,„ 



Und B ist zugleich an Stelle der letzten Invariante der Tafel 
{{f,i),l\ zu setzen; denn es ist wie diese vom 15. Grade und un- 
geraden Charakters, und kann also da es eine andere Invariante un- 
geraden Charakters nicht giebt, von dieser nur durch einen Zahlen- 
factor verschieden sein. 

Die Gleichung (10) stellt so zugleich die einzige Beziehung dar, 
welche zwischen den Invarianten A, B, C, B, B eintritt. Zwischen 
den A, Bf C, D und l, m, n tritt eine Gleichung ein, welche /, in, n 
quadratisch enthält und na«h § 58. (9) die Gestalt hat: 
An Ai^ Au. 

^ A.i A„„, J„„ 

l m n 

Durch diese Untersuchungen sind die wesentlichsten derjenigen 
Heziehungen gegeben, von welchen ich spater Gebrauch machen werde. 
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isclic DarstelluriE 



S J'J. Uebcr die AiiKiiliI der Parameter, von welclieii (Uc Iiivarlauten 
iiu(t Covnriantcii eines Systems nbliäiigei). 

Die vier willkürlichen Grössen, welche eine lineare Substitution 
mit sich führt, kann man im Allgemeinen so bestimmen, dass vier 
Coefficienten einer gegebenen Form n*™ Gfrades, f, nach der Trans- 
formation gegebene Werthe annehmen. Dabei müssen nur gewisse 
Werthsysteme ausgeschlossen weiden, durch deren Auftreten eiii(3 
specieUe Invarianteneigenscha.ft herbeigeführt wird ; wie denn z. B. die 
beiden ersten Coefficienten niemals gleichzeitig verschwinden können, 
ohne dass die DibCrimmante veisehwindet, was durch lineare Trans- 
formation nicht eneichfaai ist 

Nehmen wir etwa irgend zwei der Verschwindungs demente der 
Function zu Grundelementen |~0, ij = 0. Dann rerschwinden in der 
transfomiirten Form das erste und das letzte Glied von f, so dass das 
Product der neuen Veränderlichen g . ij ein Factor von /' wird. Indem 
wir noch diese VerSinderlicheu um constante Faktoren passend andern, 
können wir es ferner erreichen, dass in der übrig bleibenden Function 
(w— 2)*" Ordnung die äussersten Coefficienten gegebene Werthe an- 
nehmen, wofern nicht etwa einer von diesen^ oder beide, verschwinden, 
was nur bei dem Verschwinden der Discrimiuante eintreten kann. Wir 
können also, wenn nur die Discriminante nicht verseil wind et, mithin 
immer, ao lauge die Coefficienten als ganz beliebig gedacht werden, der 
Function f die Form geben: 

(1) f=in[i-^ + tl-'rf- + (iln-'+t-']- 

Hier ist die Anzahl der Coefficienten von /' nur noch gleich ii-—'ä, 
um die Anzahl der Substitutionscoefficienten kleiner als die ursprüng- 
liclie Zahl der in f enthaltenen Coefficienten. 

Wenn man sich f in der Form (1) gegeben denkt, so sind die 
Coefficienten k, l . . . beliebig und von einander unübhängig. Zwischen 
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cliesea Ooeffioieuten kann daber auch im allgemeinen Falle keine Be- 
ziehung stattfinden. 

Bildet man nun eine Invariaiiite von f, einmal aus der ursprüng- 
lichen Form (J), einmal aus der transformirten Form (1) (J'), und 
ist r die Subatitntionsdeterminante, so hat man 

J- r»' . J', 
d. h. J ist eine ganze rationale Function von r, k, 1 . , . p. Mau liat 
also den Satz: 

Alle Jnvariantün einer Form m'™ Grades /'lassen 
sich als ganze rationale Functionen von n — 2 will- 
kürlichen Grössen darstellen, von deren eiuor nur 
immer eine Potenz als Nenner auftritt. 
Führt man die Veränderliehen | , ij in irgend eine andere Function 
(p derp'™ Ordnung ein, so behalt diese p + 1 willlrärliche Coefficienten, 
Daher gilt für simultane Invarianten der folgende Satz: 

Alle simultanen Invarianten eines Systems 

von Grundformen f, <p, ^... lassen sich als ganze 

Functionen von so viel willkürlichen Parametern. 

ausdrücken, als die Zahl der Coefficienten in diesen 

Formen beträgt, weniger 3. 

Es könnte nun die Frage entstehen, ob diese Parameter nicht 

bei soleben Darstellungen nur immer in einer geringeren Anzahl fester 

Verbindungen auftreten, so dass die Invarianten in der T hat nur von 

einer kleineren Anzahl von Parametern abhingen. Dass dies nicht so 

ist, sieht man aus folgender Betrachtung. 

Die Aufgabe, eine Form f in die Form (l) zu bringen, ist vöihg 
bestimmt mid auf n.n — l verschiedene Arten lösbar, indem man je 
zwei der linearen Pactoren von f zu Formen |, jj wählt; diese Arten 

gruppiren sich übrigens in - „ — - Paare, so dass die Lösungen eines 

Paarffl sich nur durch Vertauschung von | mit jj von einander unter- 
scheiden. Hat man die linearen Factoren, welche benutzt werden 
sollen, gewählt und bezeichnet sie durch p |, <rtj, so nimmt /■ zunächst 
die Form an: 

und man setzt noch 

(2) s'""'»=-J' f'"-'=r 

Man hat, um q und zu finden, eine «(w— 2)*^ Wurzel zu 
ziehen und demnach für jede der ■ -■ — ^ Losungen noch )i .n— 3 
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Unterfiille, welche aber in der That aicli auf nur n — 2 veducireo. 

Irgend ein Ooeffieient nämlicli der traiiaformirten Function f besteht 

ausser einem bekannten Theile aus ^''~' iS' , was nach (2) in 

9"-' 1 

a' ^"'~' a' Q^'~''" 

übergeht und also rational von p" abliängt; diese Grösse aber ist aus 
(2) durch die Gleichung (n-S)**" Grades gegeben: 

a 
Man könnte hiernach die Aufgabe, f in die Form (1) zu bringen, 
sich in der Weise behandelt denken, dass man die Grösse t = (i" sucht. 
Diese Grösse, welche im Ganzen w.« — l.n — 2 Werthe annehmen 
kann, ist durch eine Gleichung von diesem Grade gegeben, deren 
Coefficienten ganze homogene rationale Functionen der gegebenen 
Coefficienten von f sind. Aber da immer n — 2 Werthe von r sich 
der Gleichung (3J wegen nui' durch {n—2)^ Wurzeln der Einheit 
unterscheiden können, so dai-f diese Gleichung nur Potenzen vonr"— ^ 
enthalten, d. h. sie niuss die Form haben [p = n(n—l)]: 
(4) Ä iT"-^)''+A, (t'-O"-' + Ä, (T'-y-^ ... + A^= 0, 

in welcher die Ä ganze homogene Functionen der Coefficienten von 
f sind. 

Zu jedem Werthe von t gehört nur ein System der Grössen, x, 
k . . ., der Coefficienten von f in seiner transforrairten Gestalt; und 
zwar sind diese Grössen bis auf die oben durch ((, ... & bezeichneten 
Factoren, welche nur von der Wahl der ^, jj, also von t"~- abhängen, 
'gleich den Grössen 



hat also 

, 1 A('-'J 


■— + B, (."->)>— ... 


j 1 C,K~'! 


B 




c 



wo die B, C . . . wieder ganze homogene Functionen der Coefficienten 
von f sind, oder auch, indem man diese Gleichungen mit beKiiglich 
mit der (w — 3)*™, '0^ — 4)*™ etc. der ersten multiplieirt, und die Po- 
tenzen von 1 mittelst der Gleichung (4) reducirt: 
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Darstell 


migeii. — § 


79. 


.% = 


B'i 


(.— ') 


'-' + Ä 


(,.-.)„. 


.1 = 


:C' 


,('"-') 


i— + c; 


(r— 'jf 



(.5) 6" 

wo die B', C ähnliche Bedeutungen haben. 

Denken wir uns nun auf f eine lineare Transformation angewandt, 
so bleiben die linearen Functionen p|, ffij völlig ungeiüidei-t, also 
auch die Coefficienten a, h, aus denen p, G sich bestimmten, und 
endlieh, wegen der Gleichung (3), auch t"- ^. Durch eine lineare Trans- 
formation wird demnach keine der p Wurzeln der Gleichung (4) 
geändert, und die Quotienten 

A, A, . A„ 



welche rationale Functionen der Coefficienten von f sind, müssei 
diese Eigenschaft theilen. 

Ferner haben die links in den Gleichungen (5) auf(,retendei 
Grossen 



die Eigenschaft, sich durch a, .. .b und die («~2)"^ Potenz von t 
auszudrücken, also durch eine lineare Transformation von f ebenfalls 
nicht geändert zu werden. Denken wir uns nun, durch eine lineare 
Transformation von f gingen B' , B\ . . . in B', B\ . . . über, ebenso 
C , C\... in V, T\ u. s. w. Man hätte dann beispielsweise aus der 
Rvsten Gleichung (5) 

Diese Gleiclmng niuss für die ji Werthe von t""' bestehen, welche 
der Gleichung (4) genügen, und da diese im Allgemeinen sämmtlicb 
verschieden sind, so würde man die p Gleichungen, welche so ent- 
stehen, als p von einander unabhängige homogene und lineare 
Gleichungen mit den Unbekannten 

W B" }i' B' ' " ■ ■ ~ß' B' 

ansehen können und daraus schliessen, dass diese Unbekannten sämmt- 
lich verschwinden müssen, weil die Determinante des f 
Differenzenproduet der t"— ', nicht verschwindet. Man hat £ 

B "" B'"' B'^ B" ■■' 



und ebenso: 



c'~"r' 6" r" 
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d. li. aueli die Quotienten 

jr- jb"-' c" c" ■"' ^" ^'^•' 

worden darcli lineare TransfoKnation nicht geändert. 

Nun wird im nächsten Paragraphen der folgende Satz iiacli- 
gewiesen werden, welcher zugleich die Invarianten in einem neuen 
Lichte erscheinen Issat: 

Jeder Quotient zweier Functionen P, Q der 
Ooeffieienten simultaner Formen f, (p,iji..., wel- 
cher sich durch iiueare Transformation der Formen 
nicht ändert und dessen Zähler und Nenner homogen 
für jede der Coefficientenreihen sind, ist der Quo- 
tient zweier Invarianten. 
Aus den Gleichungen (5) folgt, indem wir diesen Satz als bewiesen 
■voraussetzen, dass x, X... irrationale Punetionen der Invarianten von 
/■sind. Da nun x, l... dem Obigen zufolge ein System von n — 3 
ganz willkürlichen Grossen bilden, so können auch die Invarianten 

_ßö j.y..; g,, ^,...,u.s.w. 

niclit von weniger als ra — 3 Parametern abhangen. 

Was nun die Grössen jy, B^'..., C, C{ . . . selbst artbetrifFfc, so 
dürfen wir immer voraussetzen, dass wenigstens je einer der Quotienten 

in Zilhicr und Nenner keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzt. Da- 
her sind nach dem angeführten Hilfssatze 1^, C . . . Invarianten, und 
also auch alle J^i, C,-. . . Diese Grossen selbst hängen, ausser von den 
ersterwähnten w — 3 Parametern, noch von der Determinante der 
I, »j ab, von welcher sie eine Potenz als Factor enthalten. Von dieser 

Determinante hängen die Quotienten -^^, Y"'" ^^^^ ab; denn durch 

lineare Transformation kann man der Determinante jeden beliebigen 
Werth geben, während jene Grössen sich nicht ändern. Diese Deter- 
minante ist also ein (n— 2)*"' Parameter und die Invarianten I^i, (Ti. .. 
hängen also von w— 2 Parametern ab, was zu beweisen war. 

Ich will an den obigen Satz, unter der Voraussetzung, dass auch 
der Hilfssatz nachgewiesen sei, einige Bemerkungen knüpfen. 

Da alle Invarianten eines simultanen Systems nur von /c — 3 Para- 
metern abhilngen, wenn fe die Anzahl aller Ooeffieienten beträgt, so 
muss zwischen je Ä — 2 Invarianten immer eine Relation 
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stattfinden. Man erhält also alle Beziehungen, welche zwischen 
den Invarianten eines Systems stattfindeil, deren Zahl etwa i sein mag, 
wenn man * — Ä + 3 Beziehungen zwischen ä; — 3 fest gewählten und 
je einer der (ibvigen ableitet. Diese Beziehungen werden im Allge- 
meinen nicht so beschaffen sein, dass man etwa alle Übrigen Inyarianten 
durch ft-~3 rational ausdrücken konnte; ja es wird im Allgemeinen 
kein System von k — 3 Invarianten existiren , welches dieser Forderung 
Genüge leistet. 

Da nach § 4. Covarianten immer als Invarianten aufgefasst werden 
können, bei deren Bildung das System der Grandformen nur um eine 
lineare Form , das System der Coefflcienten also um zwei vermehrt ist, 
so folgt daraus, dass alle Covarianten und Invarianten eines simultanen 
Systems immer als Ausdrücke mit k— l Parametern angesehen werden 
dürfen und dass also zwischen je k Covarianten, bez. In- 
varianten eine ßelation existirt. Ist h die Gesammtzahl aller 
Covarianten und Invarianten des Systems, so giebt es also h — k-i-1 
von einander unabhängige Relationen, welche etwa wieder zwischen 
h—1 fest gewählten und je einer anderen Form bestehen können. 

Wenn man die Veränderlichen |, ij einfülirt und nun die Co- 
varianten mid Invariimten bildet, so kommt man in der That auf 
Functionen von h — 1 Parajnetern; zu den k—'-i bei Invarianten 
auftretenden kommen noch § und ^ hinzu. 

Bezüglich des ganzen Systems der Invarianten und Covarianten 
wird nun weiterhin der Satz nachgewiesen werden: 

Man kann immer &— 1 Covarianten und Invarian- 
ten so wühlen, dass durch sie jede andere Covariante 
oder Invariante sieh rational ausdrückt, wobei 
immer nur eine Potenz von einerjener Ä!— IFormen 
den Nenner bildet. 

Dieses System von Ä — 1 Formen la,sst sich einfach angeben. 



g SO. Partielle Differeiilialglcicluing'cu, deuen die Oovariauteu niid 
Invarianten eines simultatien Systems genügen. 

Der Zweck, den wir bei dem Folgenden im Auge haben, besteht 
in dem Beweise des im vorigen Paragraphen angeführten Hilfssatzes, 
Aber hei der Führung dieses Beweises werden sich einige an und für 
sich interessante Momente ergeben. 

Bezeichnen wir durch P und Q zwei ganze rationale Functionen 
der Coefficienten simulümer Formen f, cp, ^&..,, homogen für jede 
der Coefficientenreihen. Dieselben Functionen, aus den Coefflcienten 

Clebscli, Theorie der binätow algebr, Fucmra. 20 
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der linear transformirten Functionen gebildet, seien P', Q\ Nehmen 
■wir an, es sei für jede lineare Transformation mit nielit verschwin- 
dender Üeterminante 



und zwar mögen P nnd Q 
Es folgt dann 



und da die transformirten Coefficienten lineare Functionen der ursprüng- 
lichen sind, so stimmen die Dimensionen yon F und P' oder von Q 
und ^ in Bezug auf die Coeifieienten der gegebenen Formen f, qi,i(! . .. 
überein; m kann daher nur noch eine ganze Function der Transfor- 
mationscoefflcienten sein. 

Wir werden nun folgenden Satz beweisen: 

Wenn eine ganze rationale Function P der Coef- 
ficienten von /", 91, i/i..., welche für jede dieser 
Coefficientenreihen homogen ist, die Eigenschaft 
hat, dass die für die linear transformirten Fun- 
ctionen gebildete Function P' sich von P nur durch 
einen von den Transformationscoeffieienten ab- 
hängigen Factor unterscheidet, so ist dieser Factor 
eine Potenz der Transformationsdeterminaute und 
P eine Invariante. 

Bezeichnen wir die Coefficienten der verschiedenen gegebeu^n 
Formen f, tp, ^ . . ■ beziehungsweise durch 

K h, f>,... 

Cfl, Ci, . Cj .. . 

die Coefficienten der transformirten Formen durch beigesetzte obere 
Striche. Ist n die Ordnung von f, und sind 

die Transformatiousformeln, so ist 

(2) f^a„x,'- + j a, x,-^ x, . . . = a.i" + ^ a\i.'-'v+..., 

und die a'i daher linear in den«,-, von der ra'™ Ordnung in den k; 
ähnlich sind die ■ doppelten Darstellungen von q>, ip . . . 
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Als unabhängige Veräiirlerliclie IcÜnnen. wir hierbei die folgenden 
Grössen auffassen: 

1. Die urspriiöghchen Coefficienten der Formen f, (p,i!^..., 
deren Gesammtzahl k sein mag. 

2. Die neuen Veränderlichen |, rj. 

3. Die Substitutionscoeffieienten k, ß. 

Die neuen Coefficienten und die ursprünglichen Veränderlichen 
erscheinen als Functionen dieser Grössen. Aber es ist charakteristisch, 
dass die ^ + 6Gr6ssen a,, h..., g, tj, Kt, j5, nur in Z; + 2 Functionen 
a',, 6'i . . , 3Si auftreten. Ich werde nun ein System von Differentialen 
angeben, -welches man den unabhängigen Veränderlichen beilegen 
kann und für welches die Differentiale von x^, x^ verschwinden, 
während die Differentiale der h Functionen «',-, Vi.. . sechs einfache 
Werthe'iy&tGme annehmen. Setzen wir, indem wir durch dt irgend 
eine unendlich kleine Grösse bezeichnen: 

ä «, = (pK,+äft) dt dß, = (ra,+sß,) d t 
^^' da,=.:{pa^ + qß,)dt d ß^^ (ra^ + sß,) dt, 

so wird ans (1): 

dx, = ci^[d^ + (pl+rii)dt] + ß,\dri + {qi+sri)dt-] 
dx, = f^,m + {p^+rfi)dt]+ß,[dv+(3i + syi)<i^]- 
Daher hat man 

dx, = 0, dx^==0, 

wenn man dS,, dij ans den Gleichungen bestimmt: 
d^ = -{p^+rfi)dt 
dti-=-{qi,+sii)dt. 



(4) 



In diesen Formeln sind p, q, r, s noch ganz willkürliche Grössen. 

Sehen wir nun, welche Werthe die Diiferentiale der a'i, h'i . . . 
annehmen; wobei es hinreicht, eine der Formen, etwa f, zu betrachten. 

Wenn wir die Gleichung (2) differenziren und statt der Diffe- 
rentiale die oben angegebenen besonderen Werthe setzen, so erhal- 
ten wir: 

0==^d-i + ^dri + ^''äa; + ji''~'v<^'a\... 
■ =S"'^t['i)+-YS"~' ^ f^w'i - ■ ■ 

Setzen wir nun die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von 
£,, ij einzeln gleich Null, so finden wir für die Differentiale der a 
Iblgende Ausdrücke: 

20* 
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äa\ 


, = [".l)o'. 


+)..gfi-,l,/( 


jda' 


,=[».'ipip„; +,.,„•. 


, il-l , 
+ ..-J-S», 


•^i.„. 




»U»-«^^- 
...-..,]., 


oder aaeh: 







da\ = {n-\)(,pa\-\-qa,)+ irn\, +sa.\) 
(5) (1 a', = (n-2) Ci^»',+gO + 2 (ra', +sfi',) 



(^ a„ = m (rc''„_i + s o;'„). 

Differeiiziren wir nun die Relation 

P' = «* P, 

in welcher P' dieselbG Function der a'i ist, wie Pvon den «;, und m 

eine Function der a, ß allein; an Stelle der Differentiale setzen wir 

die einfachen Ausdrücke (3), (5), Dabei bleibt P constant; dm wird 

"+(".-M«s+(".+»ft)l^]*- 

Man erhalt also, mit Beseitigung des Factors dl die Gleichung; 



In der rechten Seite dieser Gleichung bezieht sich die Summe 2J 
auf die verschiedenen Coefficienteu einer Function; die Summe S 
dagegen auf die verschiedenen Functionen f, ip, ip . . ., so dass die 
verschiedenen Glieder dieser Summe sich ergeben, wenn man in dem 
ausgeschriebenen Gliede statt der a die I), c..., und statt der Ord- 
nung n von f die Ordnungen von g), ip .. . setzt. 
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Dio Gloicbimg (6) reprUsentirt vier verschiedene Gfleielmugen, 
welciie man erliälfc, indem man die Coefficieiiten von p, q, r^ti einzeln 
gleich Null setzt; nämlich die Gleichuiigeii : 

_/ am, 8i»\ Ql ,dF' ,> , äi" , . dj'' \ 

/ SlB , 8i»\ Q/ , SP' , ., . SP' , . SP' \ 

n/„ Sm , , Sm\ 0/ , 9P' , o , SP' , , SP' \ 

Die Snbstitutionseoefficieüteii kommen liier esplicite nur iii den 

eiü geklamm erteil Factoren der liiikea Seite vor. Geht man von der 

aUgemeinen linearen Substitution zu derjenigen über, für welche 

a;, = I , x^=^7j, also überhaupt a'i = «,-, })'i=-hi .. ., wird , so hat man mir 

K^=], ß,=0, ßi=0, ß^^\ 

KU setzen. Die eiiigeklaumierten Factoren links gehen in gewisse 
numerische Wertlie 

(dm\ (dm\ (dm\ (dm\ 

Is^)^"' W^^' WJ^^' W = 
über, welche weiterhin bestimmt werden sollen; und indem noch P' 
eich auf P reducirt, erhält man das folgende System partieller 
Differentialgleichungen, w eiche m jede durch dieGleichung 
P' = )mP definirte Function der Coefficienten von f, ip, i/r... 
genügen muss: 

.8(„«4^,(.-i,..?|......_.^) 

(8) D Q/ SP, o SP , SP\ 

''-P=0( ».s-,+ 2»,-. ..+„». ^ 

Es ist eine besondere Eigenschaft dieser vier Gleichungen, <Iass 
sie gemeinsame Lösungen gestatten, deren Existenz wir aus der 
Existenz der Invarianten kennen. Aber sie gestatten dieselben nur 
für besondere Werthe von a, ß, y, d, wie wir jetzt zeigen werden. 

Bezeichnen wir durch "J (P) und V (P) irgend zwei hneare Com- 
binationen der Differentialoperationen , welche auf der rechten Seite 
dieser Gleichungen stehen; es sei also 



kP- 
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<i'(P)=8('^'»||+^''||^+^''||---), 

A/, = (n — h){p GA+q ah+\) + h{r aA-i+ sah) 

und ähnlich B*, I^a , G/i, C'a. . ., den Functionen 9, ^ . . . entsprechend, 
während p, q, r, s, p', <f, r', s' ganz beliebige Grössen bezeichnen 
sollen. 

Die Operationen * und Y haben die Eigenschaft, 
dass 

(10) *[V(P)1-H'[(I3(P)] = X(P) " 

wieder ein Ausdruck der Form <i>{F) oder W {F) ist, 
dass also, wenn man beide Operationen nach einan- 
der anwendet, aber in entgegengesetzter Keihen- 
folge, die Differenz der entstehenden Ausdrücke 
eich aus den rechten Theilen der Gleichungen (8) 
wieder linear zusammensetzt. 

Man beweist diesen Satz bequem in folgender Weise. Bei der 
Bildung der Gleichung (10) entstehen zwei Arten von Termen; die 
einen enthalten erste, die andern zweite Differentialquofcienten. Die 
Glieder der letzten Art heben sich gegen einander auf, indem in der 
Differenz sich immer zwei Terme der Form 

Äk Sk 5 — 5 Bi, A,, - — TT— 

8a/, Beil.. Bat ca/, 

zu Null vereinigen. Die linke Seite des Ausdrucks (10) hat also zu- 
nächst wirklich die Eigenschaft, nur erste Differentialquotienteii von 
P zu enthalten; es bleiben dabei diejenigen Glieder von [V (P)] und 
H* [dtP)] stehen, welche von der Differentiation der Coefficienien A;A... 
herrühren, so dass 

''('>=8||^i:*(^'.)-f(Afl+J|[*w,)-'i'CA)]+..-j. 

Da mm die A/, nur von den u/,, nicht aber von den Coefficienien 
der übrigen Functionen abhängen, so ergeben bei der Bildung von 
<i> {A! u) — "^ {Ä/,) auch nur diejenigen Theile der Operationen 0, V 
etwas von Null Verschiedenes, bei welchen nach den a/, differenzirt 
wird. Es ist also 

A' l^-A' "^'' 
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und demnach: 



'A; ^ 



JSa/. ' 



Um diesen Äusdruek nun in übersichtlicher Form darzustellen, 
bemerke man Folgendes. 

Die unter dem Summen zeichen der rechten Theile der Gleichungen 
(8) befindlichen AnsdrHeke gehen, wenn man 
^_F i^ d_P 
da^' da\' da^'" 
durch 

n , n .n ~-\ , „ 

ersetzt, in diu Ausdrücke 

df df df df 

^^9y/ ^^9^' ^*8j/x.' ^'0y/ 
in welchen /immer mit den Argumenten j/j , y^ geschrieben gedacht wird. 
Betrachtet man also dio Gleichungen 



dF n , 



als symbüliache Gleichungen, welche die w*"" Dimensionen der y sym- 
bolisch definiren, so nehmen die Gleichungen (8) die symbolische 
Form an; 



Sf 

f -^ — n yj ~~ 
(13) 






Die unter den Summenzeichen der Gleichungen (9) enthaltenen 
Ausdrücke erhält man, wenn man die in (8) oder (13) enthaltenen 
Ausdrücke mit j), g, y, s, bez. })' , q , r' , s' multipliciri und addirt; 
es ist also symbolisch: 
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(14) 



^^' !£=(".+•■ 'j||+'".+»ä'-''li 



Da hierbei nur die Differentialquotienten von P, uicht aber die 
Coefficienten ai, symbolisch verändert sind, so kaiiD man diese Aus- 
drücke irr die Gleichung (11) einführen und daher sj'mbolisch setzen: 

(15) X (P) 

Die beiden hier vorkommenden Summen 

df df 

8 cik d au 

haben sehr einfach anzugebende Werthe. Denn die Gleichungen (12), 
welche symbolisch in Bezug auf irgend eine Function Psind, werden 
wirkliche, wenn man P durch f ersetat; jene beiden Summen sind 
also wirklich gleich den Ausdrücken (14), und die Gleichung (15) 
verwandelt sich demnach in folgende; 

X (P) = S (/ft + .■■!/,) j|; { (1> S, + <-,,] j/- + (g !/, + s y,] |t j 

+ ^{iVi + ''y,)y7T\[P <Ji + <"J,)~~- + (t <Ji + S9>)-Jr\ 

Bei der Ausrechnung dieser Ausdrücke sieht man aogleieh, dass 
die mit zweiten Differential rjuofcienten von f behafteten Glieder sich 
aufheben, und es bleibt daher übrig: 
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X (P) = ())/- ni) S !/, °l + {qil~sf) g », ^ 

' ' n ?.f ci 8f 

Diose Formel bewuist, lUas wirküüli, wie oben buliaupiet, der Aus- 
druck 

(17) X (P) = * [V (P)] -VC* (P)] 

eich aus den rechten Theilen der Gleichungen (8) aus aiinueii setzt, da 
die Ausdrücke rechts in (13j, welche jene symbolisch vertreten, hier 
(lireet vorkommen. 

In Folge der Gleichungen (8) ist aber ferner: 

M'(P) = («i>' + /53' + y/+d5')P, 
daher 

*[V(P)]-Y[*(P}1 
^(ccp-J^ (i^^yr- ^6s)'^{P)~yap + ßq + yr + äs)^ {F)=i.). 

Mit Hilfe der Gleichungen (8) verschwindet also der 
A 11 s druck 

* [¥ (P)] - ¥ [* (P)l 

identisch; es ist also auch für jede Function P 
X (P) = 

oder wenn man in (16) für die Summen ihre Wcrthe aus (13) setat, 
und den Factor P anslUsst: 

(18) = ircf-qr') {a-S) + [{pr'- rp) + (rs'-6'r')| y 

+ [i^p'-l^Q) + (sq- qs")] ß. 

Diese Gleichung muss für alle Werthe von p, q, r, s iind p, i(, 
r, s' bestehen; daher ist nothwendig 

(19) u=^S, ß=^0, y = (\ 

Die erste dieser Gleichungen findet man, wenn man p, p' und 
s, s' gleich Null setzt, die zweite, wenn man r, r', und die dritte, 
wenn man g, g' vei'schwinden lässt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (19) verwandeln sich nun die Gleich- 
ungen 1^8) in folgende; 
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Siebenter Absolmitt, 

a{ dP 

*-' \ "ca. 



dP , ^ dP , dP ' 



8( -H 



8P, „ ?P , 0P \ „ 



Aueii die Bedeutung der Grösse a ist aus diesen Gleichungen 
leicht zu erkennen. Äddirt mau die erste und die letzte, so findet 
lUiiu : 

„ p n / e P , dP^ ^ dP\ 

Ist also P vom Grade (/^, g.^ . . . beziehungsweise in den Coel- 
ficieuten von f, rp, i>..., und sind %, n.^... die Ordnungen dieser 
Functionen, so verwajidelt sich dies in: 

'2uP=n,o,P + ^h9.P+---, 
oder man hat: 

« = i(«i)/i + «. ■/. + -■■), 
so dass ff mit der in § 15, mit A J)Ozeichneten Ziilil (l'ür Invariauteu) 
fibereinstimmt. 

Mit Hilfe der Gleicliuugeu (20) ist es nun leicht, zu zeigen, dass 
jede Function P eine Invariante ist, und dass in der Gleichung 
P'=mP immer m eine Potenz der Traustbrmationsdeterminante 
bedeutet. 

Da die Gleichungen (20) eine bestimmte Wahl der Veränderlichen 
nicht voraussetzen, so bestehen sie auch nach jeder linearen Trans- 
formation, d. h. sie hören nicht auf zu bestehen, wenn man P, «; 
durch P'j a'i ersetzt. Gehen wir also auf die Gleichungen (7) zurück, 
so können wir für ihre rechten Theile die Ausdrucke 
ccP' = amP, 0, 0, ap-^-cmP 
setzen; und indem wir den Factor P auslassen, haben wir numnehr 
folgende Differentialgleichungen für m: 



dm 


+ «, 


dm 


= .,» 


dm 
8», 


+ A 


, — .= 


= 


8ft 


+ «i 


'8S° 


= 


^ 


+ ft 


dm 

'5S° 


=.».. 
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Bezeiclioüii wir, wie sonst, durch r die SubstÜMtionsdeteriiiinante 

so erhalten wir aus den obigen (iloichungeii die Werthe der Differoii- 
tialquotienten von logm: 

dlogm_a dr dlogm _ a dr 

da, ^7 J^, Sa^ " r dcc^ 

dlogm ^a dr d log in __ _k 8r 

-fß^-Jdß, ~sß;~~r dß,' 

d all er ist 

d log m— u d loij r, m = c . r". 

Die Gleicliung für P geht also in 

über. Aber für die identische Substitution «j=l, f(g = 0, ß^=^0, 
j3<;=l, ist JP^F', }■— 1, also auch c— 1, und demnach 

P' = /" . F, 
daher P eine Invariante, was zu beweisen war. 

Hiermit ist denn auch zugleich der in | 79. ausgesprochene Hilfs- 
satz bewiesen. Denn demselben zufolge sollte eine rationale Function 

der Coefficienten -yr > welche durch lineare Transformation sich nicht 

ändert, der Quotient zweier Invarianten sein. Es wurde aber im 
Anfange dieses Paragraphen gezeigt, dass dann P, Q bei linearer 
Transformation eich nnr um einen von den Coefficienten der Formen 
unabhängigen Factor ändern können, und soeben sah man, dass dieser 
Factor nur eine Potenz der Transformationsdeterminante sein kann. 
Jener Hilfssatz ist also bewiesen. 

Den in § 79. ausgesprochenen Sätzen ist jetzt noch der folgende 
hinzuzufügen : 

Jede Invariante simultaner Formen f, <p, t ■ ■ ■ 
genügt den vier partiellen Differentialgleich- 
ungen (20)«.- 

Es ist schon wiederholt erwähnt, dass die Covarianten unter 
simultaaien Invarianten mit einbegrifEen sind. Will man indessen die 
Gleichungen (20) für Covarianten so aufstellen, dass die der Differen- 
tiation nach den Veränderlichen entsprechenden GHeder abgesondert 
erscheinen, so biaucht man nur, wenn r,, x^; x',, x'„ etc. die in der 



■f Diesp paitiPllen Ditttiential^lcichimg n g ili Cayley in Crelle's Journal 
Bd. 47 Sie bilden den Aaiging^punkt fui Aionhold's Begi-ündimg der Invar 
riantentbeone (Boichaidt e Journal, Bd 62) Siehe auci die Abhandlungen des 
Vei'f. 311 borohardt s Journal, Bd 59, ':- 1 und Bd. 65, S. 3D7. 
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Covariante auftretenden Reihen von Veränderlichen sind, aus Jeu. 
Summen links Glieder auszusondern, welche hnearen Formen mit den 
Coei'fieienten x^, — a;i; x'^, —af^ etc. bntsprechen. Für solche Glieder 
ist w= 1, und «Q, a^ sind durch x^, —x^ etc. zu ei^etzen. Es treten 
also aus den vier Summen (20) folgende Glieder heraus, in denen die 
Summenzeicheu sich auf die verschiedenen Reihen von Veränderlichen 
beziehen ; 

. oder auch, iveini m, m' . . . die Ordnungen der Covariiinte P in den 
X, yS ... bezeichnen; 

Setzt man ausserdem in (20) Z ?w + « an Stelle von a, so erhält 
man für eine Covariaute P die folgenden Differentialgleichungen: 

8(»».||+(«-)«.||-.) ^8«.||-^ 
8(»».||h-(»-»<...) -8<=° 

8( «.f|+ ->||.-) -8^. 



Fi;-» 



Die Bedeutung der hier durch a bezeichneten Zahl ergiebt sich 
wieder, wenn man die erste und letzte Gleichung addirt, und es findet 
sieh mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungen: 

abermals Übereinstimmend mit der Zahl A des § lö. 

Ich erwähne noch eines Satzes, welcher als eine Art veränderten 
Ausdrucks für die Differentialgleichungen (20) aufgefasst werden kann, 
sobald dieselbe sich nur auf eine Form beziehen. Bilden wir aus einer 
Invariante P einer Form f die Covariante 

(21) Q = —-x^''-—-x^''-^x^ + —-X.J—^x^^ + -.... 

Dass dies eine Covariante ist, folgt aus § 3,, denn P ist nach 
den Ooefficionten von f differenzirt , und die DilTerentialquotieuten 
sind mit den üoefficienten der Form gleich hoher Ordnung 

(die s als die Veränderlichen angesehen) multiplicirt worden. Ver- 
möge der symbolischen Bezeichnung (12) geht Q in die Form 
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aber, und schiebt mfm dies (w— l)mal über f^^a^", so erhält man 

Inzwischen nehmen die Gleichungen (20) nach (13) die sym- 
bolische Form an: 

"'ifir"^' "'^r"' "'^r"- "•li.-''^- 

so dass man identisch erhält: 

iJ=0. 
Man kann also folgenden Satz aussprechen*: 

Bildet man aus einer Invariante P einer Form 
n*^' Ordnung die Oovariante 



SP 



+ 3^'^"-''^^' + - 



so ist die {«^1)'= U eberschiebung dieser Covnriante 
mit f identisch Null. 
Die W*" Ueberscliiehung würde 
dP 3_P 

3 «/"■'■^ «/'■'■■■"' 
also P multiplicirt mit einer Zahl geben. 



§ 81. Typische Darstellung und associirte Formen. 

Nach dem Vorigen ik'jnD man alle Invarianten eines simultanen 
Systems mit S Ooefficieuten durch l — 'd Parameter ausdrucken. Man 
kann also auch alle luvinauten als Functionen von solchen k—3 In- 
varianten auffassen, zwisfLen denen selbst keine Relation besteht. 
Aber diese Functionen smd im Allgemeinen irrational. 

Ebenso kann man alle Covarianten durch k—1 Parameter dar- 
stellen; man kann sich also alle Covarianten als Functionen von zwei 
Covarianten und Ä — 3 Invarianten, oder allgemeiner als Functionen 
von Ä— 1 Covarianten denken. Auch diese Functionen sind im All- 
gemeinen irrational. 

Setzen wir die Bedingung der Rationalität voran, so können wir 
die Aufgabe stellen: 



* Ich verdaute 



t MitÜieiluiig des Um. Gordsiu. 
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Alle Covariautüti uüil luYariiinten eines simul- 
tanen Systems sollen durch /c + yl— 1 Covariaiiten 
bez. Invarianten rational ausgedrückt werden, wäh- 
rend zwischen den letztern l Relationen bestehen. 
Diese Aufgabe wird auf unendlich mannigfaltige Wei.se gelöst 
durch die Theorie der associirten Formen.'- 

Betrachten mr irgend zwei Covarianten der simultanen Formen 
f, (p, ^..-, welche zwei Reihen von VerEhid er liehen enthalten, und 
zwar «/,, j/2 linear, x^, x^ zu beliebig hoher Ordnung, Diese Cova- 
rianten %, ij sind nach § 8. immer zusammengesetzt aus der ersten 
Polare einer Covariante mit einer Reihe von Veränderlichen, und aus 
der identischen Covariante (icj/), haben also die Form 

wo M und K Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen sind 
und (i die Ordnung von M bedeutet. Die Ausdrücke 

sind, weün wir auf die Veränderlichkeit von a;^, x^ für den Augen- 
blick keine Rücksicht nehmen, neue Veränderliche, welche wir mit 
Hilfe der Substitution (1) an Stelle von if^ und y^ einführen können. 
Wir erhalten dadurch die Formen f, tp, ij) ..., wenn dieselben mit 
den Veränderlichen y geschrieben werden, transformirt in Functionen 
der 5, 71, deren Coefficienten von a;,, x^^ abhängen. Betrachten wir 
irgend eine dieser Formen, etwa f, genauer, und fähren die Trans- 
formation an derselben aus. Man hat 

'•,-«'!) = (<"i)S-(ol)l- 
Ist also symbolisch 

30 ist die transformirte Form von f durch die Gleichung gegeben; 

(N)''.m = i(fl'!)i-(«s)^i" 



(2) 



1.2' 

Wir nennen diese Darstellung von /' eine ty- 
pische**, insofern darin die Veränderlichen sowohl 
als die Coefficienten Covarianten sind. 



* Diesen Begriff stellte (in etwas Bpeoiellerer 
Cambr. and Dublin, math. Journal 1854 xind Ctelle's Journal Bd. 52. Vgl. 
auch Brioschi, Annali di raatem, tom. I., S. 296. 

** Auch dieser Begriff i-ührt von Hermite lier (vgl. die La der vorigen An- 
merkung oitirten Abhandlungen). Doch wandte derselbe ihn hauptaüolilioli in 
einer etwas andern Foim an, indem er die linearen Factoren einer qnadratiechen 
Covariante, also iiTationale Fomien, als typische Teränderliche einführte. 
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Das letztere ist leicht einzusehen. In dem Ausdrucke {2j I 
men n-\-2 Coeffieienten vor, die Grössen : 

A = («*?}" 



(3) 



Ä.=, (ai,-. 

Nun verhalten sich iu Bezug auf lineare Transformationen tlie 
Coeffieienten li, Igj Vii % ^^ Coeffieienten linearer Formen. Geht 
z. B. bei linearer Transformation | in ^' = r^.| über, und sind 

die Transformationsformeln I so -hat man 
also 

Dies sind dieselben Transformationsformeln , welche für lineare 
Formen mit coiistanten Coeffieienten oder für die Symbole a gelten, 
nur dass noch der Factor r^ hinzutritt. Hierdurch Übersieht maili so- 
fort, dass die Ausdrücke (3) die Invarianteneigenschaft besitzen. 

Den Gleichungen (2), (3) entsprechend, erhalten wir andere, 
welche sich auf cp, ^... beziehen. Dabei bleibt D ungeändert; an 
Stelle der A aber treten andere CoTarianten B, G . . . . Die Anzahl 
aller A, B, G . . . ist gleich der Anzahl h sämmtlicher in /", 9, ^ . . . 
vorkommenden Coeffieienten. 

Setzt man, wie oben als die allgemeine Annahme bezeichnet 
wurde : 

wo K, L, M, N Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen, 
fi, V die Ordnungen von M, N sind, so wird, wenn man die y durch 
die X ersetzt: 

ii x, + ^^x^-=3I 

uud man kann folgenden Satz aussprechen: 
Die k + 2 Formen 

D, vl„ ^, ..., B„ B^..., M, N 
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sind aseociirte Formen, d. h. soleho, durch welche 
alle Invarianteil und Covarianten des simultanen 
Systems f, cp, il> . . . sich rational ausdrücken lassen. 
Bildet man nämlich irgend eine Invariante oder Oovariante der 
Form f{^'), so erhält man im Falle einer Invariante dieselbe direct 
ausgedrückt durch D und die A, B , . .-^ im Falle einer Covariante kom- 
men in der Bildung auch noch |, ^ vor. Da ferner die Transforma- 
tionsdeterminante beim Uebergange von den ursprünglichen Veränder- 
lichen zu l, 71 ebenfalls 2> ist, so wird, wenn man die ursprünglichen 
Coeffieienten durch a, b... bezeichnet, die Invarianteneigenschaft 
ausgedrückt durch eine Gleichung der Form: 

D^.TT(a„, «1 . ..; \, b^ . . .; .. - ; ?/i, J/J 

wo nur, wenn TT eine Invariante ist, links y^, i/^, rechts |, jj fehlen. 
Es wird also 

1, jede Invariante von f eine rationale Function der Ä, B . . . 
und von B, und zwar ist der Nenner eine Potenz von 2) 
allein ; 

2. jede Covariante, geschrieben mit den Veränderlichen y^, y^, 
eine rationale Function der A, B... und von D, |, i/, und 
zwar ist der Nenner eine Potenz von B allein. 

Setzt man aber x^, x^ an Stgile von i/^, y^, so verwandelt sich 
die obige Gleichung in folgende: 

i)^ . TT («0, «1 . - ■ ; hj ^1 ■■ -i ■ ■ ■ ; ^i 1 ^a) 

= U(A„, -A,...; B^,-B^...; ...■,M,N), 

und man erhält also jede Covariante, geschrieben mit den x, als 
rationale Function der Ä, B . . . und von D, M, N, und zwar ist 
der Nenner wieder nur eine Potenz von D. 

Hiermit ist nicht nur der obige Satz bewiesen, sondern auch zu- 
gleich die Form gegeben, in welcher die Covariante TT flurch die 
assoeiirten Foi'men sich ausdrückt. Man erhält den Ausdruck 
einer Covariante (bez. Invariante) durch die assoeiirten 
Formen, wenn man in denselben die Coefficienten durch 
die A, B .. ., die Veränderlichen durch M, iV" ersetzt und 
durch die passende Potenz von B dividirt. 

Et handelt sich also zunächst nur noch um die Auffindung der 
viel Kelationen, welche zwischen den h-\~Z assoeiirten Formen be- 
stehen müssen. Man findet dieselben, indem man die Covarianten | 
und Y\ iür die transformirten Formen bildet, wo denn den Veränder- 
lichen l^, r^ die Ausdrücke M, N, den Veränderlichen y^, y^ die 
Ausdrücke l, ij entsprechen. Vergleichen wir die ursprünglichen 
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Bildungc]! ¥on |, ij mit den aus der Form (2) von / gewonnen en, 
Ko erliiilteü wir GleiehnngeQ von der Foim: 

wo P, Q, R, S ganze Functionen der A, B . . . sind. Aus Vor- 
gleicliung der Ooefficienteu folgen hieraus die vier gesuchten Re- 
lationen : 

(4) F=B\ Q = 0, li-rO, S^D". 

Man kann sich leicht überzeugen, dasa diese Gleichungen vier 
von einander unabhängige Bestimmungen enthalten. Denn in Folge 
derselben sind §, tj wirklich diejeuigen Covarianten, als welche wir 
sie vorausgesetzt haben; wenn man also die U, A, B... zunächst 
als ganz beliebig voraussetzt, und nur die Gleichungen (4) zwiecheu 
ihnen annimmt, so müssen die Gleichungen (2) und die entsprechen- 
den wirklieh die gesuchten typischen Darstellungen geben, weil 
mit denselben Covarianten |, ij überhaupt nur eine Darstellung mög- 
lich ist. Es folgt daraus, daes auch die A, B etc. nur in Folge der 
lieiationen (4) schon die symbolischen Ausdrücke (3) annehmen 
müssen, und dass also weitere Relationen nicht vorhanden sein- kön- 
nen. Die Gleichungen (4) bilden also die einzigen vorhandenen 
Relationen, und da es solcher vier geben muss, so müssen jene 
vier Gleichungen nothwendig von einander unabhängig sein. 

§ 82. EIiifa«1istes System a^socürter Formen. 

Während die Gleichungen (4), welche zwischen den associir- 
ten Formen bestehen, im Allgemeinen verwickelter Natur sind, so 
kommt es doch vor, dass zwischen den associirten Formen einige in 
die Augen fallende Beziehungen von vornherein ersichtlich sind, und 
diese können dann die Relationen (4) des vorigen Paragraphen zum 
Theil oder gänzlich ersetzen. 

Eine besondere Beachtung verdient ein Fall — der einzige seiner 
Art — , in welchem eine Reduction der Bedingungsgleichungen (4) 
in sehr einfacher Weise eintritt, der Fall nämlich, wo eine der Co- 
varianten §, 11, etwa t}, von den Coefiicienten gar nicht abhängt, son- 
dern sich auf die identische Covariante {xy) reducirt. Ist 

so wird 

(2) 7) = (|,) = S,a:, + fe»^, = Jf, 

und dio Coeffieienteii A haben die Wertlie (wie iihnlicii auch die 
B II. s. IV.): 

01,l,.,l,,Tl™,™J„M..,„,l„.b,, F»„.... 21 



y Google 



(3) 



Siebenter Abschnitt. 



Fßrner ist N identisch gleich Null. Die Gleichnngeii N=0, 
D = M ei-setzeu zwei der vier Gleichungen (4) des vorigen Para- 
graphen. In iJieaem Falle hängt also alles von den k + l Grössen 
A, B . . ., M ab, unter denen diesmal die gegebenen Formen selbst 
sich befinden. Bildet man | und jj für die transformirten Formen, 
so erhalt man für | wieder eine Gleichung der Form 

und daher die Relationen 

(4J P=JfS e = o. 

Aus der Bildung von i; aber findet sich nur die Identität 

(U) = ■!»"(»!/)! 
und in der That Itönneu zwischen den Jc + l Covarianten (2) , (3j auidi 
nur zwei ßeiationen bestehen, welche durch (4) gegeben sind. 

Bildet man nun eine Covariante oder Invariante für die ursprüng- 
liche und für die typische Form, so ergiebt sich eine Relation der Form 

und wenn man t/, = 3;,, y^^x^ setzt, geht dieselbe über in: 

=^n(/-, -^, ...; <p,-'ß,...; ...; K, 0). 
Man bildet also tiie Darstellung von TT durch die associirten For- 
men, indem man statt der Coefficienten a, & ... die Ausdrücke 

f,-A„A,...; 9), -_B,, 5, ...; ..., 
statt der Vei ludeilichen al er M und setzt. Dies lasst sich noch 
anders ausdrucken Setzt man Null für die zweite Veränderliche, so 
veducirt sich TT luf semen eisten (Joeffieienten, multiplicirt mit einer 
Potenz von M Indem man durch diese dividirt, kann man die Regel 
so ausdrücken 

Man bildet eine Covariante, indem man in ihrem 

ersten Coefficienten die a, b . . . durch/", —A^,A^..,--, 

tp, — B^, JB^ . . .; ... ersetzt und durch die passende 

Potenz von M dividirt. 

Bei einer Invariante tritt an Stelle dieses ersten (Joeffieienten die 

Invariante selbst. 

Man erhält also alle Formen als ganze Functionen der /' Bildungen 
/; -A„ A,...; <p, -B,, B,...] ... 
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mit Nennern, welche Poteiizeu einer [/;+l"}'"" Grösse M sind. 
Zwisclien diesen Ä + 1 associirten Formen bestehen zwei Gleiekungen 
(4), deren eine eine Potenz von M durch die Übrigen Grössen ans- 
dröekt, während die andere M nicht mehr enthält. 

Endlieb kann man auch die Relationen (4) noch beseitigen, in- 
dem man die erste Polare einer der Formen f, ip, ip . . . selbst als 
Veränderliche ^ einführt. Setzt man 

so ist die Transf'ormiitionsdeterminante 

die Ausdrücke der li, C... erfahren keine wesentliche Abänderung: 
aber die ersten beiden A werden 

Man hat liier schon vier Relationen vor sich, nämlich 
I>=r.M, Ä^=M, A,=^0, N=0, 
welche die Stelle der vier Relationen (4) des vorigen Paragi'aphen 
einnehmen, und auf deren zwei man auch geführt wird, wenii maai 
nach Analogie der Gleichungen (4) | für die iransformirte Function 
bildet. Man hat also den Satz: 

Setzt man im Vorigen 

ao lassen sich alle Oovarianten und Invarianten des 
simultanen Systems durch die B, C... und durch 
f, A^, A^^ . . . Aa, im Ganzen durch fc — 1 Oovarianten, 
zwischen denen Relationen nicht mehr bestehen, 
rational so ausdrücken, dass nur noch jedesmal 
eine Potenz von f im Nenner erscheint. 
Die oben gegebene Regel über die Bildung einer Covariante 
(bez. Invariante) drückt sich nun aber so aus: 

Man erhält eine Bildung TT, wenn man im ersten 
Coefficienten derselben die Coefficienten der ur- 
sprünglichen Formen durch 

f, 0, Ä,...; ip, ~B„ B^...; ... 
ersetzt und durch eine entsprechende Potenz von 
/'dividirt, . 
Es ist bemerkenswerth, daas die hier benutzte Transformation 
Immer möglich bleibt, wie speciell die Functionen f, (p, ip . . . auch 

21* 
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gewählt sein mögen, da man immer voraussetzen darf, Jass von den 
gegebenen Functionen keine identisch verschwindet. 

Die letzte im Vorigen auseinaijdergesetzte typische Darstellnng 
beweist den am Ende des §79. gegebenen Satz. Denn in der That 
sind hier nur fc — 1 associirte Formen vorhanden, durch welche alle, 
mit Nunnern von der Form f^, rational sich ausdrucken, und Be- 
dingungen zwischen diesen Formen bestehen nicht mehr. 



§ SS. Rcciii'Sionsformnl für die Coefflcieuteii t'ewlsser tjplsclieu 
Darstelliuigen. 

Wenn nisni von der Substitution ausgeht; 

weiche den zweiten und dritten der im Vorigen behandelten FSJle 
umfasst, so Icann man für die Eildung der dabei auftretenden typischen 
Coeffiei^nten eine Recursionsformel angeben. Es ist genügend, 
an einer der Gfrundf ormen , etwa an f, dies zu beweisen, Ftir den dritten 
und wichtigsten der oben behandelten Fälle ergiebt sich aus derselben 
das bemerkenswerthe Resultat, daas alle Coefflcienten J. durch /'tlieil- 
bar werden. 

Die typische Darstellung war für diesen Fall in der Foninsl ent- 
halten: 

(2) M».f(y)^-AJ"~jA,t-l^ + '-l'-^-At-'n'- + --; 



Bilden wir nun den Ausdruck 

Wenn man für Ah seinen eyrnholisehen Ausdruck einführt, 
geht dieser Ausdruck über in: 



(*' JW^'-T^ I, = (»-*) «.-'-' («B« 



, j „ ,, 1-,,, ,/3{«l) a 



_8(»l) 



) der erste Theil rechts gleich (w— 7i)-4/,+] ist.. 
Es sei nun symbolisch 
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Deuiiiacli wirt 

SM, 



(a8 = (a«)» 



»(«e. 



= ((.-l)(ew)(«ffl«^-'fc''-i. 
Vertauscht mau aber reclits a mit (3 und set^t dtuin für die veclite 
8eite die halbe Summe des ursprünglichen iiud des neueu Ausdrucks, 
so hat man: 



dx, ' 



i-l 






-(«««. 



s jlf üiitspi-mgöüde Covariaute, Fülii't man diese i 



iMlp _a(«|). 



.M, 



und daher aus (4): 



-h)Ä/,^ 



h(li-r> 



M7l/,_i, 



was die gesuchte recuiTeiite Formel giebtj denn man erhiilt dai 

durch Ai,^\ , A/, und die Differentiidquotienten des letzteren ansgedrüctt: 



A,+: 



(ß) 






Wenn, wie im dritten Falle dea vorigen Paragraphen, M~f, so 
wird M nichts anderes als die zweite Ueb er Schiebung von f über sich 
selbst, welche hier durch A bezeichnet sein mag: 

(T) A = («&)äa..''-2/i.."-S 

und die recurrente Formel wird also: 



(8) 



1 / dAi, df 
" n —h\dx, dx. 



dx^ dxj 



+ 5 



Es ist leicht ersichtlich, dasa in Folge dieser Formel alle A ilurch 
/■ theilbar werden. Die ersten sind es, da A.^ = f, A^=i). Nehmen 
wir also au, es sei gezeigt, dass A/^ und Ai,—t durch /'tbeilbai" seien; 
die Formel (8) lehrt dann, dass Ai,+\ ebenfalls den Factor / enthalte, 
und demnach muss dieae Eigenschaft allen A zukommen. Setzt man 
nämlich für jeden Werth von k 



.so ist 



% = 



9i = ^\ 
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sodüüii wird 

oder, da der erste Theil wegen der Bedeutung der | identiscli v 
seh wind et : 



* K 2^/,, _ „ (dtp,, ^1>h .\ 



Daher ist in (8) der Werth von Ai,^\ wirklich durch /' theilhar, 
und zwar erhalt man aus jener Formel jetzt für die tf die iteeursions- 
formel : 



(5?) 



1 jöffi/, ^ dm,, ^\ 'h {«— I) . 



Durch Einführung der 9 verwandelt sich nun die typische Dar- 
stellung von f{y) in folgende: 

/"-i./{y) = |"H j-g — ¥-26""-^ i~2~3 'Paä *;■■■ + '?"'( ; 

und alle Covarianteii und Invarianten you /sind durch die 
■/*-] Covarianten 

/; ^.^, ^.j...<f„ 
ratiunal und zwar so ausdrilckhar, dass nur jedesmal eine 
Potenz von /' als Neuner erscheint. 

^ 8t. I>ie ludependente Dnrstellung der i'unctiouon ip. 

Bei der grossen Wichtigkeit der Formen q) ist es wünschenswerth, 
sie auch independent darzustellen. Hierzu gelangt man auf fol- 
gende Art. 

Es ist symbolisch 

-4„ -/-.«- 11,"-» {»S)" (*>2J. 

Ich werde nun in zweien der Factoren («^) für die ^ ihre sym- 
bolischen Ausdrücke (2) setzen. Alsdann ist 

f. ^^^a^n^(al)''-^ (ab) (ac) öy-' c^-' , 
oder wenn man die Identität II. § 15. anwendet: 
/'. <pi, = ^ ß^"-* (a|}*-- V"^ c/-ä I (ahy cj + (avy- hj - {hcf a;'\ 
= f. ß^"- * C«|)*- = (aby h—' - i A . A,.^i 

Bezeichnet man also durch ^j die Covariante: 
(] ) iih = (ßVf {alf-'- «/'-'' hJ'-"-, 

welche von der Ordnung 

(w- 1) {k-2) + n-h + u~-2 = h («-2) 
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ist, so hat man für ipi, die Formel: 

(2) <p,,^i!!h-\^-'Ph~'i. 

Diese Recursionsforiiiel aber gestattet leicht die independente 
DaretelUmg der tp; denn indem man in (2) l'tir q>h~-i seinen Werth 
in <pb—i nnd ii)h~-i einsetzt u. s. w., erhiilfc man: 

(3) fph -- ^i'A - i A li>H-1 + i A^ )/lft„i - i A3 ^(/,,_(; . . . , 

eine Formel, welche die independente Darstelhmg der tp vollstimdig 
liefert, ivenn man noch bemerkt, dass wegen der Gleiehungün q)^-- 1, 
qi, = die Gleichung (2) für y^ unt! qsg giebt : 

y^ = i/i^ — ^ A. 
Die Gleichung (">) endigt also fär ungerade h mit ifi^; für gerade 
/( kann man sie bis ^„ fortsetzen, aber dann ii>„ = \. annehmen; oder 
man kann überhaupt den Gleichmigen (Ij noch die beiden willkür- 
lichen Bestimmungen hinzufügen: 

(4) ^a=l. ^1=0, 

und in der rechten Seite von (3} die Glieder ho lauge fortsetze», als 
die Tndices nicht negativ werden. 
Bemerken wir noch, dass 

so können wir jetat folgenden Satz anssprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten von f sind 
rationale Functionen der n Covarianten 

/; A, %, i>,--., ^--n [«/<» = («67 («lf--ß.""-*ö,^''-=j, 
wobei immer der Nenner nur eine Potenz von f ist. 
Indem mau das bei dieser Darstellung der qi angewandte Ver- 
fahren weiter benutzt, wird es nun möglich, allgemein ein einfachstes 
Formensystem anzugeben, durch welches man rational mit Potenzen 
von f im Nenner alle Invarianten und Covarianten ausdrücken kann. 
Die Untersuchung, welche wir zu diesem Zwecke ausführen, besteht 
aus zwei Theilen; in dem ersten werden allgemeiu Eudformeln ge- 
geben, durch welche man die (p oder ili auf ein einfacheres FoiTnen- 
sjstem zurückführt. Eine weitere Reduction, welche dann zweitens 
erfolgt, gestattet eine Angabe von Endformeln nicht mehr, liefert 
aber ein Formensystem, welches offenbar eine Reducfcion nicht mehr 
zulässt. 

Wenn man die oben für den Zusammenhang der ^ mit den ^ 
entwickelten Gleichungen in eine zusammenfassen will, so kann dies 
folgendermassen geschehen. Die Gleichungen 
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Sieljenter 


Atechnitt. 


v^^i-. 


-JA 


<P,-% 




91 = % 


-i^'P. 


<Ps = *s 


-iA». 



(6) 



kaiiii inaii Mich bis in's Unendliclie fortgesetzt deukeii, wobei denn 
immer uur die » — 1 ersten Gleicbungeu für den voidiegendeu Zwtcl; 
eiue Bedmitung haben. Multipbcirt man die Gleichiiiigeu (5} mit 1, 
jS, s' . . . und snmmirt, so erlilllt man: 

^^a + 9^3 'S + 9^4 s^ ■ ■ ■ = ^B + ^3 ^ + ^.1 ^^ ■ - ■ 

- 1 A 1 1 -+ s^ (9>, + (Pa s + 9', s^ . . .) ! , 
und daher; 

(0) (p,+ ^.,s + ip,0- ... = — ? l + iA^^ ■ 

Die Formen q> sind alao die ersten « — 1 Cuef- 
ficicnten bei der Entwickelung des Ausdrucks rechts 
nach aufsteigenden Potenzen von s. 

Wenn wir nun die Formen ip^ und ^^ ausnelnneii, so klhineii wir 
für die übrigen ■$ Formeln aufstellen, welche den Itediictiuusforjnclu 
(5) der (p ganz analog sind. Ist /i>4, so kann man in dem Aus- 
drucke ; 

*. = (<.!,)> (<.g)»->«.-'S..-' 

abermals für zwei Faetoren (a§) ihre Werthe eijrführen und erliiilt, 
ganz wie bei der Reduction der q>: 

^^ = («6/ («|)*-4 (öc) (ad) aj-'' h^'^Uj-' d^"-^ 

= {a ly {a g)»-i a/-'' 6,"-* c«"-' 4" " ^ 1 {a cf d^^ - i {c d)'- aj \ 

Führt man also die Bezeichnung ein: 

m u = c»»)" («»)" (»ly-' »z^" !■..-■' '.-' 

so hat man die Gleichungen: 



und es sind daher, indem insm ganz wie oben verfährt, i/j.j, i>,^ . 
die ersten ra — 3 Entwickelungscoefficienten der Reihe: 

(8) ^,+<,.+»..-... = -<^^»-+^'-';+^«^-;t '""+"''-■•' ■ 
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Ganz cbaiisu ksiuii mnu iinii die Füruieii %i^ beliaiiLleln, für welche 
li~^ &. Setzt mau 

(Ö) &^ = (a i)^ fac)^ (ö (f)^ (a|J*-« «./'-" Z,^«-^ c,"-^ rf^'<-% 
MO liat man die Redncfcionsformelii : 



und %^, %, ■ ■ ■ äiii<l iilf^o LÜe w — 5 ersteii Eiitwnskeiuiij^acüel'ficieuteii 
des Ausdrucks; 

(10) ..+.,. + ,..'.. .»=i^ÖiM|±f|±^i±^"-^. 

Imlem iium wu roiti'iilu't,, ciiilUl iiiiin liiiie Ruihe von tileii^hLUigeii 
(6), (8), (10): 



I. + ll « + Xs S" ■ ■ • 



1 + JA»' 



Miilüplieiit man diüsolben der Reihe nach mit 



1, 



fg' /•'■ 



1 + 1A8" (l + iA»T' (1+iAa')»'--- 
und addirt, so bleiljt, mit Weglassung der sich aufhebenden Tomne; 
(11) 9)a + 9'3^ + 9'4'^^--- 



l + |Aä>^(l + iA#)=^ (1 + JAs')' T (1 + 1A2T 

Mit Hilfe dieser Formel drücken sich die Functionen ip durch 
die Formen 

(t2) A = *„ *„ j., i„ »„ «■,... 

aus. Um die darin liegende Vereinfachung abzuschätzen, bemerke miui, 
dass Grad (in den Goefficienten) und Ordnung (in den Veränderlichen) 
bei den <p die folgenden sind: 





iPa 1 -Pb 1 <P: -Pa 'Pn f'^ ■■■ 


Grad : 


2 ■' * 5 6 7 ... 


Ordnung : 


2» -4 3»-6|4«-8 5n-10 6»- 12 7»- 14..., 
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dagegen bei der neu omgefülii-ton lleihe von Formen: 





1 *■ 


*. [ %, 


Z. 


», 1 ». ■.. 


Grad: 


2 


3 3 


4 


4 5 ... 


Ordnung 


2.1-4 


3o-6 3).-8 


41.-10 


4«-12[6»-14... 



Entwickelt man die rechte Seite des Ausdrucks (1), so hat man 
+ f^' a4+X5^)(l-|A^ä+^.AV-VA«^«...) 



und dalier, mit Jlücksicht darauf, dass A = il^.^: 

9*3 = "^5 



wo das Bildungsgesetz minder üb ersichtlich ist. 

Sprechen wir den in Obigem enthalteneiL Sat« folgender- 



Alle Invarianten und Covarianten von /' sind 
bis auf Nenner von der Form /'■' ganze rationale 
Functionen der folgenden u Bildungen: 
/■ 
V'a = (aby(a^) «j^"-^ b/'~- 

X, = (aiy {acf (ß|),«."-^ V-' c."-' 

#g = (ahy (acy {^aäy a^"-^ &j-"~^ cj'-^ dj'-'^ 

»^=.(aby (_acy iadfia^) aj-' &^"-^ c^—VZ^—^ 



§ 85. Bas einfachste Sjstem assoeiirter Formen. 

Eine viel wesentlichere Grad- und Ordnnngserniedrigung der 
Formen, durch welche sich alles ausdrücken lässt, erhält man aber 
durch folgende Betrachtung. 

Die Formen ifi^, -ifi^, Xu Xi---! ^'^^ welche oben alles zurück- 
geführt wurde, mit Ausnahme der letzten vou allen, haben die 
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Eigenschaft, dass jedes darin auftretende Symbol auch durch eiiieu 
linearen symbolischen Factor vertreten ist. Denken wir uns die P'or- 
men der Reihe nach für w = 1 , 2, 3 entwickelt, so tritt also hei 
jedem folgenden Werthe von // dui eine wesentlich neue Form aai, 
die letzte; die anderen abei sind ans den Foimeii des um 1 niedrigeren 
n dadiu'ch ableitbar, dass man m jedem dei symbolischen Ausdrücke 
das Product aller seinen Symbolen entspiechenden linearen Faetoren 
als Factor hinzufügt. So kommen hei n — 2 nur 

f—a^- und Ti>^ = B~{ahf 
vor; aus diesen werden hei ii = ?) die Foimen 

und es tritt die neue Fonu 

(/>3 = - § = — {ubf (cö) b^ cj 
auf u. 3. w. Jede Covariante einer Form ?»"' Ordnung, bei welcher 
alle Symbole auch durch lineare Faetoren vertreten sind, kommt schon, 
mit je einem Knearen Factor weniger fttr jedes Symbol, bei den 
Formen (n— 1}*" Ordnung vor, und ist doi-t durch f und die den 
Formen (m— 1)*" Ordnung entsprechende Reihe von Formen lis, %. . ., 
mit einem Nenner f^ rational auadrilckbar ; daher ist eine solche-bei 
den Fonueu n^" Ordnung durch die entsprechenden Formen ^, x ■ ■ ■ 
ausdriickbar, d. h, man bedarf bei einer aolchen Covariante nicht dur 
letzten, bei den Formen ra*" Ordnung neu auftretenden Bildung, 
welche zugleich nur in dem letzten Coefficienten ihrer typischen Form 
vorkommt. 

Man kann also sagen, dass jede Covariante, in welcher 
jedes Symbol durch einen linearen Factor vertreten ist, 
bereits durch die ersten n— 1 der Formen /', ^l^^, tu %.i, %•,■■■ 
als rationale Function mit einem Nenner /'^ ausgedrückt 
werden kann; ebenso jede Covariante, in welcher jedes 
Symbol durch das Quadrat des betreffenden linearen 
Factors vertreten ist, durch die ersten «—2 der Formen 
f> %! ^3' Zlj Xb ■ ■ ■ '^- ^' ^- ^^ ^^^^ umgekehrt aus den letzten 
Formeln des vorigen Paragraphen i/f^ durch /', ^f, ts durch /', gn^, 95^; 
Xi durch f, (p^, 9)3, ip^ etc. als ganze Functionen dividirt durch Po- 
tenzen von f ausgedrückt werden können, so kann man in dem soeben 
ausgesprochenen Satze auch statt der ersten n — 1, 11— 2 etc, der For- 
men f, ij!^, ^g, x^^, X'j ■ ■ ■ immer sagen: die ersten n — 1, n—2 etc. 
Coefficienten der typischen Darstellung. 

Man kann daher nun auch den letzten bei den Formen «*"' Ord- 
nung auftretenden Coefficienten ^„ oder die ihn vertretende Form 
der Reihe f, i/j^, f^, Xa Xö ■ ■ • i^ dieser Reihe durch eine andere 
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Form ersetzen, welche sieh von der ursprüiiKlicheji durch eiu Glied 
imteracheidet, iu wölchem jedes Symbol durch einen linearen Factor 
verti-eten ist und welches also schon als rationfile Function mit einem 
Nenner f^ durch die vorhergehenden Glieder der Reihe ausgedrückt 
werden kann. Dann aljer (tberzeugt man sieh leicht, dass durch Zu- 
fflgung solcher Terme die betreffende Form wiederholt durch f theilbar 
gemacht und also auf eine nach Grad und Ordnung weseutlich niedrigere 
Covariaiite zurückgeführt werden kann. 

Betrachten wir zunächst den Fall, wo n gerade ist. Tu diesujn 
Falle ist die neu hinzutretende Bildung von der Form 

{ahy (ßcy{ady . . . (amy i.r"~^ Cx'^'' äj'-'^inj'-'-. 

Setzen wir dann für (acfhj seineu Werth: 
{acy i/ =\(ah) c^ 4- Q> c) «a- P, 
so brauchun wir lIlivüu nur den Turin 

ZU berücksichtigen; denn das von den übrigen Teimen Heiiuhieude 
enthält den symbolischen Factor a.^ lj.v Cj,- . . . und kann also ubeigangen 
werden. An Stelle der obigen Form kann man ako eine betzen, 
welche dun Factor c^"^/" enthält, und mit Uebergehung desidben 
bleibt dann die Form übrig: 

(a by (« iiy ... {a mf hj* ~ ^ dj' ~ ^ . , , nix^ ~^. 

VerfiUu-t man nun mit {ad^bj ebenso wie oben mit {ahyhj^, 
so kann man, mit Hin weglassung von Tennen, welche übergangen 
werden dürfen, und mit Auslassung eines Factors f, statt der obigen 
die Forra einführen: 

(a})f {acf . . . (cimf hx'"-'^ c^"-^ . . . mj^"-^. 

So kann man, da die Zahl der Symbole h, c . . . m gleich --^ — 
ist, fortfahren, bis man zu der Form 

(a b)" - ^ (« my &i^ m," ~ '' 
gelaugt. Bei dieser kann man noch einen Factor {am) b^ durch 
(ab)iiij: + (bm') Gx ersetzen und den letzten Theil auslassen, weil er 
a^- bx in^ enthält. Es bleibt also 

(ß&3"-' (am)i',i.mj:"-'. 

Da nun n—\ ungerade ist, • so erhalt man durch Vertauschung 
von a mit h, indem man für den obigen Ausdruck die halbe Summe 
zweier gleicher einftihrt: 
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Es bleibt also endlich die einfacliste Invariante (iii)" der Form «'"' 
Ordnung übrig; und diese ist das einfachste Gebilde, welches als 
neue Form eingeführt werden kann. Bei den Formen höherer Ordnung 
treten flir sie die Covarianten 

(oi)-«.S., (o6)"«,'S/..., 
ein. 

Alle geraden Formen geben, wie man sieht, bei dieser Unter- 
suchung nur zu Covarianten oder Invarianten Veranlassung , welche 
in den Coefficienteu vom zweiten Grade sind. So trat bei den Formen 
zweiter Ordnung {ahf auf, bäi den Formen vierter Ordnung (ab)*. 
Gehen wir nun zu dem Falle einea ungeraden n über. Hier ist 
die zu betrachtende neue Bildung: 

{aby {acy . . . (amy (ag) &.i"~' Ci""^ ■ - ■ swa.""^. 
Wir können, indem wir ganz wie oben verfahren, an Stelle die- 
ser Form die Form 

(»!.)— (oö b, 
einführen, die Functionaltleterminante von (ß&)"~' aa.&j: mit f. Für 
Formen von höherer als der w*™ Ordnung tritt an Stelle derselben 

(ab)"-' Ca|)ß/-i b^'-, 
was nicht aufhört (bis auf einen numerischen Factor) die Functional- 
determinante von f mit der Form zweiten Grades in den Coefficienten, 

(nhy~UiJbJ 
zu sein. 

Und so können wir denn endlich folgenden Satz aussprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten einer Form f 
von der «*™ Ordnung sind durch die folgenden ein- 
fachsten Formen als rationsile Functionen mit Nen- 
nern f^ darstellbar: 
,1. / selbst, 

2. die Formen zweiten Grades in den Coefficienten 

(abya^"-'' 0^."-^ (abyaj—* b^"-' . . -, 

3. die Functionaldeterminanten der letzteren 
mit f. 

Von diesen Formen sind die unter (2) angeführten von den Ord- 
nungen 

2w-4, 2w-8, 2w-12..., 

die unter (3) angeführten von den Ordnungen 

3n-6, 3ra-10, 3n-U.... 
Die letzteren sind süramtlicli Formen ungeraden Charahters, 
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§ So. Methode zm- Bercclmiiu^ der Coefflelenten ^ Die typischen 
Dar stell nngeu bis zur eeohsten Ordnung. 

Ulli nun wirklich die Coefficienten <p und damit auch alle anderen 
Invarianten und Covarianten durch das vorhin angegebene einfachste 
System auazudröckeu , kann mau folgenden Weg einschlagen,* 

Der grösseren üebersiehtlichkeit wegen bezeichne ich die Formen 
des einfachsten Systenis associirter Formen durch 6, r, so dass 

5, = {oS)>o,— 'S,— = T,= (ßh)'(ac)a,—' bj-' c.—> 

e^ = (a^)* ffl.r"*"* ha-""^ r,^{a'hy' {ac)aj"--^ i,"~^ »^.t""' 



ai={ahY'r,,."-''h,^"-^> r.i = {ahfHac)a.^'—->i-^h.^« 



wo denn ö^ die früher durch A bezeichnete Form ist. Man bilde nun 
diese Ausdrücke für die typische Form. Nach einem in § 82. gegebenen 
Satze hat man, um eine Covariante für die typische Form zu bilden, 
nur in dem ersten Coefficienten derselben die Coefficienten von f 
durch die Coefficienten f, 0, A.^, —A^... der typischen Form zu 
ersetzen und durch eine passende Potenz von / zu dividiren. Da in- 
zvrisehen gezeigt wurde, dass 

so kann man diesen Satz jetzt dahin aussprechen, dass in jenem 
Coefficienten die Coefficienten von f durch die Ausdrücke 

(1) 1, 0, <p„y,.., 

zu ersetzen sind und sodann durch eine passende Potenz von /"dividirt 
werden muss. 
Ist nun 

/ =Ö'o^i"t-j- ßi *'i"~ ^2 H i 2 «2 ^'l"" *'ä + ■ ■ - + "n ^^"l 

und setzt man zugleich 

., ,„ ,, , 2n-ii ... . ,. , 
ö,- = .S(,*'i,7V"-"H j Sil" x,'"-*^-' x.^ 

2n-4i.2n-i^-^ ... „ _.._, „ 
+ -—-[3—-^ h ■*! -^V ■ ■ ■ . 

so erhält man durch Bildung der ersten üeberscbiebung von /'mitffj; 
=(ßiV-Mi'")«i'"**'"' +.-■ 



* loh verdajike die hier folffsiide Methode einer sühriftHüheii Mitlheiluiig v 
Herrn Briosohi. 
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• Man erhält daher i,-, wenn niaii in dem Ausdrucke «„ SjW — o^ s^,'" 
statt der a die Grössen (1) einsetzt und durch eine passende Potenz 
von f dividirt. Dabei aber ist a^ durch 0, a,, durch 1 zu ersetzen; 
man braucht also, statt im ersten Coeflicienten von r,- diese Ersetzung 
vorzunehmen, dieselbe nur an — Sj''', dem negativ genommenen zweiten 
Coefficienten von ff,-, auszuiiihreii. 

Nun ist, als (2^)*" üeberschiebung von /"über sich selbst: 



--'(.. 



..,«-- 


»,»;,■ 


— v.) 




.f. 


-a;/- 


..>^'. 


l+L 


-"H-"-- 


fl, xf 


-^..,...) 




.(«, 


1-1»; 


,-.,^ 


02,- 


-'■+ 1 


a,x' 


— .....) 




.(.,. 


I a^,""' 


".^., 








iy'" = «0^2; — Y «1 «s;-! H T— ^ fl 

.2i-l 



oder, wenn man gleichartige Terme zusammenzieht r 

n ..I 2i , 2«.2!-l 

V - 2 j o. o,, - j- o, n,,_, + -— fyj" "»•""-' ■ • ■ 

(-1)' 2i.2i-l ...i + l 
■*" 2 ■ 1.2...i 

2i.2i-1.2 i ^5 , , ,„2 i.2i-l.. , 8 + 2.1 

1.2.3 » "- ■ - 



..+(-!)'- 



Setzt mau nun bierin die Grössen (1) an Stelle der a, so werden 
die Ausdrücke rechts von der Ordnung der Ausdrücke (p-n und qoji+i, 
ise von den Ordnungen 2» («— 2} und (2i+l) (w— 2) 
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(vgl. 8. 329), während u,- uud T( von den Ordnungen 2n — ii und 
Sn — 4i — 2 sind. Die hinzuzufügenden Potenzen von /■ sind also: 

bei,,: ^•(»-2)-(2»-4i) ^^^^^ 

^^.^, (2i + l) (« -2)-(3.i^4i- 2)^„, „ 

'' n ' 

und die Ausdrüelie der 6, t durch die 95 werden durcli die Oleicli- 
ungen gegelaeii: 



+'-^ 


.2i~I 2i.2i-1.2!^2 

1.2 »■"'■'— 1.2.3 '"«'" ' 


+ .. 


■^■"";l::/"'^.- 


+'' 


.2?-3 2^.2i-1.2i-5 


+ .. 


, „, 2!.2>-l...i + 2.1„ 
• (-1) • j-ÖT — j fifi+i. 



Diese Formeln gestatten es , suceessive die verschiedenen y durch 
die e, ir auszudrücken, und indem dieses möglieh wird, geben sie zu- 
gleich einen unmittelbaren Beweis dafür, dass alle Covarianten und 
Invarianten von f als ganze rationale Functionen von / und den 0, r, 
nur* jedesmal durch eine Potenz von f dividirt, ausgedrückt werden 
können. 

Da die tp hier suceessive berechnet wel-den, so enthält ip-n nur 
die ff bis <Jf, die x bis zu T(_i einschliesslich; dagegen enthält (pa^y 
die ff bis zu c,- und die % bis zu xi einschliesslich. Inzwischen bemerkt 
man, dass die Differenz 

die früheren tp nach den obigen Formeln nur bis zu 7>j,— 2, nnd dass 
die Differenz 

9.,,+,-«,./-"- 

die ip nur bis zu 9>2,_i enthält. Daher kann die erste Differenz, wenn 
man alles durch die e, % ausdrückt, diese Grössen nur bis zu ff,_], 
Ti_2, die zweite Differenz dieselbe nur bis /.ii ö,_i, t,-i enthalten. 
Und man hat also den Satz: 

Die Ausdrücke der typischen Coefficieiiten <pi 
haben die Form: 

tpii+y^ Zif^*-'^ + Wii+xif, ff,, <?^..., <?i-i, r,, -r,..,, r^_,), 
wo die n ganze Functionen bezeichnen. 
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Die Gieichungeii 

i 64 ^^ = 9>8 + 28 9?^ fr. - 5ß 'Pi f:, + 35 9?4^ 



'./" = % + 2 f,!Pj 

%/'* = '?7 + 9 9's7'5 -rö'Ps'Pi 

., /» = 5>, + 20 ,p, ,p, - 28 (P, ,p, + 14 f 



1 aufgelöst folgende Ausdrücke der ersten 9?: 

9i = -k^2P~i <Ji^ 

fl'e = i ffä /■* - V öl ö J2 + V 6,3 + 10 T,^ 

■P« = ^ «4 r - (7 61 e, + \^ ö,^) /■* + (^ ffi^ ff, + 56 T, r,) r^ 



Die fraglieh Go typischen Darstellungen werden daher für die 
eratcn Ordnungen folgende: 

M = 2. Hier wird e^ = D, also 

^/'W = ^^ + f'j^ 

wie in § 33. 

n = ?>. Es wird öi=A, r|= — <;?, also- 

Alle Invarianten und Covarianten von / drücken sich also durch 
f, A, Q aus. In der That bleibt nur noch H übrig; bildet man das- 
selbe für die rechte Seite nach der ausgerechneten Form (| 34, Änm.), 
iso hat man 

Die Vergleichung der Ordnungen giebt A = äj also 

was nichts anderes als die Gleichung (7) <]es § 35. ist. 
ra = 4. Man hat 

», = ff,' »i = -r, 8-, = », 
01.1,..», Tl,..,l. ,1.. 1,1..,.,, .l,.!,,. p.„,.. 22 
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Alle Covai-iimteti und Invarianten drücken sich iilso durch f, H, 
T, i aus. Es ist nur j noch übrig, und indem man es für die rechte 
Seite hildet, findet man 



i,/-i-6. 



1/!^?A1 



also /l — 3, und 



'-'-- -P ' 

was die Formel (1) des § 42. ist. 

w = 5. Man hat, indem nach Analogie des § 73. die übrigen 
Bezeichnungen beibehalten werden, nur noch die neue Form 

g = (fl Vf (c a) et,: hx^ cj' = (c i) cj- ij- 
hinRUÄiifiigön ; dann ist 73 = -— 2? 

und <!ie typische Darstellung wird: 

fi./'(sj = S' + 5jri»,'+iors",' + 5(-i-/-'-ijr")i,' 

w = 6. Hier- tritt die Invariante A—c^ (§70.) hinzu, und die 
typische Form wird: 



% 87. Anwendung,' iler lypischen Darstellung auf die LÖsimg vou 
Olclchun^cn. 



r'elche consfanten Werthe ver- 



Wenn man unter x^, x,^ i 
steht, so hat dio Substitution 

die Eigenschaft, die Gleichung /"=() tou ihrem zweiten Ter 
befreien. 
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1. Bei quadratischen Gleichungen, wo nach §86. die nüue Form 

/■Wf(s) = S" + §'i' 

wird, hat mmi an Stelle von f(y) = sofort die reino quadratische 
GleichiiiLg 

also 

odov 

i l!/i /" K) + 9. /' ("dl "-y^^- f^i 'Jt - Si ^J. 
ziiid dahor, was auch Xj, 3:^ sein mögen: 



i^{x^^~r,,J/-^^ 



wiia mit der in § 33. gegohenen Losung übereinstimmt. 

2. Bei cubischen Gleichungen wird nach § 86. die neue Gleichung : 

(1) l' + ll^lrf+Qt = ^- 

Diese Gleichung kann, wie in §44,, dvirch entsprechende Modi 
fication der in | 38. gegebenen Losung, oder direct durch die Car- 
danosche Formel gelöst werden. Man erhält dann 

(2) l = i'^ + ."B, 

WO E eine dritte Wurzel der Einheit ist, und, durch Einsetzen in (1), 
nach den gewöhnlichen Regeln: 

A^ + B'.-^^Q 
P' AB -t; 

daher sind A^ und 7J™ die Wurzeln der Gloiclmng 



und es wird 






y Google 



340 Öicbcritor AbKcliiiitt, 

Aber nach dor Theorie der cubischeu Formen ist 
daher 

Die Grössen Ä und B sind also durch die Gleichungen 
(41 -—- 

nebst der Bedingung 

(5) -l^-^l. 

welche die Wahl der Cuhikwuvzel von B^ an die von Ä^ knüpft, 



Die Lösung gieht, ganz analog der für die quadratischen Gleich- 
ungen aufgestellten, eine unendliche Anzahl gleichberechtigter Auf- 
lösungen, welche nur durch die Wahl des willkürlichen Parameters 

— von einander verschieden sind.* 

Eine andere Darstellung der Auflösung der cubischen Gleichungen 
(1) erhält man, indem man für die x eines der Werthepaare k, ß 
setzt, für welche A versehwindet. Die Gleichung (1) verwandelt sich 
dami in eine reine cubische Gleichung, und man hat daher 

| = -v'e, 

wo die dritte Wurzel jeden ihrer drei Werthe annehmen kann. Die 
Losung der cubischen Gleichung nimmt also dann die beiden For- 
men an: 

3. Bei biqiiadratisehen Gleichungen ist die transforniirto Gestalt 
nach g 86.: 

* Guudolfiiiger, MaUi. Ami. Bd. 3, S. 273. 
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Setat niiui uuu, nach Euler's Methode: 

(8) i = ^ + iJ + C, 

so kaun man dit; Gleichung (7) in folgende drei zürlügcn, welche 

dann die Grossen Ä, JB , C vollständig bestimmen; 

T 
ABC =-3j 

(9) ^= + _ß' + G™ =-iB 
A'W + B'0'+C'A' = °^--'-^. 

Daher sind A^, W, C^ die Wurzeln der cubisclien Gleiclmng 

(10) ,. + }ffä. + ('l|__!^),_^ = o, 

während ausserdem zwischen A, B, C selbst die Zeichenbestiiunniug 

(11) ÄBC~-~ 
bestellt. Set^t man aber in (10) 

(12) ' = ^'^'^, 

und tuhrt dadurch die neue Unbekannte m ein, so verwandelt sich, 
wenn man zugleich die Identität 

b ei-(i eil sichtigt , die Gleichung (10) in die cubische Itesolvente des 
§ 44., nämlich 

(13) „.._^,„_i = 0. 

Mlui hat also, wenn wieder m, m' , m" die Wurzeln dieser 
Gleichung sind: 

H'-pjjTf 
2 

(14) B=y^?s^ 



-r- 



<- 



wo für die Vorzeichen der Quadratwurzeln noch die Bedingung (10) 
besteht. 

Man sieht, dass A, B, C nichts anderes sind, als die AVorthe 
welche die irrationalen quadratischen Covaiianten von f für das 
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beliebige Werthepaar x^, x^ annelimen. Daher kann man diese 
Lösung der biquadrati scheu Gleichung endlich in folgender Form 
schreiben * ; 

(15) ^ 2/1 r (g|) + y,f (a^a) ^ 4. y ,-^^ _j^ ^ ^^^ + ^ (-^j ^ 

(10) +^(«).+X*)- + z(a;) = -f ■ 

Für die wirkliche Darstellimg der. Lösung haben die hier er- 
wähnten Formen vor den im Frühei-n gegebenen wesentliche Vorzüge. 
Ich will die Formeln (15), (16) auf eine an und für sich interessante 
Gleichung anwenden, die Modulargleichuug für die Tranatbrmation 
dritter Ordnung der elliptischen Functionen. Nach Fundam. S. 23 ist 
dieselbe 

(17) ^v^-v* + 2uv(l-^i'v')^-<i, 

wo M = [/x, » = [//l, und wo X den gegebenen, l den gesuchten 
Modal bedeutet. Führt man den reciproken Werth t des Multipli- 
cators M ein, so geschieht dies mittelst der linearen Traneforni«tiou 
(Fimdam. S. 25) 

(18) '=Jf-^^' 

nud die Gleichung (17) verwandelt sich dadurch in 

(19) /■= fi - 6 ^ä ^ 8 (1- 2«ä) i _ 3 = 0. 
Für dieselbe ist -( = 0, 

1 

(20) y = 6 -1 2(l-2;c3j ^ggj^ 



wenn x'*=^l— %^; daher aus (13) 

(21) <» = ^f = 2 1^4 «■-/>. 

Zugleich ist 

(22) fi"=- 2^1 + 8(l-2)(^) i'''-12iä + 8(1-2««) i + lß^^x'^. 
Setzt man also in (lö) x^^\, a:^ = 0, so hat man : 

(23) t=^^j/\-pI77^+-l/i-^pI^e7^+]/i-B^^U 

* Ai'ouhold in Crelle's Journal, Bd. öi. 





l 





-1 


6 





-1 


2(1-2«') 




-1 


2(l-2,-' 


-3 
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Um die Zeichenbestimmung (16) zu finden, muss man noch den 
ersten Coefficienteu von T (weil a^^ ^ 1 , 3^.^ = 0) bilden , welcher gleich 

11 



ist. Die Vorzeichen der Wurzeln sind also so zu nehmen, dass 



§ 88. AiitlciT tjpisclic Darstellung: des Foriiioiisj-steiiis ilcr roriiieu dritter 
und vierter Ordnuug. 

Wenn es sich darum handelt, nicht nur die Grundform, sondern 
auch ihre Covarianten in typischen Veränderlichen darzustellen, so 
können andere Substitutionen, als die im Vorigen behandelten, den 
Vorzug einfachster Eigenschaften besitzen. Bei den Formen dritter 
Ordnung ist es die Substitution 

(1) i=--A.A,j, n-{n), 

bei den Formen vierter Ordnung die Substitution 

(2) g-r/i;, n^(?^y), 

welche am einfachsten aum Ziele führt. In beiden Fällen haben die 
neuen Veränderlichen die Eigenschaft, Null zu geben, wenn man sie 
dem Prozesse S unterwirft, so da?a, um Q, reap. H zu finden, es nur 
nöthig ist, die Coefficienten der typischen Darstellung von /"die- 
sem Prozesse zu unterwerfen, während andererseits A und T unmit- 
telbar aus den Formeln des § 86. gefunden werden. Doch ist 
ea auch für die ersteren Formeln nicht erforderlich, auf den Prozess ä 
zurückzugehen, wenn man sofort die Darstellung der zusammen- 
gesetzten Formen xf+i.Q, bez. xf+kH unternimmt. Zur Be- 
stimmung der Coefficienten in deren Darstellungen führt die recurrente 
Formel des § 83. 

Es sei nämlich F^F^'" irgend eine Form, und 

eine aus Anwendung einer beliebigen andern, nur nicht linearen. 
Form ip entspringende Substitution. Es wird dann 

^.F(y) = l.F{x-)-{Fl)Fj"-Kn, 
und daher 
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Die Methode, eine recurrente Formel für die B zu finden, kauu 
nun aus § 83. ohne Weiteres entlehnt werdea. Denn da,a. a. 0. eine 
Beziehung zwischen den dort durch f, M bezeichneten Fonnen in 
keiner Weise benutzt wurde, so bleibt das ßesultat auch für deu vor- 
liegenden Fall bestehen, in welchem f, M nur durch F, q> ersetzt 
werden. Man hat also die recurrente Formel: 

w *+'=s^(L. .., „ 

wo <t> die Covariaate 

(5) tt> = {rp,p"f^^"-^q>-^t'--' 

bedeutet. Ich wende dieselbe jetzt auf die fragliche Darstellung der 
Fonnen dritter und vierter Ordnung au. 

]. Cubische Formen, Zunüchst wird dui'cli Anwundiiujf dw 
Substitution (1) nach §86.: 

(6) A.A(y)===4^ + |^l 
Sodujin ist 

(7) A'(»/'+J® = i>„P-3i>,e, + 3iU'j'-i','i', 
und zwar hat man nacli (3), (4) [c|3 = K); 

-B, = »/+»« 

• *| ex, ix, ex, ex,\ 

= K (oA) aj A, + i (QA) QJ A. 

= ««-|v l§36.(3).l 

ü,= |[»(()A)«,'A,-|j(»AXA,,] + i-B(«/-+i® 

■B.= -^l-(<'Ä)e-'A-> + neA)«."AJ + -K(»e-|i/) 
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Die typische Darstellung von xf+XQ wird also: 

A> («/■+ H') = («;'+ 1 «) (e - ^ 1 1 j - (« «- 1 V) (s e V - 1 1'} 

Sie zerfiillt in die beiden Gleieliimgen: 

a'«=«(p-5^i,>)+4-^(3p,-|t') 

2. Biquadratische Formen. Zur Darstellung von T mittelst 
der Substitution (2) benutzen wir die letzte Gleichung des g 86., in- 
dem wir T aa Stelle der dort durch /' bezeichneten Form treten lassen. 
Es ist zuniiehst zu erörtern, was aa Stelle der dort durch H, T, i, 
<l, A bezeichneten Formen zu setzen ist. Hierzu benutzt man die 
Formeln des § 43. Bezeichnen wir durch I und J die nach den y 
genommenen Invarianten der Form 

B.f{y)-f.B{y), 

welche aus iyi,, j^l dadurch hervorgehen, diiss H für x, — /'l'ür X 
gesetzt wird, so hat man naeh § 43. (7) für die in §80. durch H 
bezeichnete Form den Ausdruck: 

{T Tf TJ rV = - Vt I. 

Die in § 86. durch T bezeichnete Form ist die erste Ueberschiebung 
dieser Form mit T: 

12.6. %\dXi dx^ dx^ dx^] 

\2.^.^\df\dx^dx^ dx^dxJ'^dH\üX,dx^ dx^dxj]' 
Aber nach § 42. (2) hat man : 
dT df 8T df _ 



x^ dx.^dx," d3 

dT dS dT dH _ dQ( E,-f) 

dx,dx^ dx^^dx^" df 

und der gesuchte Ausdruck wird also : 

_ _ r_3J^ 8Q{H,-f) dl dQ(R,-f) \ 

^ df dH dH df \ 

^ 1 h '"•^ dQ{i(.,X) dlyj dQiit,l) \ 

^^^\ dl ' d% ' dy. d\ ]^,= 
= ^J. (§41.) 
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Die an Stelle von i (§ 86.) zu setzende vierte Ueberschiebung von 
T über sich selbst verschwindet nach § 43, identisch ; ebenso also auch 
die an Stelle von <;■ {§ 36.) tretende erste Ueb er Schiebung dieser Form 
mit T. Dagegen wird die sechste Ueberschiebung A von T über sich 
selbst, nach § 43.: 

Da aber für -a — H, l = —f, T' in — {Q übergeht, uiul nacli 
§41.: 



■■i = rV(|-f)a'(-ff,-/') 



Wenden wir jetzt die letzte Formel des § 86. an, so erlialten wir für 
T die Darstellung: 

(9) r».r(s)=p-Ä-fei" + iJi''i'-ÄJ"'PV 

Um die Darstellung von xf + i.11 zu finden, wendet man wieder 
die Formel (4) an. Es ist 

T*{xf+XR)=I!^^'~4:B^S.^ri + 6 B, g^ ij^ - 4 1?, 1 jj^ + _B, ij*. 
Dabei ist 

B^ = ^ f+ XU, 0) -.- {TTf TJ TJ' = -Yi- 

Man vereinfacht die Aufsuchung der folgenden Coefflcienten sehr 
durch folgende Vorbetrachtung, Setzen wir der Kürze wegen 
u^yif+XH 

- 1^-a ^ 
^^"SH- df 

wo fl imiiier mit den Argumenten H, —f geschrieben gedacht wird, 
so ist 

1^ l> - 1^ S. = 4 I« (« !■) a,' r,. + l (JJT) B/ V\ , 
oder nach § 42. : 
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.-S5.-i 



'SH'" 



dHdf «/■' 






dHdT \] 
Sx^SxJl 



_ a'g \ds ( a'g s'axaQl 

Der in der grossen IClammer Ijefmdliche Ausdruck kann aber 
aocli die Form erliaiteii; 



-'di{Kf+ui)m\.m 



Hiera\^s folgt, dasa man setzen kanu: 
(12) B^=^CkU + Dnv, e„=l, IJ, -ü, 

wo Ch und Dl, ganze Functionen von f, H sinil, welche x, X nicht 
mehr entlialten. 

In der That, es verwandelt sich die recnrrente Formel (4) mit 
Anwendung der Gleichungen (10), (11) in; 

4-/1 \\dx^ ^ ox^ ^ V 





d^Q d^Q „ 


»so _ 3^0 


h 


'^ öif^ '■SßH ^ 8U-^ ^hüdf 


d'^ü 3^Q „ d'^'Q g-ß 




'' dfdH~^' ~d'p -" dUd'r^'df^ 




8'a 8>ß 


^lixf+XH) 


8"S a'a 




afäH df 


so dass endlich 




■') 1^ 


^.-11«. = - 



G,+,» + A+,, 



24 (4-S) 
eine Clleiclnmg, welche sofort in die beiden 



a+ 



A- 



-iVs«, '' 8i, *' »^' ^ 2i(4-;,) 



ärfällt: 
24 (4-S) 

5;. , 



Betrachtet man aber die C und D, wie oben iingegeben, als 
Functionen von /' und H, so ist weiter : 



y Google 



348 Sitbontüi' Altbuhiiitt. 

~ *\ 8/' äff SIT B/J 
8-0., 8J). )8B. 8Ä ( 

"•A 8f 8-ff 8H öf '' 
und die recurreiiten Formeln werden also: 

c,^,= ?__ilö. «o_iai5+,r;>L ■''''■ rr 

,,„. + 3(4~*)j 8f 8if dH df^ '■] 24(4-4) "-' 

' '„ ^ ?__ £A15_y?£'15j.r' i 54 rn 

'+' 3(4-4)1 »/■ 8-ff 8Jf äf ■•■ '• j 24(4-4) '"'■ 

Piilirt man nun aus (12} die Werthe C^^=\ , -D„ = ein, so erhält 
mair weiter: 

C, = 0, A^-i, 



(14) 



1 /8r 8S! dl sn\ y , , ^ , 

-T2(,878ir~8BI7)~12 (vgloben) 



18 V 8f 8ir dH Sf) 8 . 24 

'^ 3.48 Vs/ 81? 8S8f/ 18~36' 

Es bleibt nur noch der erste Tlieil von C^ umzuformen. JMan hatte 
tit Bezug auf y., A als Veränderliche in § 41. 

e,l = -3Aa 
j,i = -3ea. 
Setzt man also für den Augenblick symbolisch 

wird 

«xl=^ — 3 (mw')^ i^,, wf'x = — 3 A.,^ 
J« = - 3 C» A) »," A, = - 3 ö,", 



(liiMi^h-^M-)«.-'--*^.'^.- 



[§ 35- (2).] 
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Typische Daratellnngmi. — gsa, 89. 

Setzt man also x = S", l = -~f, so ergiebt sich 
oJdQ. SJdQ_ 
dfdH dRdf 
und somit: 

(15) C. = £. 

Fassen wir imimiohr alles zusammen, so habön w 

-^'^ "* ['dB ^ df) 



Die typische Darstellung von %f-^XM wird also: 

I" [«/W + »HO/)] = («/-+» ff) (|«+{|' i- - fsi' + gj 1') 

+ («ra- ~ ' ^J H ' - Tä^' +36 ' j ' 

ir man hat; 

8 0/,., -f E . , J A 

-i!rl»^''-i2^''+5B''7- 



§ 8!l. Uelier die Aiif^-abc, z« gegebenen Elemente» cir letztes zu iln<1cii, 
so dasä eine liestliiunte Invariante des ganzen Systems verscIiTvindet. 

Im Folgenden werde ich eine Anwendung der typischen Dar- 
stellungen geben, welche für die Untersuchung der Natur von Invarianten 
von der grössten Wichtigkeit ist. Um nämlich die Bedeutung des 
Verschwindens einer Invariante J zu ortonnen, welche einem Systeme 
von Formen f, fp . . . simultan zugehört, kann man die Elemente, 
welche den Gleichungen f = 0, j/' = 0.., zugehören, bis auf eines 
(etwa von f) als bekannt voraussetzen und nun dio Frage stellen: 
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Wie bestimmt man das letzte der Gleichung (=0 
zugehörige Element so, dass eine gegebene simul- 
tane Invariante J von f, i/i . . . verschwindet? 

Man liann in Folge dieser Fragestellung /' ala das Produet einer 
unbekannten linearen Form -j; mit einer gegebenen Form F einer um 
1 niedrigeren Ordnung ansehen; und indem man diesen Ausdruck vi-F 
in die Invariante, welche verschwinden soll, an Stelle von f einführt, 
erhält man aus J" = eine Gleichung fär das VerhÜltniss der Coef- 
ficienten von i], eine Gleichung von ebenso hohem Grade in Be/.ug 
auf diese Unbekannte, als J es in Bezug auf die Coef'fieienten von 
/'war. 

Diese Gleichung hat in vielen Fällen bemerkenswerthe Eigen- 
schaften und dient dazu, die Eigenschaften von J 2a beleuchten. Ich 
will zunächst nur zweier Fälle gedenken, in denen das Resultat von 
vornherein klar und daher eine Untersuchung weiter nicht nöthig ist; 
ich meine die Fälle, in denen J eine Resultante oder Discrimi- 
nante ist. 

Wenn J die Resultante von f und ^ ist und wir voraussetzen, 
dass die Resultante von F und 95 nicht verschwindet, so kann J nur 
dadurch verschwinden, dass ij ein Factor von q> wird. Ist also symbolisch 
ip ^ ipjj-" , so ist die gesuchte Gleichung 

Ist J die Diseriminanto von f und vorschwindet nicht schon die 
Discriminante von F, so kann J nur gleich Null werden, wenn 11 
Factor von F ist, und die gesuchte Gleichung ist also, wenn F=r- Fy"-^ 
gesetzt wird: 

(J?,)->=0. 

Um nun in anderen Fällen die gesachte Gleichung zu finden, 
werde ich durch x das Vorschwinduugselemeni von rj bezeichnen, so dass 

n = {xy-), 

und werde m F, (p . . . als zweite Veräuderhche 

l = F^^--'F,j 
einführen. Man hat dann nach § 83. 

j,..-,.j,(,)_g.-,+ti^_%.i.-.,. 



cn 1.2.3 
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Die Form f aber Itanii durch den Ausdruck gegeben angesehen 
werden : 

j--'.AW = .,,is— + ''~|;^'~% ,S-',''- 

'^' 1.-1.11-2.11^3 , , , 1 
1.2.3 V.l'-W-'^ 

und die Coefflcieiiten der transformirten Form f sind also: 
0, 1, 0, Sgi^, — 4q:i,, Ög),, .... 
Wareimun ursprünglich ra,), «j ,..; 6^, ?j^ ...;.. . die Ooefficienten 
von f, tp . ■ ., und 

J'=TTK,ff, ...; l„,\. ..;...), 
so erhält man nur eine Potenz von F als nberöüssigen Factor, wenn 
man statt der Ooefficienten o,, b . . . die der Darstellungen (1), (2) setzt. 
Die gesuchte Gleichung ist daher: 

^_ n(0,l,n,-3ya...;.K,„-.Bj. ..;,.,) 

Ich werde diese Art, die Endgleichung zu bilden, auf Fälle an- 
wenden, in welchen es sich nur um Invarianten einer einzigen Form 
f handelt. 

I. 

Zu drei gegebenen Elementen soll ein viertes 
gefunden werden, so dass für die Gruppe aller ent- 
weder i oder^' verschwindet. 
Man hat für F eine Form dritter Ordnung in der typischen 
Darstellung (§ 86.) 

F^.F(y) = ^^ + ^Air!^ + Qn' 
zu setzen. Soll nun i verschwinden, so hat man in der Gleichung^ 

zu setzen: 

■ a, = 0, «1 = 1, «2 = 0, «3 = |A, a^^.-4g. 

Man erhält also 

A = 0, 
und hat den Sata: 

Es giebt zu drei gegebenen Elementen immer 
zwei, deren jedes mit denselben ein cyclisch pro- 
jeetivisches System bilden kann; dies sind die Ver- 
Hchwindungseleniente der zur Gruppe der drei ge- 
hörigen Covariante A. 
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Soll dagegen .)' verscliwiiidonj so hat man : 



i = 6 



jene Werthe der a einzusetzen., und findet also 

e=o. 

Dies giebfc den Satz: 

Zu drei gegebenen Elementen kann man auf 
drei Arten das vierte harmonische bilden. Diese 
drei vierten harmonischen Elemente entsprechen 
der zu der Gruppe jener drei gehörigen Oovari ante Q. 
Man kann hiernach die in § 39. gegebene geometrische Inter- 
pretation der cubischen Formen zu folgender Weise ergänzen: Zu den 
Elementen der Gruppe construiri man die drei vierten 
harmonischen, welche Q bilden. Sie geben mit den ersten 
drei Paare einer Involution, und indem man deren Doppel- 
elemente sucht, erhält man die Elemente von A. 



n. 



luv 



in fünftes 
anten der 



Zu vier gegebenen Elementen 

gesucht werden, so dass eine de 

Gruppe aller fünf verschwindet. 

Bemerken wir zunächst folgendes Allgemeine. Wenn wir eine 

der vier Invarianten A, B, C, Jt versehwinden lassen, so erhalten 

wir Gleichungen der Ordnungen 4, 8, 12, 18. Nun können nach 

dem Vorigen sich diese Gleichungen nur durch rationale Functionen 

der zu der Form vierter Ordnung gehörigen Covarianten F, H, T 

ausdrüclien, welche von den Ordnungen 4, 8, 6 sind. Da noch T^ 

durch F, II ausdrückbar ist, so folgt, dass 

Ä=0 auf eine lineare Gleichung zwischen JF, H, 
J? = auf eine quadratische Gleichung zwischen F, H, 
C = auf eine cubische Gleichung zwfschen F, H, 
B, = i) auf T, multiplicirt mit einer cubischen Gleichung z 
i^und H 
führen muss. Daher hat man den Satz: 

Die Aufgabe, zu vier gegebenen ein f 
Element so zu bestimmen, dass A, B, G 
verschwindet, führt jederzeit auf algebr 
bare Gleichungen. 



ri sehen 



II fünftes 

oder E* 

aiseh Vös- 



1 etwa M oder N voräcliwinden soll. 



y Google 



Typische Dai'ste Illingen. — g 8ü. 353 

Und zwar kann man hinzufügen, dass die Lösungen sich immer 
gnjppenwoise aua den Quadrupeln der Reihe x F + XH zusammen- 
setzen, welche nur (bei ^=0} gelegentlich, wenn ein solches Qua- 
drupel in ein doppelt zu rechnendes Paar ausartet, durch dieses selbst 
ersetzt werden kann. 

Da nach § 86- hier: 

_F^_F'(2/) = §i + 3Ifri^ + 4r|f + (^'-|-ff^jV, 

so hat mau, um die Gleichungen A^^O etc. nach der oben gegebenen 
Methode zu bilden, statt der Coeffici etilen von /'folgende Ausdrücke 
/u setzen : 

Bezeichnen wir durch *", /, Ä' etc. die Covarianten der Form 
fünften Grades, gebildet für die rechte Seite der typischen Darstellung 
und für |, rj als Veränderliche, so haben wir: 

'"' A'=-24IH(!,iF' + SB'} + 12T'l, 

oder, wenn wir für 2'* seinen Wertli aus der Formel: 



0, 1, 0, 



l(i?»-iif;" + i/") 



(4) A' =.- iS F' (HB -j F). 

Die vier Elemente, für welche j4 = 0, werden 
also aus der Grleicliung gefunden; 
= 4iS-j-F. 
Man erhrdt sodaiui, inderrr man/ nach § 73. bildet: 

(5) / = lil4r|- + (6J!f -5i^)|',-6ifr|,< 
fejF' jF'E 



ßjF" iF'H „,\ ,1 

+(t — 4 — nA- 



md daraus 
m ■-!>7.'.( ^'mHF+iSiH'-2bi'F') 
^ ' \~Ilil(9l>iB-K.2ijF) 

+ 5> {12ASjFH'-2i iH'~m ij F'+^^i'HFA 
nitlnn durch zweite üeberschiebung von z und «'; 
(7) B^2F'\\H{iiH-jF)'-l2bF'{i'-lifj\. 

Olobseh, Thoüilc der hiiiäiou algebt. Foinioi,. 23 
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Eeiliiufig ergiebi sich aus (4), (7), dass die Invariaiitfi seilten 
Grades 

immer und nur dauii verschwindet, wenn zwei der vier gegebenen 
Punkte zusammenfallen oder wenn der fünfte mit einem von jenen 
zuaammenfällt. Daher ist ^'^ — 64 _B' die Discriminante der Form 
fünfter Ordnung. 

Die Gleichung B' = ist zwar quadratisch für H, F, zerfällt 
aber, wie man sieht, sofort in zwei Factoren, so dass mau den Satz 
aussprechen kann: 

Die 2.4Elemente, für weleheB = 0, werden aus 
den beiden durch verschiedene Wahl der Quadrat- 
wurzel entstehenden Gleichungen 

4 iH~j F= + ^y^ [i^-Gf] . F 
gefunden. 
Sodann ergiebt sich ans t' seine Discriminante 
C = 8 -F« jif« (8.48^^24.25.48/) - H^F.iS . 81 . t'j 

-IZ"JPä('7.48.4Si/+^^i-')+-F3(25.80i'V+8.24.32/)i. 

Die 3 . 4 Elemente, für welche = 0, werden also 
aus der cubischen Gleichung 
0=S"ä (8. 48*3+24.25. 48/) --ff^i*'. 48. 81 i^i 
-Hi*'^ (7.48.48.«/+ ^^^i'') + -F^ (25. 80 i'V+8. 24. 32f) 

gefunden. 
Um schliesslich P-, zu erlialten, bilden wir aus i' und z die ei'ste 
Ueberschiebmig : 

»'=10J'M12n'(-48;J/ + 5-i^-F') 

+ l7i{~l2A2A.3H^-mi^II^F->rA^.^i3HF^+2bi^F'') 

+ \2'n^T{^2A3lP + ~i^SF~%2ijF^], 
sowie, da a = ~-{iffjx war, aus i und ^' die zweite XJebei-schiebung 

a'^bF^{--4&Til-{-'A^S§F-24.iH^->rö^F^'yi], 
und haben dann aus B = (S-k)* die Bestimmung: 

ß' - 250 . 12 . TF'' \~ iT^ 48 . 48 (48 f + Hi^i) 
^Q.4BmF{^i4:i?f-{-li^)-'^.2A?,.HFKi'j 
+ J'ä (625i"+32.48.88"s/)]. 
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Die 18 Elemente, für welche li verschwinclet, 
bestellen also 

1. aus den 6 Elementen von 2' = 0, 

2. aus drei Quadrupeln, welche durch die eubiache 
Gleichung 

-48.243.ffJF'ä^V+-Fn625«H32.48.8.#js^ 
gefunden werden. 

Wenn der fünfte Factor der- Gleichung fünften Grades ein Factor 
von T=i) ist, so heisat dieses nach der Theorie der hiquadratisclien 
Fonnen, dass er einem Doppelelemente einer der Involutionen entspricht, 
welche durch die Zerlegungen der gegebenen vier Elemente in zwei 
Paare gegeben sind (vgl. § 51.), Man sieht also, dass 7J ver- 
schwindet, wenn ein Factor der Gleichung fünften Gra- 
des bei einer bestimmten Sonderung der anderen vier in 
zwei Paare eines der zu beiden Paaren gleichzeitig har- 
monischen Elemente ist. Wir werden auf diese Eigenschaft von 
B, bei einer anderen Gelegenheit in Zusammenhang mit der Auflösung 
der Gleichung fünften Grades zurückkommen, welche für M~() 
in algebraischer Form möglicli wird. Aber It verschwindet offen- 
bar nicht nur, wenn der hier bevorzugte fünfte Factor den vier 
gegebenen gegenüber die angeführte Eigenschaft hat, sondern auch 
noch, wenn dieselbe für einen der vier gegebenen Factoren ein- 
tritt, gegenüber der Combination der drei andern gegebenen und des 
gesuchten. Dieser Fall ist es, bei welchem in dem oben gegebenen 
Ausdruck von B' nicht der Factor T, sondern der in H und j^cubische 
Factor verschwindet. 

Wir können nunmehr die Gleichung Ü = auch auf eine Be- 
ziehung zwischen Doppelverhältnissen zurückführen. Bezeichnen wir 
durch a, b zwei von fünf Punkten, durch c, d zwei andere, durch 
X den fünften. Es verschwindet R, wenn ein sechster Punkt y 
existirt, so dass x, y sowohl zu a, h, als zu c, ä harmonisch sind. 
Unter dieser Voraussetzung bestehen die Gleichungen 

(ya) _ _ (£^) ^ ^ _ (^ 
ipi) {ccby {yd) {xä}- 

Aus diesen erhält man eine Beziehung zwischen x, a, b, c, d, 
indem man y elimiuirt. Multiplicirt man die zweite Gleichung links 
in Zähler und Nenner mit (ab) und wendet die Identität § 15. IV. an, 
so erhält man: 

(y a) jh c) — [y l) (a c) ^ {x c) 
{iia){bd)-(3ib)(ad) (xd)' 

23« 
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daher, indem man das Verhältniss {yaj-iyh) aus der ersten Gleieluiug 
einträgt : 

(xä}{bc) + (xb)iac) ^ _ f^ 
{xa){bd) + {xh)(ad) {xd)' 

oder 
(8) (xa) (xd) (bc) + {xi) (xd) {ac) 

+ (xa) (xc) (hS) + (xb) (xc) (ad) = 0. 
Diese Gleichung ist quadratisch in x und liefort die oben durch 
X, y bezeichneten Punkte. Sie ist ferner symmetrisch für a, h einer- 
seits, für c, d andererseits, und endlich für die Paare a, b und c, d 
als solche. Die linire Seite der Gleichung nimmt also durch Vertauacimug 
der a, b, c, d, a; im Ganzen nur 15 verschiedene ÄusdrüclEe an; das 
Product aller ist vom Grade 18 in Bezug auf jede der Beiben und 
stellt bis auf einen numerischen Factor die InTariante R der Form 
fünften Grades 

{ay)(by{cy){dy){xy) 

dar, welche durch ihre Vers chwindungsel erneute gegeben ist, 

Uebrigens kann mau mit Verletzung der erwähnten Symmetrie 
die linke Seite von (8) in mannigfacher Weise einfacher darstellen, 
z, B. in der Form 

2\{xb)(xd){ac)+{xa){xc)iba)\.^* 
Eine andere Frage, deren Lösung die vorliegenden Formeln ohne 
Weiteres ergeben, ist die nach dem projectivischen Charakter 
desjenigen Systems von fünf Elementen, welches durch 
vier beliebige {-F=0) und ein fünftes gegeben ist, für 
welches die zu jenen vier gehörige biqnadratische Oo- 
variante (H) verschwindet. In diesem Falle muss eine gewisse 
Invariantenbezi eh ung eintreten. Man erhält sie, wenn man in den 
obigen Ausdrücken von A' , B' , C überall H—O setzt und dann 
If', i, j eliminirt. Auf diese Weise erhält man leicht 

welches die gesuchte Beziehung ist. 

* Die ZerlegTmg von S in diese Factoren gab Hermite in Borchavdt'ä 
Journal, Bd 59, S. S04. 
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Achter Abschnitt. 

Typische Darstellung von Formen ungerader Ordnung 
mittelst linearer Covarianten, 



g 90. Tjplselie Darst^llunff lou Formen, deren eioe wenigstens voti 
ungerader Ordnung ist, mittelst linearer Covarianten. 

Im Vorigen (§ 81.) haben wir typische Darstellungen gebildet, 
indem wir als Veränderliche zwei Covarianten |, jj mit zwei Reihen 
von Veränderlichen x^, x^ und y^, y^ einführten, deren letztere nur 
linear auftraten. Die simultanen Functionen /', <fi . . ., geschrieben mit 
den ^, Hessen sich dann svls Functionen von |, ij ausdrücken, deren 
Coefficienten Covarianten waren, mit einem gern ein schaftUchen Nenner, 
welcher gleichfalls Covarianie ist. 

Ist wenigstens eine Form des Systems von ungerader Ordnung, 
so kann man, so lange ihre Coefficienten nicht besonderen Be- 
dingungen genügen, an Stelle von |, ij lineare Covarianten setzen 
und erhält dann f, rp ... ausgedrückt durch diese, während die Coef- 
ficienten der typischen Darstellung Constante, also Invarianten wer- 
den. Da man in |, i; hier stets nur eine Reihe von Veränderlichen 
hat, so wollen wir diese durch x^, x^ bezeichnen. Ist D die Deter- 
minante von I, Tj, so hat man also 

s- ./■■ = [(!,) , oj-= ((«,) i, - («ö ,j- 

wo Ai, die Invariante 

A, = («!)"-'' («.^^ 

bedeutet, und wo D = {^'ri)\ analog bei den übrigen Formen des 
Systems. 

Ich werde y.unächst beweisen, dass im Allgemeinen eine Form / 
von ungerader Ordnung w(>3) wenigstens zwei lineare Covarianten 
besitzt, deren Determinante nicht verschwindet. Es genügt, wenn 
für irgend eine besondere Form (2A + 1)'" Ordnung dieses gezeigt wird. 
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Denn bildtit man mittelst allgemeiner Prozesse zwei lineare Covarianteu 
einer solchen speciellen Form und findet, daas deren Determinante 
nicht verschwindet, so kann um so weniger die Determinante der- 
jenigen linearen Covarianten verschwinden, welche vermöge derselben 
all<,femeinen Prozesse ans der allgemeinen Form (2ä-}-1)«" Ordnung 
entstehen. 

Man kann nun lineare Covarianten leicht wirklich bilden, wenn 
man in einer Form (2Ä+1)'" Ordnung nur die beiden ersten, die 
beiden letzten und die beiden mittleren Coefficienten beibehält, alle 
übrigen aber gleich Null annimmt; ja man kann auch noch diese 
übriggebliebenen Coefficienten symmetrisch gleich annehmen; die 
weitere Bestimmung derselben bleibt vorbehalten. Ausgeschlossen ist 
nur der Fall der Formen dritter Ordnung, für welche die beibehal- 
tenen sechs Terme nicht mehr alle verschieden sind; dass aber für 
diese keine lineai'en Covarianten existiren, wissen wir bereits. Es sei 
also Ä>1,* 

wo l der Kürze wegen für den Binomialcoeffieienten 
. 27i-j-1.2Ä... /i-l-2 

^ r:2T7rÄ — 

gesetzt ist. Bilden wir nun die quadratische Covariautc i/j, deren 
Symbol {ahf' a^cbx ist. Wir erhalten sie nach § 30. aus den durch 
2/t4-l -SA . 2A— 1 . . . 2 dividirten 2^*=° Diiterentialquotienten von /; 
welche folgende sind: 

ax-\-hy, Ix, ..., oy, c{x+y), ex, ..., hy, ay + hx; 
und es wird also 

^ = 21 (ax+by) (ay + hx) -^2h.¥xy + {- 1)'-' p <ßxy 

= {2ah + ac'){x^+f) + 2{a' + lß-2hlß + i-iy'-'Qc' 

+ {-Vy'0c'lxy, 
wo p, ö die Binomialcoeffieienten 

_ 2h.2h--\....h+2 _ 2h.2h-l. . .h+\ 

^~ 1.2...Ä-1" ' ^~ 1.2 ...h 

bedeuten. Nun kann man offenbar die Coefficienten a und l so be 
stimmen, dass 

2ab + ac^ = 0, a^ + ¥-2hh' + (-iy'-^ &c^ +{-'])'' g c^=]. 

* Einer leichten Modiflcation bedarf die folgende Eechnnng auch noch i'iii' 
h = 2i da sie indessen auf der Hand liegt, kann sie hiei' übergangen werden. 
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Dann ist 

und mdem wir ij) wiederholt zweimal Über /■ schieben, brauchen wir 
(von einem nicht verscliwindenden Zahleufactor abgesehen) immer nur 
f zweimal nacli x und y zu iJilferenzii'en. Daher oi'hii.llen wir zuletzt 
die Uneai'e Covai'iante 

unii indem wir diese noch einmal über ip schieben, die zweite: 

Man hat also zwei lineare Covarianteu vor sich, deren Defcermi- 
uaiite nicht verschwindet. Es ist diibei nur auf die Leichtigkeit der 
Bildung, keineswegs darauf Rücksicht genommen, ob ^ und ij in den 
Coefficienten von / möglichst niedrig seien, was keineswegs der 
Fall ist. 

Es hat also, wenn m]>3, schon eine einzelne Form ungerader 
Ordnung im Allgemeinen zwei lineare Covarianten der verlangten Art, 
also auch jedes System, in welchem sie auftritt. 

Enthält ein System ausser geraden Formen nur eine lineare oder 
cubische Form, oder beides, so überzeugt man sich ieicht, dass man 
Ueberschiebungen von Potenzen derselben Über einander oder über 
die Formen gerader Ordnung bilden kann, welche im Allgemeinen 
die erfor der liehen linearen Covarianten liefern. 

So sehen wir .denn, dass bei einzelnen Formen von m = 5 an 
aufwärts typische Darstellungen dieser Art im Allgemeinen möglich 
sind, bei Systemen, sobald überhaupt wenigstens eine Form ungerader 
Ordnmig auftritt. Und zwar geschieht dies auch bei specieller Wahl 
der Coefficienten immer so lange, als noch zwei lineare Covarianten 
esistiren, deren Determinante nicht Null ist. 

Ist wiedei' h die Anzahl aller in der gegebenen Form ihrer Ord- 
nung nach vorkocnmenden Coefficienten, so treten in der typischen 
Form &+1 Invarianten auf; zwischen diesen müssen vier Relationen 
bestehen. Man findet sie, wie in § 81. augegeben ist, indem 
man nämlich die Covarianten §, y^ ^^^ ^^^ tyjiischen Form bildet 
und dann die Bedingimgen dafür aufstellt, dass diese ^ und tj 
selbst seien. 

Es folgt daraus sofort folgender Satz, welcher für die Invarianten 

eine ähnliche Bedeutung hat, wie für Invarianten und Covarianten 

zusammen die oben aus dertypischen Darstellung gezogenenFolgernngen: 

Alleinvarianten eines simultanen Systems/", 9) . . ., 

welches wenigstens eine Form ungerader Ordnung 

enthält, lassen sich als Brüche darstellen, deren 
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Ziihler ganze rationale Functionen von gewissen 
(bei einer einzigen Form )i'" Ordnung von n+\) In- 
varianten sind, während im Nenner jedesmtil eine 
Potenz einer bestimmten (fc+l)'™ steht. 

Diese ^4-1 Invarianten, dnrch welche hier alles ausgedrückt wird, 
haben verhäitnissmässig hohe Grade in Bezug auf die Coeffici eilten 
der eonstituirenden Formen. Will man aber durch einfachere In- 
varianten alle anderen rational ausdrücken, so bedarf man daKu im 
Allgemeinen einer grösseren Zahl. 



g 91. Zuriickruiiriing der Coefflcleiiten solcher tjpisclieii Darslellnn^eu 
auf niedrigere Inrarianteu. 

Schon im vorigen Paragraphen zeigte sich als nächstliegendes 
Beispiel der Fall, wo die zweite lineare Coyariante als erste Ueber- 
schiebung der ersten linearen Covariante ^ mit einer quadratischen 
Covariante !/< entstand. In diesem Falle kann man gewisse fteductions- 
formein aufstellen, welche dazu dienen, die grösste Zahl der typischen 
Coefficienten auf niedere Invarianten zurückzuführen. Es genügt hierliei 
eine Form des Systems zu betrachten. 

Möge die quadratische Covariante ■$ jetzt eine ganz behebige soin; 
immer wollen wir in Verbindung mit f die folgenden, der Ordnung 
nach absteigenden Covarianten betrachten, welche durch wiederholte 
zweite Ueberschiebung von t|; über f entstehen: 






, B, ü, D . . ■ sind dabei durch folgende Formeln g'egebeji : 

C, =(»*)' («♦T(»l)—-* («,)« 

Ili. = (o«>(a*-)>(»*")' («e-»-' Co,)» 

:t 

1) = (*!)*„ 



y Google 



luigerMlur Ordiumg mittelst luiUMur Cov.u-lantmi. — §§ OU, 91, ä(i[ 

daher 

oder Diicli dev Idoiititüt II, des § 15.: 
Aber es ist 

setzen wir noch 

so haben wir die Relation 

Aus dieser Gleii^bung erhalten wir sofort Relationen zwischen 
den All, B/,-..., wenn wir in derselben a;^ durch «j, x^ durch — a^ 
ersetzen und sodann die Gleichung mit den Ausdrücken 



multiplieiren. Es ergeben sich dann folgende Beziehungen, in deren 
jeder eine höhere Invariunte in niedere zerlegt erscheint: 



iyit Hilfe dieser Formeln drücken sich schliesslich die Coefficienten 
der typischen Darstellung von f durch folgende m-{-'d Invarianten aus: 

A, D, A^, A^, _B„, B„ C„ C, ..., 

welche grösstentheils von wesentlich niederer Ordnung sind als die 
Coefficienten der typischen Form. 

Alle Invarianten von f allein sind daher gleichfalls rationale Fun- 
ctionen dieser m + 3 Grössen, deren Nenner nur Potenzen von D sind; 
und da die übrigen Formen ip . . . noch beliebig gewählt werden 
können, so sind die Invarianten von f auf unendlich viele Weisen 
so darstellbar. 

Betrachten wir insbesondere eine Form f ungerader Ordnung 
m = 2n + l ftlr sich, und sind ^, jj lineare Covarianten dieser Form 
allein, so hat man nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
durch Jw+1, nach den jetzigen durch m + 2, aber verhaltnissmlissig 
niedrige, Invarianten alle anderen rational so ausgedrückt, daas nur 
Potenzen von einer derselben in den Nennern auftreten. 



y Google 



362 Aolitra Abschnitt. Typiöclii, D^ibtiUiing von l''onnon 

Ich will als Beispiel die Formen tunfter Oi Jirnng benutzen. Für 
diese hat man die Coefficientenreihe zu betitichten: 

J-^, Ä,„ A^, A^, A^, J.,; B,, I?2, B,, i',; (\, C„; 
und man hat die Relationen: 

A^ + DB^ + {^A^ = 

Man drückt daher alles durch 

B, A, A^, A,, B,,, B,, C;, (\ 
mit Hilfe folgender I'ormeln aus: 

A^ = -BB,,~lAA^ B, = -BC^-^AB^ 



(1) 



-BB, - ^AA, S^ = -DC\~^AB, 
A, = B^ C,, + BAB, + i A^A^ 
A; = D^ C, 4- BAB, + 1 AMj. 



§ 92. Ueber die Bedlngiingen, unter welchen Pormeu dnrcli liiieiire 
Sulii^titullou in einander ilhergcfillirt werden hüimen. 

Mit der soeben behandelten Clasae typischer Darstellungen steht 
in genauem Zusammenhange die Frage, ob zwei gegebene binäre 
Formen oder Systeme Ton solchen durch lineare Transformation in 
einander übergeführt werden können, und wenn dies der Fall sein 
sollte, auf welche Weise die Ueberführung geleistet werden kann. 

Um zunächst die Wichtigkeit dieser Frage in das rechte Licht 
zu stellen, knüpfe ich an den Begriff der sogenannten canonischen 
Formen an, welcher in specieller Fassung schon in § 49. benutzt 
\vnrde. Unter einer canonischen Form versteht man eine voraus- 
bestimmte GostEilt, welche einer oder mehreren Formen durch Kneare 
Transformation gegeben werden soll, und bei welcher die Coefficien- 
ten vorherbestimmte rationale Functionen von so viel willkürlichen 
Parametern sind, als das Formensystem von einander unabhängige 
absolute Invarianten besitzt. In solcher Weise war g^ + if eine cano- 
nische Form für eine cubisehe (§ 38.), war |* -j- 6 j£ §^ i;^ + 1^ (§ 49.) 
eine solche für eine biquadratische Form; S^ + i)* und l%^-\-^rf 
waren canonische Formen f!tr zwei simultane quadratische Formen 
(§57.). 

Das Problem, einem vorgelegten Functionensystem eine bestimmte 
canonische Form zu geben, zerfallt in zwei Theile, in die Bestimmung 
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der in den Coefflcienten enthaltenen Parameter, und in die Bestimmung 
der linearen Substitution. Was erstere angeht, so hat man für sie 
die Gleichungen, welche aus der Gleichsetzung der absoluten In- 
vai-iauten für die gegebene und die canonische Gfestalt der Formen 
entspringen [vgl. die Gleichung (6) in § 49.]. Diese Gleichungen ent- 
halten der Voraussetzung nach eine ihrer Anzahl gleichkommende 
Zahl von Unbekannten, die Parameter der canonischen Form. Ist die 
canonische Form richtig gewählt, so müssen diese Gleichungen lösbar 
sein, und werden dann im Allgemeinen zur Bestimmung der Parameter 
hinreichen. Sollten diese Gleichungen aber einander widersprechen, 
so ist die angenommene canoniache Form überhaupt im Allgemeinen 
nicht zulässig. 

Sind die Parameter der gedachten Gleichungen gemäss bestimmt, 
so handelt es sich um die Bestimmung der Substitutionseoefficienten. 
Man kann leicht hinreichend viele, Gleichungen für die Substitutions- 
coefficienten in folgender Weise erhalten. Zunächst bildet man irgend 
eine Invariante für die gegebenen (J) und für die canonische Form 
{J'). Da eine Gleichung der Form 

«wischen beiden besteht, so findet man daraus die Transtbrmations- 
determinante. Ist femer (p {x^, x^ eine Covariante der gegebenen, 
q5'(|,jj) die entsprechende Covariante der transformirten Formen, so 
hat man auch 

Eine solche Gleichung besteht unabhängig von den Werthen der x^, x^, 
und sie enthält keine Unbekannten mehr, als die in |, ij linear auf- 
tretenden Snbstitutionscoefficienten. Entwickelt man daher beiderseits 
nach Potenzen von a^j, x^ und vergleicht die Coefficienten, so erhält 
man Gleichungen für die Substitutiona coefficienten. 

Aber es entsteht die Fiage, ob diese Gleichungen immer ver- 
träglich sind. In der That hat man hier genau das Problem vor sieh, 
welches im Eingange bezeichnet wurde. Die Coefficienten der ge- 
gebenen und der canonischen Formen sind jetzt bekannt; die absoluten 
Invarianten beider sind einander gleich; es entsteht die Frage, ob 
oder wann unter solchen Verhältnissen eine lineare Substitution an- 
gegeben werden kann, welche die gegebenen Formen in die cano- 
nischen überführt. 

Betrachten wir, ganz abgesehen von der Anwendung auf cano- 
nische Formen, die im Eingange gestellte Frage, so bleibt immer 
Vorbedingung für die Möglichkeit einer solchen üeberführung die 
Gleichheit der absoluten Invarianten, d, h, entsprechend gebilde- 
ter Quotienten von Potenzen von Invarianten, deren Zähler und 
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Nenner {gleichen Grad in den Coefficieuten besikeu. Sind z. B. i, j 
die Invarianten einer bi quadratischen Form f, i' , f die einer andern 
/', so ist die nothw endige Bedingung, weiclie erfüllt sein niuss, damit 
/'durch lineare Substitution in f übergeführt werden könne, 



üder besser, so niuss eine solche von Null 
gefunden werden können, dass 



wo dann r die Determinante der Substitution ist. 

Aber diese Bedingung, wiewohl nothwendig, ist nicht immer hin- 
reichend. Sobald nicht i, j, bez. *', / gleichzeitig verschwinden und so- 
bald -'^ 



f 3' 



1 6 verschieden sind, so haben na«h §50. (1) die vier 

durch f=0 oder /" = dargestellton Elemente dieselben völlig be- 
stimmten Doppelverhältuisse, unter denen der Werth 1 nicht vor- 
kommt, 80 dass zusammenfallende Elemente in den Gruppen nicht 
existiren. Bei der Gleichheit der Doppeiverhältnisse sind dann die 
Formen linear in einander überfiihrbar ; man braucht nur nach §49. 
f und f auf die Form 



r ü/i , 9i = / ["r* + 1'» + 6 5 r <i' 



i briiisci 



, uiiie Wurzel der Gleichung [§ 49. (6)] 



ist, und 




1\/'p = iWp', nVp^-^iVp' 




ist dann die lineare Substitution, mit deren Hilfe /' in 


f übergeht. 


Wenn aber -5 = ^ = 6, oder wenn i^O, j = 0, i 


:■=(), /=o, 



so sagen die Invarianten nur aus, dass in einem Falle zwei, im 
andern drei Wurzeln jeder Elementengruppe zusammenfallen. Aber 
dabei ist nicht ausgeschlossen, dass nicht im ersten Falle noch ein 
zweites Paar von Wurzeln sich bei einer Gruppe vereinigen kann, 
ohne dass dies bei der andern zu geschehen braucht, und im zweiten 
Falle kann sich bei einer Gruppe noch die vierte Wurzel mit den 
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drei ersten vereinigen, ohne das3 dies bei der andern zu geschelien 
braucht. Man sieht also, dass in diesem Falle, obgleich die 
Invariantenbeziehung stattfindet, doch die Ueb^rführung der einen 
Form in die andere durch lineare Substitution unmöglich werden 
kann, so dass in diesen Fällen eine genauere Untersuchung der Eigen- 
schaften von f nothwendig wird. 

Aehnlich ist es schon bei den cubischen Formen, wo freilich, da 
keine absolute Invariante existirt, eine Vorbedingung wie die oben 
gedachte, nicht zu erfüllen ist. Damit zwei cubische Formen linear 
in einander tranaformirbar seien, genügt es schon, dass ihre Inva- 
rianten li; K von Null verschieden seien. Denn wie in § 38. gezeigt, 
kann man den Formen f, f dann immer die Form geben: 

f'iyu j/a) = 1'^ + 'J'^ 

und indem man nun die lineare Substitution 

1 = 1', ij==ij' 
anwendet, wird f ia f übergeführt. Auch hier wieder hiJrt diese 
Möglichkeit auf, nothwendig zu bestehen, sobald II (_und dann noth- 
wendig auch S!) verschwindet. Denn dieses umfasst sowohl das 
Zusammenfallen von zwei wie das von drei Elementen einer Gruppe, 
und die Transformation wird unmöglich, sobald f und f sich nach 
dieser Richtung verschieden verhalten. 

Im Allgemeinen kann man nun hier folgenden Satz aussprechen: 
Wenn zwei Formensyateme f, ip ,.,; f , ip' ... gleiche 
absolute Invarianten besitzen; wenn ferner das 
System f, q> . . . zwei lineare Covarianten 5, j; von 
nicht verschwindender Determinante besitzt und 
die entsprechenden S^, ij,, des Systems f, (p' . . . eben- 
falls eine nicht verschwindende Determinante 
haben, so lässfc sich durch die lineare Substitution 

in welcher (t, v Constauten bedeuten, das System 
f, Kf . . . in das System /", <f . . . Überführen. 
In allen anderen Füllen ist eine besondere Untersuchung nöthig; 
doch betrifft sie immer nur sehr specielle Formen, da das Nicht- 
vorhandensein zweier linearer Covarianten von nicht verschwindender 
Determinante immer schon eine grössere Anzahl von besonderen 
Werthen der Invarianten voraussetzt. 

Damit lineare Covarianten existiren, muss man voraussetzen, dass 
stens eine der Foruien jedes Systems von ungerader Ordnung 
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sei. Denn wir nehmen austlriieilich an, dass die linearen Cova- 
rianten, von denen hier, Gebrauch gemacht wird, durch allgemein 
anwendbare Bildungsprozesse entstehen, und also bei allgemeiner 
Walil der f, (p . .. immer vorhanden sind. Solche können aus lanter 
Formen gerader Ordnung niemals entstehen, während allerdings bei 
specieller Wahl der Coeffieienten auch lineare Covarianten (etwa 
indem eine sonst quadratische Covariante in rationale Pactoren zerfallt) 
auftreten können, welche indessen hier ausgeschlossen bleiben. 

Ein entsprechender Satz fßr ein System von lauter geraden. For- 
men wird weiter unten gegeben werden. 

Der Beweis des obigen Satzes wird folgendermassen geführt. Da 
I, tj eine niclit verschwindende Determinante D haben, so kann man 
sie zur Herstellung einer typischen Form benutzen, und erhält: 

sowie entsprechend; 

(2) i)'".r(y„!/,)=^'.r,"-f ^'.-1 r,"~| ^', + ...; 

analoge Gleichungen gelten für <p, (p' etc. 

Nun wird vorausgesetzt, dass die absoluten Invarianten beider 
Systeme einander gleich seien, oder, was dasselbe ist, dass zwischen 
den Invarianten des einen und den entsprechenden des andern Gleich- 
ungen bestehen, wie zwischen den Invarianten gegebener und linear 
transformirter Functionen. Sind also n, n' . . . die Ordnungen von 
f, (p ..., J eine Invariante, welche in Bezug auf die Coeffieienten 
jener Functionen die Grade g, </'... besitzt, J' die entsprechende 
für f'fip'..., so muss eine allen Invarianten gemeinsajne Grösse r 
existiren, so dass (vgl. § 16.) 



(3) 



J' = J.r 



Seien ferner /c, h' . . . die Grade von |; l, V . . . die von ^. Dann 
sind in Benug auf die einzelnen Functionen /', ip . . . die Grade von 
D, An, Ä„_i ... folgende: 





f 


<P 




D 


i+i i'+r 




A. 


«i + i 


II i' 




A-i 


(«-l)i + i + I 


(»-i)S' + r 




X-! 


(»-2)*+2!+l 


(«~2)*' + 2i' 
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UBgeratler üvdnniig mittelst linearei' Covarianten. — g 92. 
Man hat also, der Gleichung (3) entsprecliend : 
I)' =D .r 2 

a|nt + 1>+'''."t-'+-- 

A'„ ^.A„ .r -' 

(4) n((„-i)t-]-;-H) + n'||t.-l)f+^')+.. 



A',,- 



-2)lr + 2;.fl) + n'|(n-2)A- + 2<') + .. 



Dividirt man also die Gleichung (Ü) durch 



(5) - 



n'-f' (s„y,) 



-■^.©"-^-. (&)""' fe) + - 



p = g . ff = -^ ■-. 

Diese Zahlen q, ö sind für die verschiedeuen Functionen f, 
EK symmetrisch gebildet; aetsit man also 



(ß) 



so geben (5), (1) und die analogen Gleichungen: 

Die Gleichungen (6) bilden also eine lineare Substitution, ver- 
möge deren das Function ensystem f, tp' . . . in das Funetionensjstem 
f, <p . . . übergeführt ■wird. Die Gleichungen (6) haben ganz die 
Porni, welche in dem oben ausgesprochenen Satze angegeben wurde, 
und zugleich sind die dort durch ji, v bezeichneten Zahlen hier völlig 
bestimmt. 

Es entsteht nur noch die Frage, ob r auch, wie in (3), (4) vor- 
ausgesetzt wurde, wirklich die Determinante der gefundenen Substi- 
tution ist, also die Determinante der Coefficienten , mittelst deren 
sich die x linear in den y ausdrücken. Nennen wir diese vorlaufig 
s, und bilden wir von den beiden Seiten der Gleichungen (6), indem 
wir sie als Functionen der x betrachten, ihre Detcnninanteii. Wir 
haben dann 
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Abel' die erste der Gleichungen (4) können wir schreiben: 

Aus Verglöichmig dieser Gleichung und der vorigen findet sich sofort 

was zu beweisen war. 

Endlich ist noch zu untersuchen, ob die Substitution (6) nur eine 
oder mehrere Ueberführungs arten ergiebt. Man sieht leicht, dass sie 
in der That eindeutig bestimmt ist, bis etwa auf einen allen Sub- 
atitutionseoefflcienten gemeinsamen Factor. Ihrer Entstehung nach 
aus (5) kann man nämlich die Formeln (ß) auch so schreiben: 



wo ]/r in beiden Gleichungen dieselbe Bedeutung hat. Nun kann 
man ferner mit Einführung der Zahlen q uod a den Gleiehuiigeji (4) 
die Form geben: 

D' =1) .r^+'' 

A', =A„ .r"^"*-^ 



Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen findet man 



und dies in Verbindung mit der ersten Gleichung zeigt, dass r*) und 
*■" bis auf einen gemeinsamen Factor +_ 1 gegeben sind. Hieraus 
geht hervor, dass die rechten Seiten der Gleichungen (7) wirklich 
bis auf einen gemeinsamen Factor völlig gegeben sind, und zugleich, 
dass dieser Factor nur noch eine Einheitswurzel sein kann. 

Dass solclie Einheits wurzeln in gewissen Fällen schliesslich beliebig 
hinzutreten können, sieht man an einem Beispiel sofort ein. Ist z.B. die 
Ordnung aller Functionen f, (p . .. durch 3 theilbar, so wird jede 
lineare Substitution, welche ein solches Forraensystem in ein anderes 
überfuhrt, diese Eigenschaft noch behalten müssen, wenn man allen 
Substitutiouscoefficienten dieselbe dritte "^'urzel der Einheit zum 
Factor giebt 

Was die Anwendung auf die oben angezogene Theorie der cano- 
nischen Formen angeht, so sieht man, dass die Herstellung einer 
eanonisehen Form immer zulässig ist, sobald erstlich die iius der 
Gleichsetzung der absoluten Invarianten entspringenden Gleichungen 
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lingeradcv Ordnung mittelst linearer Covfirianten. — §§ 92, 93. 8G9 

einander aiclit widersprechen, und aobald zweitens für die gegebene 
und die cänonisehe Gestalt der Formen Paare entsprechen der linearer 
CoTarianten von nicht rerschwindender Detenninante existiren, und 
zugleich sind dann durch die Gfleiehungen (6j die Substitutionsformeln 
in einfachster Weise gegeben 

§ 93. Anwendung auf Foviiien fünfter Ordnung. Besondere rSlle dor selben.* 
Wenn wir diese Betrachtungen auf die Formen fünfter Ordnung 
anwenden, so zeigt sich, dass aus der Gleichheit der absoluten In- 
varianten die Möglichkeit der Transformation immer folgt, sobald 
nicht je zwei der vier hnearen Covarianten (§74.) «, ß, y , ä eine 
verschwindende Determinante haben. Nach den Formeln § 75, (3), 
(4), (6) sind die aus jenen Formen gebildeten Determinanten: 

M, N. E. ^E, ^i£^, El^. 

Man sieht also, dass die Ansnahmefälie nur eintreten, wenn zu- 
gleich M= und N= 0, wo dann wegen § 75. (1) auch ij verschwin- 
det. Es sind dieses also die einzigen Fälle, in welchen keine der 
oben angedeuteten typischen Darstellungen mehr möglich ist. 

Wir wollen hier wie in den folgenden Anwendungen zunäehst 
immer die Ausnahmefalle charakterisiren , sodann aber die typische 
Darstellung für diejenigen Fälle behaudeln-, in denen sie möglich ist. 
Sehen wir also zunächst, welchen Umfang und Charakter diese Aus- 
nahmefälle hier haben. 

Nehmen wir an; dsßs M und iV verschwinden. Man Icann dann 
folgende Satze beweisen: 

1, Wenn M und JV" verschwinden, verschwindet 
^ identisch. 

Betrachten wir nämlich die Gleichung 

80 sehen wir, dass mit M und N entweder et oder S verschwindet. 
Ist K identisch Null, so folgt dasselbe für & = —JJ(Jd!). Ist aber 

cf = (ö-ff)#- = 0, so verschwinden tt- und ^:-~ für x,^a,, Xo = — «,, 

d, h, a muss ein Doppelfaetor von & sein, daher &^=iiaP. Inzwischen 
lehrt die Gleichung 

»' =j/f/ Ci«) (/«) =JJ'^ 'i..' {/«)' ~ i Uff K-'i 
= — j § — t.a.^, 

* Pur diesen and den folgenden Paragraphen vgl. die Abh. von Hm. Gordan 
und mir, Ännili dl Mit , Sor. II., Toi. 1. 

Clebaeh, Tüaoile der bminm algebr, rormeD. '24: 
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(lasB m diesem Falle, wo S~0, 9'— -fta^ war: 

(i^ ß^ = — T «^ ; 
also wenn k iiiclit Null ist, was schon vorhin & = gab, muss 
r = — jt^ß^ sein. Aber aneh i hat wegen M=(iay~0 den Factor 
«, daher mnss die erste TJ eher Schiebung -& von r mit i versehwin- 
den, was zu beweisen wai-. 

2. Wenn M und Ö' identisch verschwinden, so 
verschwindet auch a. 

Es ist nsimlich 

a^ 4- Mj -.-r-- {i ccfjj — [ijfj^ «J 

was unter der gegebenen Voraussetzung sofort aaf w = fiihrt. 
Aus den beiden Sätzen 1. und 2, folgt nun sofort: 

3. Wenn M und N verschwinden, so verschwin- 
det auch cc identisch. 

Tn den zu untersuchenden Ausnahraeiiillen existirt also überhaupt 
keine lineare Co Variante mehr. 

Da & identisch verschwindet, so können die Functionen r und i 
sich nur um einen constanten Factor unterscheiden, wenn nicht eine 
oder beide vei^chwinden. Der Fall, wo i identisch verschwindet, ist 
der zuletzt zu behandelnde, da in ihm auch die Covarianten j, t, cc, 
verschwinden. Aber auch t wollen wir zunächst von Null verschieden 
annehmen, und wollen endlich auch annehmen, 'dass i kein Quadrat, 
also nicht A = sei. Wir behandeln also den Fall : 
I. K = 0, r, i, A von Null verschieden. 

Denken wir uns die Factoren von i als Veränderliche eingeführt, 
so dass 

(1) j = 2S, 

(2) i=i)5«+3<rl», + 3.-sf + S1-,', 

so giebt die Bedingung a = — {j^ = ^\ 
= 

(3) i=i,p + s,'. 
Femer, wenn 

(4) /■=ol" + 56|',+ IOcp,jS+in,/Pv + .',,-£,' + ,,,s 



(5) i = -(»i)««./. = -2i6e+3cP, + 3f!|,'H-f,'|(6.i)>, 
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also im Vergleich mit dem Torigon Auadruck: 
c = 0, d = 0. 
Bildet man min i für den Ausdruck (4), so hat man: 

und daher, damit diea mit (I) übereinstimme: 

Es folgt hieraus nothwcndig, wenn nicht j, also uiich t, iden- 
tisch verschwinden soll : 

(6) f=6iTi(bi^ + eti^). 

Man kann diese Form von ^ in der Weise auffassen, dass /"als 
Produci einer cubischen Porni mit ihrer quadratischen 
Covariante erscheint.* Von diesem Gesichtspunkt aus will ich die 
Frage jetzt direet untersuchen und zeigen, dass dann wirklich immer 
/ die verlangten Eigenschaften hat, ausgenommen wenn die Discri- 
minante der cubischen Form verschwindet, wo dann noch speciellere 
eintreten. Sei also ip eine cubische Form, A = (q)q5')^g)a,<p'j, ihre 
quadratische, Q = {(p A) ^tc^ A^ ihre cubische Covariante," B = (ÄA')^ 
ihre Discriminante. Haben wir 

/■=5A.9, 
oder symbolisch 

so ist 

i = (tt l-f a^ 1)^^2{A h) (91 hf A^K + 3 ( A hf (91 h)" fp^ ij 

= 5 (A b) {ip if A„b^-3 (<p A) (A 6) (9. b'f bj. 
Der mit 5 multiplicirte Ausdruck ist die erste üeberscliiebung 
von A über {(pbybx^^^a^^, der mit 3 multiplicirte die dritte üeber- 
scliiebung von Q mit f. IVIan kann also schreiben 

(7) « = 5 (A 0) A. ra^ - 3 {Qhf ft/, 
wo 

(8) w = (cp?-)H/. 

Schiehen wir nun (p=^<p'J dreimal über f^=bAT^ (pj, so er- 
halten wir 

« = i [3 {9'^f (^9) 9^/+ ß (9='^) ('P''P? 9^ A* + iv'^f ^A- 
Das letzte Glied verschwindet, weil es durch Vertauschung von 
(p mit tp' das Zeichen ändert, das zweite, weil es in 6(A'A) A'^^ A^, 

* GeoinotriECli: Unter den fünf Punkten, welche /■ repräsentiren 
liegen drei mit den beiden Kbrigeu cjclisch-projectivisch. 
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übergellt, das erste endlichj weil (90' A)^^'« nacli der Theorie der 
cubisdieii Formen identisch Null ist. Daher hat man o = 0, und 

(9) i=.-^{QhflJ. 
Nun ist ganz ebenso wie o gebildet wurd«: 

(ö?>7 S.^ = i |3 (eA)Me9) 9^^' + 6(g A) (g?.)>. A,. + ((2^)3 A/|. 
Da ($A)^ Qs: identisch Null ist, so verschwindet das erste Glied. 
Der zweite Theil der Klammer ist 

Mit Hinweglassung verachwiniäender Glieder wird er ^ {Qfpf dk^^, 
was sich mit dem dritten Terme der Klammer vereinigt, so dasa 

{Qhf i.Ji = 2{QtpfA/^-2n. A, i§ 35. (4).] 
und also 

(10) i = GR.A. 

Daher ist wirklich i ein Factor von f; nur weiui Ii — 0, versehwindet 
i identisch. 

Man erhält nun weiter: 
j = — iciif aJ = — QB.{a A'f aj 
=--3ß.KAA79/ + 6(AA')(q>A') A.9>/H-3(9iA')'A/9>,,.!. 
Das letzte Glied verschwindet, weil (ipA')^(p3: identisch Nnll .ist; 
das mittlere wird 

(A A') {<pA') A.. 9)^^ = 1 (AAy. 9)..% 
also 

(1,1) j = - 12 Ji . {AA'Y ipj = - 12 RK <p. 

Es ist also auch (wenn nicht J? = 0) j ein Factor von f, 
, 5 .. 
'- 72 1?=*^' 
ferner i bis auf einen coustanten Factor die quadratische Covariante 
von j, wie es sein sollte, 
II. Der Fall 

ß = 0, ^=-0, t und i von Null verschieden, 
führt auf einen Widerspruch. Denn da in diesem Falle i ein Quadrat 
ist, kann man setzen 

(12) i=P; 
man hat also, wenn 

(13) j=iJ|'+3gP, + 3.-.,S' + s,«, 

ans « = -(ifl' = 0: 

= r| + s,, 
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also *■- -0, s=^0; unt! wenn 

(14) /■-o|' + 5S|',-(-10cp,'-H<l,!|',»-(-5el,'4-<;T', 
80 hat mau 

i = _ (n if aJ = -\ci' + -ädS'n + -iein' + g .j« | (| ,)', 
dalier im Vergleich mit dem Voilgen 

c = 0, 11 = 0. 
Bildet man nun i, so erhält man 

also im Verg'leich mit der angenommenen Form von i: 
l = (-8i.<i + 3c^(|i))S O-'-^cd, ()=--dK 
Hieraus folgt d = 0, also j = — c|^, daher 

Man hat also den Satz: 

Wenn a nnd A verschwinden, ohne dass l ver- 
schwindet, so verschwindet auch r, daher auch S, 
C, und f hat einen dreifachen linearen Factor. 
Dasa auch umgekehrt bei einem dreifachen linearen Factor von / 
die Ausdrücke t, Ä, B, C verschwinden, folgt sofort, da sich für 
a, h, c keine Bedingungen ergeben haben. Der dreifache Factor 
kann durch Bildung von i immer gefunden werden. 

Es entsteht nun die Frage, welche Eigenschaften f besitzt, wenn 
wir zwar A von Null verschieden, dafür aber ausser k auch 
T identisch Null annehmen, während j noch als von Null ver- 
schieden gedacht werden soll. Aber nach der Formel § 75. (10) 
hat man für diesen Fall nothwendig A.j^=^0. Die obigen Annahmen 
sind also unmöglich, entweder wird man auf A = 0, also auf den 
vorigen Fall zurückgeführt, oder auf j=:0, und man kann den Satz 
aussprechen : 

Wenn a und t verschwinden, so ist entweder i 
ein Quadrat, oder muss verschwinden. 
III. Der Fall, v/o j verschwindet, aber i nicht, und auch 
* kein Quadrat ist, führt das Verschwinden von r, B, C, « selbst- 
verständlich mit sich. Setzt man 

f=a'S-^-bll'ii^\(}el^-,f-\-lQd^'i' + beln* + yf[^, 
so wird 

es muss also ö = 0, c = 0, (? = 0, e;=0 sein, oder man hat den Satz: 
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Wenn j verschwindet, ohne tbiss i Null oder ein 
Quadrat ist, so ist f die Summe aweier fünfter Po- 
tenzen, deren Argumente die linearen Pactoren von 
i sind,* 
Auch daa Umgekehrte ist unmittelbar ersichtlich, 
IV. Ist j identisch Null, ■/ ein Quadrat, aber von Null 
verschieden, so hat man ähnlieh wie oben: 

.; = ga, j = - 2 {irif I c |3 ^. S rf r ■)/ + 3 e I ^^ + r/ 7;^'! , 
also c = 0, (^ = 0, e^O, (/=-0, 

Hieraus ergiebt sich aber i=^0 und daher der Satz; 

Wenn j verschwindet und Ä = 0, so ist auch 
i^O und f hat einen vierfachen linearen Factor. 
Der Fall i = ist hierbei zugleich mit erledigt; deiui mit * ver- 
schwindet auch J und Äj und ^ = führt also immer auf einen vier- 
fachen linearen Factor von f, sowie umgekehrt die Existenz eines 
solchen immer i=^0 macht. 

Hiermit ist die Anzahl der besondereji Fülle erschöpft, die beim 
Verschwinden von a nocii denlthar sind. 

§ 9i. Tyi)isclie Uarstelhmg der Foriiien flijifter Orrtiiiui^ mittelst 
llneai-er Covftrlant«D. 

Es bleibt übrig für die Fälle, in denen M und N nicht zugleich 
verschwinden, die Coefficienten der typischen Darstellung durch unsere 
fundamenti'dea Invarianten auszudrücken. Um alle Fülle zu umfassen, 
muss man einmal 

(1) | = a, ^=i-ia)i,=.-.ß, D^-M, 

das zweite Mal 

(2} 1 = «, i;=(TK)T,^ = y, B=-N 

setzen ; denn eine dieser Substitutionen muss der Voraussetzung nach 
möglich sein. Beide Fälle sind unter denen enthalten, für welche in 
§ 91. die Coefficienten bereits auf einfachere Formen zurückgeführt 
wurden. Setzt man 

(3) i = a, )j = (*<.)fc, D = -{i,a)', 

wo !/> irgend eine quadratische Covariante bedeutet, so ist 



* öeometrisüh.: Die fünf f ropräeentifeadcn Punkte sind oyclisoli- 
projectivisch. 
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., Ä.j = — D L\~IAA, 

A^ =- B' C, + nAB^ + lA^A„ 
wo A, A^, A„ Ji^i, -Bi, Cf,, C, die Formen werden: 

((i) B„ = {aiif{aciy, Bt=^{at?{accf(atij 

C„ =(ö?(.)M«V'')'{««), C, =(a-(l-)^ («!/.')'(«'?)■ 

Diu Bestimmung der letzten aiobeii luviwianteu bleibt für ^ = 'i 
und iji=^-c auszufiihreu. 

Es ist weseutlich mir die Bestimmung dea in beiden FäUeu 
gleiclilaiiteiideii Coeffiraeuteu^4,|, weldie einige Schwierigkeiten madit. 
Um diesen Ausdruck darzusti;Ueo , werde icli zunUchsi einige der 
Tlieorie der Formen fünfter Orduuiig augeliörige Sätze ableiten, 
welche aicb den in § 75. gegebenen anschliessen. 

Die zweite Ueberscbiebung von f mit -& ist 

{a&Y aj= (az) {aij {it} aJ>=^(aT) {at} aj \ (ar) L~~{m) rj. 

Das erste dieser Glieder entsteht aus 

{nTy'aJ = -iÄj-ia 18 75. (10^ 

durcli Uebersicliieben mit i, und es ist also 

(<«)> («») a,'i, = -iA. (ji) i.-ii. («0 i-. 



-~iA.(P~)i,+ 



Dagegen ist, weil j = ~~(ai)^a/, dag zweite Glied: 

die cubisebe Covariante von j. Man hat alsQ schliesslich: 

(7) (i>»)'a,' = -iA.U,)j.H, + 'l + Q. 

Die dritte Ueberschiebung von f mit k' bildet sicii uuu 
folgend er massen. Es ist, da a^ — (ji)^ji: 

a^^ {aaf = - aJ {auf ijif (aj) = - aJ (aj) \ (aj) {c/i) + {ai) (ja) \K 
Von den drei Tennen, welche die Ausführung des Quadrate gieht, 
verschwindet der erste identisch, weil er den symbolischen Factor 
(fitj)' enthält (§ 75.). Ea bleibt also : 

«^a [■„ k)3 = — aJ (aj) (a i)^ (j af - 2 aJ (aj)^ (a i) (a i) (j d) , 
oder, da jj {j«) = - *, (aif aJ = -j, i^ (K^) = - ^ : 

(8) aJ {aaf = -jj U») (*«) - 2 aJ (a 9-)"- (aß). 
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Betrachten wir zunächst das erste Ghei! rechts. Es ist 

j.' 0"*) (^«) =i- U») i ü«) *.- (i») «.i- 

Der erste Theil dieses Gliedes ist (■»&■') ».r&'j:, also Null; der 
zweite wird, indem man -~j'x^{j'a) für ^^ setzt; 

Man hat also 

j/(i&)(^ «) = «.!'. 

Sodann hat man, um das zweite Glied in (8) kli erlmlton , nur (7) 
über ß KU schieben und findet: 

<•«■(<■»)' («•/i) = -^(ii)ji.'(i«+2%i..(i«}+^''%(i«+«.'(efl- 

Nun ist: 

ii.' m - i.i. (jß) I üi) = -i. (ii)'-li = «ß, 

».(<« = •-("■) (i'«) = -i^.«. 
Wa3 eudlicli Q^? {Qß) betrifft, so ist in der Tiieorie der cubischen 
ff'ornien bewiesen (§ 35.), dass für die Polal'e Q^^ <^,j der AusdrucJf 

Ü»)i." % 
gesetzt werden kann. Daher ist 

e.'K'ffl-(i')i.'('« 

oder, da alles mit {jr)^ Multiplicirte nach der Theorie der cubischen 
Formen identisch verschwindet: 

Q.' («« - (J')i' ü« '. = ü«) 0'') (") J. '' 
= (J *) (J>) '.[(}«) •« - (j>i "4 

= - (»IT) (».■)i.r,+ {<..).,.«.; 
weil nun ferner 

und nach der Theorie simultaner quadratischer Formen 

(Or7=.0, (&if = Q (§ 57.), 

so hat man 

«.'(«» = 4-8»-«?, 

daher endlich: 

und aus (8): 

(9) aj (a ccf = (|-4^- B)&+ay — ^ÄKß. 

Man controürt die Coeffieienten dieser Gleichung, indem man die 
Ausdrücke (aif^aa)", (nT'fiaaf auf doppelte Weise bildet. 
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Schieben wir (9) noch einmal über «, so eriialtcn wir 

(10) o,(«.)'=H^'-i)).*+(y-^)», 

WO d'={&ft)'3'.r die in § 74. ao bezeichnete lineare Covariuiite ist. 
Nach den. Formeln § 75. (4) erhält man endlich hieraus für don Ooef- 
ficienten An^^auf den Ausdruck: 

(11) ^,=(M--K).a 

Es hat keine weseutliche Schwierigkeit, iiiinmelir die Coefficienten 
der typischen Darstellungen zu berechnen, welche njan erhält, indem 
man i oder x an Stelle von ^ treten lässt. 

Erste typische Darstellung. Tp~l. 
Aus (10) folgt, da .1 = /? wird: 

A = («ffl(»«)' 

/N MA 



-(}4'-ii)(«« + (f-^)(<.(i) 

.875.(3)(6).1 



„(,^._B)*i_^_«(|_^) 



Ferner hat man; 

B,= (<i>)"(clo)'-(/«)>=- (»«)■ = - Ji 

JJ, = (aif (»«)■ (aß) - {ja)' Uß) = -(»«) (ff ffl 

= -(Sß)^-i{NA-MB) [§ 10.(6).] 

Co = {ai)^ {«^T (öa) = (««) = 

c, =(<.-;)'(o<')'(o« = (««=->i. 

Zweite typische Darstellung. !)' = r. 
Man hat i? = J', D = (a7)= — iV, A = C Ferner aus (10); 

Ä,^{ar)ia«)'={iA'~B){ir) + {^-^)(''r) 
„ ,, ^NB-MC {N MA\„ 

B, = (u,)'(a«}' = -iAUur = iAB. [§ 75. (10).] 

B,^{at)'[aa)'lar)=^lA{ja)' (j» -J, (;„)• („,) 

M 
<-f^(ff»)(9rt + .j-(,«) 

= f^(<i» + f (>■«) = |-CJ^.B-Jlfö) + fÄ H 75. (4), (6).] 
0, =(ar)» (orT (o«) = -|^ü.)'(i»)-}(«) (ot) (.•o) = iü. 

C, =(«»)' («0'("j') = -T^(j')'(J»-»(") («»)Cir)~i (")'(« r) 
■-%^-JC«)(«')('r)- 
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Nur der letate Terra becki'f ciuur Etjumrliuiig. Trägt miiu für y 
d(3ii Werth (r'a)T'.c eiu, so wird 

= (!.)■ (««V-1 {")'("?=- ^J»-.i«Ci 

SO cluss endlich: 

„ BN+MC 
6,^ 3 ■ 

Oharakteristiscli ist iür diese Ditfatelluiigen vor allem, dass 
sämmtliclie Ooefficienten mit geradem Index den i'actor 
R enthalten. Mau hätte dieses von vornherein schliesseii k'öimeii, 
denn der Grad aller dieser Coefficieuten ist von der Form 4 h-^-^, und 
da alle fundamentalen Invarianten ausser B einen durch 4 theiibareu 
(ji'ad besitzen, so inösaen jene Ooefficienten nothwendig die Form 
R.F{A, B, C) Laben. Dies ist von Wichtigkeit für die Erkennung des 
Charakters, welchen die Gleichung /■— hat, wenn die Invariante R 
verschwindet. In diesem Falle verschwinden yl^, A^, A^ und /'geht in 
die Form über: 

Es ist also ß = eine Lösung von f=0 und der übrigbleibende 

Factor vierter Ordnung enthält nur noch die Quadrate, so dass man 

folgenden Satz aussprechen kann: 

Wenn B verschwindet, ohne dass Ü/ und JV^gleich- 

zeitig beide verschwinden, so ist a ein Factor von /^ 

f 
und der Quotient -~ wird durch die Substitution 

z-=^ oder 2 = ~- eine quadratische Function von s. 

Die Auflösung der Gleichung /'= hgngt dann also nur noch 
von einer quadratischen Gleichung ab. 

Der obige Satz lässt sich in folgender Weise umkehren: 

Ist die fünfte Wurzel einer Gleichung fünften 
Grades eine Wurzel der zu den übrigen vier Wur- 
zeln als Wurzeln einer biquadratischen Gleichung 
(p — Q gehörigen Form Ttp, so verschwindet B (vergl. 
§ 89.). 
Hierdurch ist in der That der obige Sachverhalt ausgedrückt; 
denn die Veränderlichen (oben «, ß, bez. «, y), durch welche cp auf 
nur gerade Potenzen reducirt wird, sind die Factoren eines der drei 
quadratischen Factoren von 3'cp, daher auch a, der fünfte lineare 
Factor von f, ein linearer Factor von T,y. 
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Um die Umkelirung zu beweisen, können wir ikvoii ausgehen, 
daaa im allgemeinen Falle, wenn Tq, den Factor | bat, 9 die Form 

9) = a I* + 6 & |ä ij* + c ij* 
annehmen kann {§§ 48., 49.); abgesehen von Fällen, wo Tq, identisch 
verachwittdet und welche hier nicht zu berücksichtigen sind, tritt eine 
Ausnahme nur ein, wenn 95 die Form ^^ij annimmt, wo daim alle 
linearen Factoreu von T^, gleich | werden. Mau hat also f nur unter 
den beiden Formen 

KU untersuchen. Im letzten Falle aber (§ 93. IV.) versehwindeu alle 
Invarianten, also auch E; der erste bleibt zu imtersucben. In diesem 
Falle aber übersieht man sogleich Folgendes: Durch die Substitution 

x\ = x^, 3^2 = — a^a , 
deren Determinante — 1 , ändern die Formen ungeraden Charakters 
ihr Zeichen, geht also E iu — R über. Aber die Coet'ficienten von /' 
bleiben unverändert, also auch B, mithin hat man JR =— iJ oder Ji=:0, 
wie zu beweisen war. 

Geometrisch bedeutet dieser Fall, dass von den fünf Elementen, 
welche den Wurzeln von /'=0 entßprechen, eines ein Doppelelement 
einer Involution sei, welche durch zwei aus den vier übrigen gebildete 
Elementepaare bestimmt ist. 

Ausser den beiden obigen Darstellungen kann man noch eine 
dritte typische Darstellung untersuchen, bei welcher «, 8 die Ver- 
änderlichen sind und JR der Nenner wird. Diese Darstellung hat den 
besonderen Charakter, dass alle Coefiieienten durch iJ theilbar werden, 
so dass, indem man den ganzen Ausdruck durch U dividirt, rechts 
und links nur noch ganze Functionen von Ä, B, C erscheinen. Bin 
Theil der h,ierbei auftretenden Bildungen wird im folgenden Para- 
graphen zur Verwendung kommen. 



S 95. Darstellung einer Fonn fünfler Ordnung durch die Siiiniiie von 
drei fuDfteu Futenzen. 

Icli werde im Folgenden die Aufgabe behandeln"' : 

Eine gegebene Form f der fünften Ordnung soll 
in die Gestalt gebracht werden: 

(I) f-i' + f' + l"', 

WO I, i'f I" lineare Functionen sind. 
Diese Aufgabe ist, wie man sehen wird, im Allgemeinen, und 
zwar auf eine Art lösbar; nur ist erforderlich, dass die Invariante C 

* ßic ist in andoror Weise gelöst in Salmon, Lessoiis, 2'i ed. S. 137. 
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niclit verschwinde, was denu vorausgesetzt werden soll. Ich werde 
bei der Form, welche ich der Lösung gebe, auch noch voraussetzen, 
dasa B nicht verschwinde. 

In diesem Falle nämlich kann man sich S und k als Veränder- 
liche eingeführt denken und kann daher die Gleichung des Problems 
in folgender Form schreiben: 

(2) f= X (S-.»»)« + ,'(«-.«-«)= + ," ((!-,»"«>'. 

Dass -es zweckmässig ist, gerade ö neben u einzuführen, wird 
das Folgende lehren. 

Wenn wir auch links d und a einführen, also, da {dc() = B und 
demnach 

li ■ a^ -— {a a) d — (ad) a 
wird , 

(3) ff.f=[(««)ä-(<.*)»]' 

setzen, so erhalten wir aus Vergleichung von {2} und (3) die folgenden 
Gleichungen, welche den Inhalt des Problems vollständig ausdrücken: 

{aaY (aS) = IV' {kiu -{-k'iu' -^x"m") 

MX (««/ («5/ = R" (««»' + '''^"' + «"^"^) 

^ ' [aaf [aSf = W (xm^ + x'm'^ + x"m"^} 

(aa) (ady = B> (xm* + x'm'* + x'-m"*) 

{aäy = B> (xm^ + x'm'^ + x"m"^). 

Es sind dies sechs Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten 
X, jc', x" , m, in' , m", um deren Auflösung es sich nunmehr handelt. 

Wenn man aus je vier aufeinander folgenden dieser Gleichungen 
die Grössen x eliminirt, so erhalt maii die drei Gleichungen: 

(5) M. iaaf = 0, Jli". (ß«) {ad) = 0, M. {aÖ'f = 0, 

wo M den symbolischen Ausdruck bedeutet: 



(6) M= 



{aaf 
{aaf{aä) 
{aa) {aSf 
{a§f 



Die Gleichungen (5) kann man in eine einzige zusa]Lmeufaasci 
denn indem man dieselben der Eeihe nach mit 



multiplicirt und dann addirt, erhält man 
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oder mit Hinweglassung des Factors {kiJJ^ = B^j welcher als üicht 
verschwiudeiid vor ausgesetzt wird : 

(7) O^M.aJ. 

Diese Gleichung ersetzt die Gleichungen (5) vollständig, sobald 
man festsetzt, dass (7) für alle Werthe der x erfüllt sein solle. 

Wenn man in M aus der ersten Vertiealreilie dea Factor (aay 
lierausaieht, so geht der übrigbleibende Factor von M in eine Deter- 
minante über, welche nach bekannten Sätzen das Differenzenproduct 
der vier Ausdrücke 

(S^ ,„„' ,„" 
{aa)' '"' '' 

ist. Das Differenz enproduct der m kann man auslassen, indem man 
diese als sämmtlieh verschieden ansieht. Multiplicirt man das Product 
der übrigen Differenzen mit {accf, so sieht man, dass man an Stelle 
von M den Ausdruck: 

(8) JB-=[(aä)- »!(««)] JCoä)-«' (««)][(««)- «!"(««)], 
und an Stelle von (7j die Gleichung 

(9) O^M' .aj 
setzen kann. 

Die rechte Seite von (9) ist die dritte Ueb er Schiebung von f mit 
der Form 

(10) 9)= (5-m«) {d~m'a) (^-m"a> 

Es muss also gi eine solche cubische Covariante sein, dass seine 
dritte Ueberschiebung mit f identisch versehwindet. Durch diese 
Bedingung oder durch die drei in den Coefflcienten vou gs linearen 
Gleichungen 

ist aber 9 bis auf einen constauten Factor völlig bestimmt; und da 
andererseits, wie aus § 75. bekannt ist, die Covariante j diesen Be- 
dingungen genügt, so kann man 



Die Grössen m, m' , m" sind also die drei Wur- 
zeln der cubischen Gleichung, welche entsteht, 
wenn man inj = die Veränderliehen d, a einführt 

und dann — als die Unbekannte betrachtet. 

Da mau die m als verschieden voraussetzt, so darf die Diserimi- 
aante C der Gleichung j = nicht verschwinden. 
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Die Argumente der drei in dein Probleme geforderten fünften 
Potenzen sind also die linearen Factoren von j\ indem wir sie in 
der Form 

§—ma, 8—m'cc, S — m"ei 
annehmen, haben wir die absoluten Werthe ihrer Coefficienten fixirt; 
es bleibt dann übrig, die Coefficienten jc zu bestimmen. Hierzu ffihren 
die drei ersten Gleicbnagen (4), nachdem durch Erfüllung von (5) 
die drei letzten Gleichungen (4) Folgen der drei ersten geworden sind. 
Dieselben geben die k linear und also eiiie eindeutige Lösung der 
Aufgabe. 

Um mm die cubiscbe Gleichung aufzustellen, müssen wir in j 
die Veränderlichen Ö, a einführen. Es ist 

j!'.i=[a«)ä-ü«)«i» 

■J, = (,;«)' (i«) 

Da rmii nadi § 75. 

i/ (,)«) = -», 
so ist 

■J, - Wy (iä) = - (»«) (9ä) .. - ■■ {SS) =. 

J. = Ü«) OV =-(*«)', 

oder da $ = {pa)&i\ 

J, = ~ (»*) (»»■) (»'«) = ^ 1 (»»')' (ä«) = - 1 JV a [9 76. (8).] 
Es bleibt uocli Jg zu bestiramon. Nun ist mit Benutzung des 
Ausdrucits von d: 

J. = ö'»)' ö») (a«) = Ciä) Ci») Ki«) (»») + ö») (««)], 

oder wenn man im ersten Theil wieder =& im: jj'^ja') einführt: 

j-,-,- (o-äj (»*) (»'») + Jü. O'ä) (i»)'. 

Der erste Theil verschwindet identisch, da er bei Vertauschuug 
von & und &' das Zeichen wechselt; sodann aber ist, indem man für 
^ seinen Werth ^ = {ix) ix "^3. einführt: 

Hier verschwindet nun rechts der erste Theil nach der Tlieorie 
der eubischen Formen, weil er den symbolischen Factor O't)^ enthält; 
der zweite enthält den Factor {jiy und wird also, da 
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Sü ist denn 



rnior üitlnung mittelst lini;r,i'er Coviinaiitcn, — § 95, ■}! 

= («r) («i) ™ («,) =. ■ (NB-MC). [§ 75. (6).] 
J., = ^(NB-MC), 



lind die Diirsfßllung von j wird mit Uebergeiiuüg eines Fiiciors li: 
rm m- :,, ^JV. ,■ NB-MG , 

Die Grossen m, m', m" sind also die Wurzeln der ciibisclien Gleielinng 

.,,, , , 3N -NB-MC „ 

(11) «>"+-2-'» + 2 " 

Die einfache Fonn dieser cubisclien Gleichung ist es, welche es 
zweckmUssig erscheinen lüsst, gerade die Covariante 8 neben a in dem 
Ausdrucke des Problems einzuführen. 

Setzt man für die Wurzeln der Gleichung (H) die Ausdrücke: 

(12) ml'> = s<u + B"v, (s' = l) 
so wird 

(13) 

daher 



oder ivpim mim beraorkt, dass nacli § 75. (1) 

2 

isti 

(n'~v'f =.iHN B ~ MC f + N' [ÄC - B^] 



I.S 75. (1).] 



„ _ j'/ NB -MC ^ E ,/ ^ C 

y/ NB -MC li-./ 

wo die Cnbikwurzeln durch die zweite Gleichung (13) 
gebunden sind. 
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Da durch (12), (14) die Grössen m völlig gegeben sind, so bleibt 
es übrig, die linearen Gleichungen zur Bestimmung der k, clie drei 
ersten Gleichungen (4) noch- genauer zu untersuchen. Mit Benutzung 
der Gleichungen § 94. (9), (10) und § 75. (3), (4), (6) erhält man 
sofort: 

(».)■(»*)■= ^. 

Dalier werden endlich, nach Division mit B, die öleielmugen 
zur Beetimmung der x: 

B'i, +y: +,'■ )_-|^«-B 
rji, ,,,„„, AM N 

li'^{xm^+x"m"'+K' m"^) =^-, 
wodurch )t, x , y" in einfachster Weise vollkommen gegeben sind. 

§ 96. Behandlung des Falles, wo C = 0. üeber die ISsnng der Bleichling 
fünften Orades für diesen Fall.* 

Ich werde jetzt untersuchen, wie die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen sich modificiren, wenn C verschwindet. Lässt man C 
gegen Null convergiren, so geht die Gleichung (11) des vorigen Para- 
graphen, mit Vernachlässigung von C^ , in 

(1) 0=(.»-B)(.»H-f)' + ?4^(»-B) 

über und die drei Wurzeln der Gleichung werden also 

''' „ I 

m 2 6}, 

wo <a die gegen Null eonvergirende Grosse 



(3) <.^-j/^ 



3AC 



bedeutet. Sodann verwandelt sieh (immer vorausgesetzt, dass E nicht 
verschwindet) die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen mit Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen von (o in: 



* Vgl. eine Mittlieilung des Votr., Güttiiigor Nachricliton 1871, S. 103. 
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f .=,« (ä - j? »)> + («■ + »") (ä + ^)° 

oiIct wram mjiii 

(4) =/+.-^-;., (»■--,")» = ~p 

set.Kt, in: 

(5) f=^(S-llaS' + >.{s+^°')+«^«.{ll+?f'j- 

Difi Gi'üsseii K, A, fj. aber werden aas den Uleiclinngen (15) de? 
vorigen Pavagraptien bestimmtj welehe nun die Gestalt annplinien 

B'ix + t) =iA'-B 

, B . ■> AM S 

(6) ..y-^-Jg-cj --j 2 






Inzwischen wird, da C=0: 

" 2 ~ 2 

('' M=2AB-iC^2AlS 

m = --l(AS''-2BMN'i-CM')^~lAlJ'; 

nnd indem man nur für den letzten Ausdruck der Küvkc wegen R^ 
beibehält, iiann man die Gleichungen (G) durch folgende ersetzen: 

«'(« + !) =iA'-B 

.,,( ,, IB \ 2A'B , B' 

'•(,"-" + ' 4 +'*)•= -"3~ ■ 

Da der Voran ssetzmig uacli H nicht verschwindet, so können 
nach (7) «iicli Ä wnd ^ nicht Terschwinden, und die letzte Gieicliung 
durfte daliei' durch B dividirt werden. Die Gleichungen geben auf- 
sei öst: 

J^i « = I A^ 

2i-> / = _ JJ 







Man hat also flli 
msdruelt : 

B'f=,iA'{ä~j 


■ f in dioseni Falle den folgenden oinfnelien 

eil aluül.i, Foili.fii. 25 
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Nun ist abe 



i*« = lj(ä+f.)-(ä-B«)j; 



setzt man (iaher 

so nimmt die Form fünften Grades die Gestalt an: 

(10) B'f=iÄ'i'-ise^-^,,'. 

Dieses ist die Fonn, auf ■welche mittelst einer hohem Suhstitn- 
tion Jerrard jede Gleichung fünften Grades zu bringen gelehrt hat, 
in welcher nämlich die Terme |*tj, ^^7f, §**;^ fehlen. Es geschieht 
dies also im vorliegenden Falle, wo C^O, mit Hilfe einer linearen 
öubstitntion, und man kann den Satz aussprechen: 

Wenn die Invariante G verschwindet, so geht 
die Form fünfter Ordnung durch die Substitution 

in die Form 



it'f=iA'e-iBi^'- ^- 



über, in welcher drei Glieder fehlen, 
Hermite hat die Gleichung fünften Grades 
(11) 3fi-x-a = 

mit Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen in transcendenter 
Weise auflösen gelehrt.* In dieser Weise ist also jede Gleichung 
fünften Grades auflösbar, für welche die Invariante C verschwindet, 
indem f== aus (10) durch die Substitution 

in die Gleichung (11) übergeht, während zugleich 



* Mit Hilfe des Jerrard'aclieii Satzes, dass mittelst einer höliern (Tschim- 
tanseii' sehen) Transformation und mit Äuflösimg von Glächnngen, deren Gmd 
den dritten nicht flberateigt, jede Gfleiclinng fiUiften Gfi-adea in die Foi-m (11) 
gebracht werden kann, löst Herraite auoli die allgemeine Gleichung fünf- 
ten Gtrades. Doch ist für den algebraischen Theil der Unteraucliiing eine voll- 
ständige Darstellimg für Jetzt noch nicht möglich. 
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Die Gleichung (11) führt leicht auf den allgemeinen Ausdruck der 
Discri min ante einer Gleichung fünften Grades. Denn da diese in den 
Coefficienten nur vom achten Grade ist, so kann sie C nicht ent- 
halten, wird also nicht gelindert, wenn man C verschwinden ISsat. 
Man kann diese Discriminante also, ohne die Allgemeinheit zu be- 
einträchtigen, aus der Form (11) bilden, Soll die Gleichung (11) 
aber zwei gleiche Wurzeln haben, so muss 



also 



5* 



sein; und indem man hier den Werth von a aus (13) einführt, 
hat man 

JS-64J:f = <), 

so dass A!-' — CriiB die Discriminante ist, wie oben S. 354 gefunden 



§ 97. l'ypisclie Darstellinig zweier simiiltancu Formen zweiter und dritter 
Orilnuug mittelst linearer Covariaut«n. 

Die in §§ 90 — 92. auseinandergesetzten Principien der Einführung 
lineai-er Covarianten iiud der Untersuchung über die Möglichkeit, 
gegebene Formen linear in einander zu trausformiren , mögen nun 
noch auf einige Beispiele simultaner Formen angewandt werden. 

Das einfachste Beispiel bildet die simultane Untersuchung einei' 
quadratischen (f) und einer eubischen Form (9). Das Formensjstem 
ist fQr diesen Fall in § 59. entwickelt worden; ich beziehe mich auf 
die dort gebrauchten Bezeichnungen. Es wurde dort gezeigt, dass 
die vier linearen Covarianten 

(1) {. = (««)•,.„ q--.{hp)h,, 
die Determinanten besitzen: 

(>■.')=■ 

Zwischen den fünf fundamentalen Invarianten D, E, F, H, M 
besteht die einzige Beziehung 
{?,) M^ ---I \DL^ - 2ELF+ ItF'\. 

Man sieht daraus, dass die sechs, aus den Coefflcienten der 
linearen Covarianten gebildeten Invarianten (2) immer sämTiitiich, 

25* 
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uEcl mir dann siLmmtlich versehwinden , wenn F und i verschwinden, 
MaJi hat daher den Sata: 

Typische Darstellungen der simultanen Formen 
f, ip mittelst linearer Covarianten sind nur niüg'- 
lich, so lange die Invarianten F, L nicht beide ver- 
schwinden. 
Und 

Eine quadratische Form / und eine cubische 
Form (p können immer mittelst typischer Formen 
gleichzeitig in zwei "andere Formen /", (p linear 
übergeführt werden, so lange die absoluten In- 
varianten beiderseits gleich sind, und die luva- 
riantenpaare F, F' und L, L' nicht gleichzeitig 
verschwinden. 
Untersuchen wir zuuächat, was das gleichzeitige Verschwinden 
von F und L für die Formen /', <p aussagt. Es ist L nichts anderes, 
als die Resultante von /' und A ; daher müssen f und A einen Factor 
gemein haben, vorausgesetzt, dass nicht etwa A identisch verschwin- 
det, also ip ein vollständiger Cubus ist. Unterscheiden wir also 
folgende drei Fälle: 

1) f ist kein Quadrat, ip kein Cubus. 

2) f ist ein Quadrat, 90 kein Cubus. 

3) ip ist ein Cnbns. 

1.) Im ersten Falle sei f^2x^x^, 

^^ccsi^^ + Sßx^^x^ + Sysi^x^ + ä x^^. 
Mau hat dann 

Daher wird 

F={npf=:~Sßy = 0, 

und ausserdem, da A mit ip einen Factor gemein haben soll. 

Hieraus folgt, dass entweder ß und ay^, oder y und d ß^ vor- 
schwinden muss, also entweder /9 = (), y = 0, oder /3 — 0, « = 0, oder 
^ = 0, d = 0. Dieses führt also auf folgende Fälle: 

1. /"stimmt mit der quadratischen Co Variante von rp bis auf einen 
numerischen Factor flberein (|5 = 0, y = 0). 

2. (p hat einen Doppelfactor, welchen f zugleich einlach besitzt. 
2) Ist / ein Quadrat, so sei /"= x,^, 

(p = ax^^-i-B ß a-^^x^ + 3y iCj x.^^ -\- d x^. 
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Es wird 

p ^yx^ + Sx^, 
daher geht F=(op)a = iu S = 0, L = mßd-y' = 0, alsojn 
y = über. Dies führt aul' den zweiten Fall von 1. Kiirück. 
3) Ist ip ein Ciibus, so sei 

/'= ax^^ + 2hx^x.^ + e x./, (p ~ yj^^ ; 
man hat A = 0, so dasa dio Gleidiuug i = von selbst IjylViedigt 
ist , und 

p = cx^, F=c^, 

also c = 0. Mithin ist der dreifache Factor von tp zugleich einlacher 
von f, und auch dies ist unter dem zweiten Falle von 1. eiithaUen. 
Mau hat also den Satz: 

Diia gleichzeitige Verschwinden von F und /, 
tritt immer nnd nur in folgenden xwei FUllon ein: 

1) wenn /' hIcIi von der (juadratischen Covtu-iante 
von <p nur u ui einen nunierisehen Factor unt er- 
scheidet*; 

2) wenn «p einen Doppelfactor hat, welcher 'iw- 
gleich einfacher Factor von f ist. 

Jü allen andern Fällen ist alao eine typisclie Dai-steHung mittelst 
linearer Covarianteji möglich; iu allen andern Fällen zieht die Gleich- 
heit der absoluten luytwianten zweier analoger Systeme immer aneh 
die Möglichkeit der linearen Transformation nach sich. 

Wir haben daher zwei typische Darstellungen zu untersuchen, 
von denen immer eine möglich ist, so lange Überhaopt von einer 
typischen Daratelhnig gesprochen werden kann. Bei der ersten sind 
p uinl q, bei der andern p und r die neueu Veränderlichen. 

Erste typische Darstellung. 
Man hat 

W F\<i> = {apf.if-^{apf{uq).pt + Z(ap)iaqf.fq-{aqf.p^ 
Nun ist 



* öeometi'iHch : JJic l'unktgriippe 
projectivisch. 
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Die erste Gleichung (4) giebt also nach Division mit F: 

(5) i?./-«' + §J)'. 

Auf dieselbe "Weise, wie soeben der Coeflicient («5)^ iTmgewtsilti^t 
wurde findet sich auch: 

(o })■«. = (» ») (. 6) («11) (S j) a.= i\{a »)> (Sj,)> + (« S)- (oj,)' 

= -F-?-i-0-(«i')'«.- 
nnil dithor 

(«2)'(«Ji) = -i-ö-(«Ä' 
^' (««)• =-J'''-iII.(«J)7(«s), 

80 dass die beiden letaten Coefficienten des zweiten AusdrucliK (4) 
hierdurch auf die beiden ersten zurückgefiilii-t sind. 

Was nun diese beiden Coefficienten angeht, so erhält man sie 
leicht durch Betrachtung des Ausdrucks {apy a^. Indem man für ein 
p Beinen symbolischen Ausdruck setat, hat man 

{„!,)' a, = (af) («j,) (ßaf„. = («« (^O) 1C«0) Ifp) + Iffi (pa)l ".■ 

YertaiiBcht man im ersten Theile rechts a mit ß, so kann man hier- 
für setzen: 

(7) {apfa, = {aßf\{ßa){pa)a,-^{ßd)(aa)p\ 

= (A«)(pa)A.-i-Bp. 
Den ersten Theil dieses Aasdrucks kmiu man nun aiLf r Kurück- 
fiihren, indem man nach § 59. (7) r in der Foim 

r = (^ A) Aj 
benutzt. Es wird dann 

(Afl) {pa) A.= (A«)'^i) + (Afl) [ph] «, 
= A'j>+ {ra) aj.=--Ep — s, 
und also aus (7) 

(8) («j,)<»„ = i«i)-s. 

Schiebt mau diese Form über p oder q, und benut/t die Gleich- 
ungen (2), so erhalt man: 

(ap)» = — (sp) = ~M 

2 
daher auch aus (6) : 

(10) («,)■ =.^-¥'-\J){DL-EF). 

Und die typisclie Darstellung von <p wird also : 
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(11) F'q>^-Mq'-i{DL-EF)pq' + iI>Mp'g 

Sotat man iioeli der Kürze wegen 

(12) P=DL-EF, 

so sind alle Coeffici eilten lier typisclicn Ansdrüclce (5), (11) rationale 
Functionen von 

(VA) F, M, P, n, 

niid man hat also (Ion Siitz: 

Alle simultiineii Invarianten pon /'und (p lasi96n 

sich durch F, M, P, D rational ausdrücken, und 

zwar so, dass nur eine Potenz von F im Nenner 

stellt. 

Es ist leicht, dies durch An{,'cben der wirklichen Ausdrücke zu 

bestätigen. Denn nach (?>) ist 

-23I^D=^ {DL - EFf -i-ißH- E') F'\ 
oder 

Daher Init man Kunachst 

P^ + Sil/^Ö 



(14) 



aus den öleichungen 

P^ BL-EF, IP = - l [DL' ~2ELF+IIF^) 
aber findet man weiter 

2 ELF- 2_M^-in? 



(15) E--^—---, P.- 



SO dasa, wenn man den Werth von L aus (14) einsetzt, wirklich 
alles durch die Grössen (13) auf die angegebene Weise ausgedrückt ist. 

Zweite typische Darstellung. 
Führt man die linearen Covarianten p und r ein, so hat man, 
da {pr) = L die Determinante der Substitution ist: 

(IG) ^''-f = («P)' *'^-^ («i') («'")i' '' + (*»*)' P' 

^ ' — L^ .(p =(o:j»)är^ — 3 (apf {ar) r^ p + ^ i'^P) {^rY r p^ — i«>'f P^- 

Unter den Coefficieuten von /'sind (apY^F, {ap){ar) = M 
schon bekannt; ferner aber ist [vgl. (2)|, da s = {ar)ax: 
(arf = (sr) = N. 
i^m f erhält mao also eleu Ausdruck : 
(17) L'f-Fr'-2Mpr + Nf. 



y Google 
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Von doli Cüef'licieiiteu lies Ausdruck« für tp erhält luaii die beiden 
erstuii aofoi'tj iadein man j) oder r über die Gleichung (S) schiebt; es 
wird dann 

(18) («p)'--^-M, C«p)'(or)=.|a,r)-(sr) = ii'L-iV. 

üin die beiden iindern Couflicientcu zu fiiidoii, eütwicliult iiiiui 
die Form (ßr)^«^.. Nimmt man r in der Form 

so isl"; 

(«.)'«,- («A) C« A') (j,A) (yA'l «, 

= (B A)Uji A')' «^ - i (A A'J« (oji)' «- 

da Oer mit cloiu Symbol (ßA)^ behaftüt« Tlieil nach der l'iieoriü der 
cubisclieii Formen ideittisoli verschwiiulefc. 
Nun wird daher: 

(«.•)' - -ä^ifd'--) -(."■)) = - ä (-2- -A). 

Uiul somit wird die typiaclie Darstellnug von ip: 
/ML 



<^^ 



E/EL 



, M/EL ,A , 



§ 98. Ty|>isclie Darstellung' /welor siiiiiillaneM ciibisclicii Formen. 

Zwei simultane cubische Fonueu besitzen, wie in § 61. gezeigt 
wurde, im Ganzen acht lineare Covarianteu. Wenn alle diese bis 
auf constante Factoren identisch sein sollen, so dass eine typische 
Darstellung mittelst linearer Oovarianten nicht mehr möglich wird, 
so müssen die sämmtlichen Unterdeterminanten des Ausdrucks 2 52^ 
{§61. (12)1 verschwinden^ denn dieselben geben nach den Gleichungen 
(19), (22) desselben Paragraphen die aus den Coefficienten der Aus- 
drücke p, ■% und der linearen Formen 

(Ajt) A,., (ejT) G^, (Vjt) V.^ 

(Ajp)A., (Qp)Q^, (Vi))V^ 
zusammengesetzten Determiuanteu. Es ist leicht zu zeigen, duss dann 
überhaupt die acht linearen Covarianteu sich höchstens noch um con- 
stante Factoren untei'scheiden koiuien. 
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cianten. - §g 97, 03. 
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Erstlicli verachwindet dann auch Q , also (p %). Verachwinden beide 
Covarianten j),, jt identiscli, eo verschwinden auch alle anderen sechs 
linearen Covarianten [vgl § 61. (10)|. Verschwindet nur eine, etwa f, 
so bleiben die Covarianten 

ji, (3rA)A^, (jrV}V,^, (;rA)(AV)V^. 
Aber weil {n;A)^ = 0, freV)^ = 0, so sind die Ausdrucke (jrA)Äj, und 
(5iV)V.v entweder Null, und also auch (reA) (AV) V, — 0, oder sie 
sind von ii nur um euion constauten Factor versclüeden, also etwa 

(jrA)A. = m^, 
daher auch 

(;eA) (AVJ V,..--m(3i;VJ V,, 
also auch diese Covariaute nur um einen constaitten Factor von w 
unterscliieden. Vorschwindet auch JJ nicht identisch, so redueiren 
sich ebenso die Covarianten 

(j)A) A.., (pV) V.,, (i-Vj (VA) A^ 
auf p. In allen Füllen giebt es also nicht zwei lineare (jovariauten, 
welche sich um mehr als einen constanten Factor unterscheiden. 

Untersuchen wir nun den Inhalt der in dein Verschwinden der 
Unterdeterminanten von 2 Q^ enthaltenen Bedingungen genauer. Wir 
luiteröcheiden drei Fälle. 

1. Die Discrimiuante einer der beiden Formen /' und (p sei von 
Null verschieden. Man kann dann setzen: 

also 

£^ = 2x^x^, = c a:/ + (fl + d) x^x^ + h ic/, 
^ = 2\{ac — lß)x^-\- {a ä~'bc)XiX^-\-(bä— c^) x^\^, 
^ = — 2 (& a^^ + c x.^). 
Daher verwandelt sich die Gleichung (A;j)^ = in lc = 0; und 
wenn also etwa h = ist, geht ß~0 in c = über. Man findet also 
(p — a x,^ + d x^^. 
Da zugleich Q^x^ — x^, so ist ip eine lineare Comb in atioii von 
/■ und Q. Daher kann in diesem Falle eine lineare Covariante, welche 
zugleich eine solche für /' allein sein müsste, nicht esistiren. 

2. Die Discriminanten beider Formen verschwinden, aber we- 
nigstens eine der Formen ist kein Cubus. Man kann setzen: 

/■= ^x^'x,^, tp =: a x^' -{-Zh x^ x^-\-Z c x^ x/ + dx^^, 



also 



A=- — 2x^^, Q = —2bXy^ — cxiX2 + dx.^, 
= 12 (^ac — h'')Xj^ + (^ad — bcyXiX^-i- (hd—'ß^x^^i 
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Die Gleichung (Äjj}^ = reducirt sich auf d~0, und sodann 
fi = auf c = 0. Daher ist wieder p = 0, und g; hsit die Form 

Da diesmal Q:^2x,^, so ist wieder <p eine lineare Comhiiiation von 
f und Q; wie oben. 

3. Beide Formen sind Guben. Dann verschwinden Ä und V, also 
auch p und 7C und alle anderen linearen Covariauten. 
Man kann also folgenden Satz aussprechen: 

Die typische Darstellung zweier cubischen For- 
men f, ip mittelst linearer Covarianten ist niir un- 
möglich, sobald die ersten beiden linearen Co- 
varianten p, % identisch verschwinden; und zwar 
geschieht dies in folgenden beiden Fällen: 

1. Wenn eine der Formen eine lineare Combi- 
nation der andern und ihrer cubischen Oovariante 

2. Wenn beide Formen Guben sind. 
Abgesehen von diesen Fällen führt also bei 

Bwei Paaren von. cubischen Formen f, tp und /" , i)/ 
die Gleichheit der, absoluten Invarianten die Mög- 
lichkeit mit sich, die Formenpaare linear in einan- 
der zw transformiren. 
Von besondenu Interesse ist hier offenbar die Darstellung der 
typischen Form durch p und ir; diese allein werde ich untersuchen. 
Da i^p7t) — —2Q, so hat man die Formeln: 

-8QKf={a«y.p^—3{a«f{ap).p^:it + i{aTc){apf.pjt^~{cipy.7L'', 
*• -' -8Q^.q>=={aaf.p^-5(K7ff{ttp).p^a+${i>.7t){apy.pn^~{ap)K%% 
und es bleiben also zum Zwecke der typischen Darstellung die acht 
Ooefficienten rechts zu untersuchen. Aber es ist leicht zu zeigen, 
dass die acht Coefficienten dieser Formen sich auf eine viel geringere 
Zahl reduciren. Es ist nänibcb mit Benutzung der Formeln § 61. (5): 
Co Z) aj' + (ecp) aj -^ 2 (G a^ (« ß ) ö/ + 2 (0 af (« «) a/ 

Aus der Gleichung 
folgt aber sofort: 



* Geometrisch: Die Punktgruppen heiclcJ 
elben PuHktepaar cjoliBch-pi-ojectiviscli. 
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ungürader Ordnung mittelst löiCMOi* Coviii'i;i.nt()H. — § 98. 395 

(««)• +(«)'(« J>)=0. 

Man kiiiiu also setzen; 

(«»)>= j, -(.«)>(«)>)=(»«)==JJ, 

(2) (»«)(»i,)' = -(o«)'(«p) = C, 

und die Gleichungen (1) verwandeln sieh in die folgenden: 

Mau kann daher den Satz aussprechen: 

Die beiden Ausdracke-8fiYund-8fl> steilen 
sich dar als die durch 4 dividirten nach ji und re 
genommeneu Diff'erentialquotienten der biquadra- 
tischen Form; 

(4) _F= -8Q3 (/-JE + ^ j,) =^Ap^-\-4:Bfx + C}Gifn' 

Mau kann beweisen, dass hierin die einzige Lösung der folgen- 
den Aufgabe enthalten ist: 

Man aollj wenn zwei cubische Formen /', (p ge- 
geben sind, zwei lineare Functionen ^ und 7\ so 
finden, dass, wenn man sie als Variable einführt, 
ip und f die Differeutialquotieuten einer Form F 
nach I und rj werden. 

Ist nämlich 

so hat man luicli (leii Beilingungeü der Aufgabe: 
dF_^ dF dF _ 

S^~^' 81 + '' dr," 
eF SF «-f . , , 

daher, indem man die erste Gleichung nach x^, die zweite nach x^ 
differeunirt und die DiiFerenz bildet; 

oder wenn man die Symbole von ./'und gs einführt: 
(«5) .„■ + (»,) a,> = 0. 
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Schiebt inau diese Gleichnug zweimal über A, 0, V, so iiat man 
mit EäcliBiolt auf § 61. (5): 

o=(»i) (»e)"H-(<.,) (»ej«-- 2 IC?) + ü»i)l 
o-C'"i)(»v)-=C'"i)- 

Alis der ersten und der letzten dieyer Gleiuhuug'en folgt: 

wo die p, 6 Constitiite sind; die mittlere GlBicliiiiig aber giebt dann 
= 9-0, 

so daas in der That ^ und ij aicL nur durch einen gemeinsamen 
Factor uoch von p und it unterscheiden liönnon. 

Darcli den vorliegenden Satz ist eine merkwürdige Beziehung 
a wischen der Theorie zweier simultanen Formen dritter Ordnung, 
und zwisclien der Corabinatiou einer gewissen Form vierten Grades 
(^F) mit awei linearen Formen (x, p) begi'ündet. Man kann nicht 
sagen, dass die Theorie der simultanen cubischen Fovmeu, welche nur 
acht Coefficienten enthalten, mit der einer biquadratischen in Ver- 
bindung mit zwei linearen Formen {sie enthalten zusammen neun 
Coefficienten) identisch sei; aber die Verwandteehaft beider Theorien 
ist so gross, wie sie, ohne in Identität überzugehen, werden kann; 
es ist nämlich in der That zwischen den Coefficienten von F, p, s. 
nur eine einzige Relation vorbanden, welche sich dahin aiisdrüekt, 
wie man sehen wird, dass 'jp bis auf einen Zahlenfactor einer Potenz 
von (^re) gleich wird; was denn in der That hinreicht, um die Coef- 
ficienten von F, j>, TC auf acht von einander unabhängige zu be- 
schrimken. 

Ich werde im folgenden Paragraphen zunächst die Aufgabe lösen, 
die Coefficienten von F durch die einfachsten simultanen Invarianten 
von /' und tp darzustellen; dann aber in dem darauf folgenden Para- 
graphen auf den Zusammenhang der Theorie von f, <p mit der Theorie 
der bi quadratischen Form F genauer eingeben. 



1 F diircli die cliifaclistisii siniultAueii 
ou f und cp. 

Um die Coefficienten A, B, G, D, E durch die einfachsten 
simultanen Invarianten von f und gj auszudrücken, betrachte ich zu- 
nächst die vier Ausdrücke: 

(«jt) tcj', (an) aj, (ccp) kJ, {ap') aj, 
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deren beiden mittleren schon oben gezeigt wurde, dass sie ent- 
ngesetzt gleicli sind. Setzt man für die tc, p entsprechende 
,lie aus § 61. (5) ein, so erbalten wir 

«)«,' = -2 («(3) (S/i)' «.> = -(»« 1(0 ffl>«,>-(6«)'/J,'| 

= - (o(i)' e, 1(01?) a. + (6n) fJ=-2 (0 V) 0, V. 
üTt) a^^ = {ßi) ^bf a/ = ^ (ß&) \iyb]^ a^^-i^af b/] 

= i(oi)'V, l(V»)a. + (Va) J.l =(VA)v.A, 
;«rt ».« = («()) (A|J)'o,' = i(««l(A»'«/-(A«)»().»i 

= i(«/J)>A.i(A««,, + (A«)fcl = (AV)V,A, 
ctp) a,'^-2 (ab) {Qaf b,' = - (»6) | (0 bf aj - (0o)" bj\ 

= - (ab)' B, KSi) n, + (0o) b,\ = - 2(0 A) 0. A.. 

War also oben 

SO hat man jiiainiebr auch die Kweiteii Difierentialquotientcn von F 
durch (JovarJanten ansgedrüelit; es iat nämlich nach diesen Gleich- 
ungen : 

_ ^ d'-F 

4 0^ . (VA) V, A,. = [{a^fif - 2 {(mf (np)p^ + (an) (apf n^] 

-^ - \(ap) (« ^f jj' - 2 («ij)^ (a7r)pji:+ {apf ro^] 

~^8pdw. 
AQK(e A) e^V,, = - -^ [((Tj)) (« jc)^ j7ä - 2 ((jjj)s (a 7c')p7T. + (apf 7i^] 



Nun waren aber in § 61. bereits A, 0, V durch p und jt, also 
gerade wie es liier verlangt wird, ftusgedrncht; es war dort [§ 61. (20)j 
gefunden: 

2 Q^ A = -'-^ p^ - lj\^ p7t-i- t/,,j Jt"- 



2Q'-V=-U,ji:>^'-U,.^p^ 



(2) ._- , 



Es kommt also nur noch (iarauf an, die FunctJonaldeterminanten 
(1) der drei quadratischen Formen A, 0, V durch diese selbst aus- 
zudrücken. Dies geschieht mit Hilfe der Gleichung (4) des § 58. 
Indem wir diese Formel auf unsere Formen anwenden, erhalten wir: 
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2ß.(V.0)V, 6.-!-|!7„A+ U„6+Uf^i 

(3) 2a.(VA)V.A,= ET,, A + 0,, + (7,5 V 
2 a . (e A) e„ A, = _ I !7„ A + !7„ + (7„ V|. 

Daher ergiebt sich weiter, indem man die Ausdrüclie von A, ö, 
V aus (2) in diese Gleichungen einführt: 

+ (-SäÄ' + 2 P„ U,, - U„ P,,) it' 

- 8 0' (VA) V, A, =» ^iZl|?il _ 2 !7„ ff,,) j)' 

(4) + (4 Cf„ P„ - 2 f7„ £/«-%')?« 

- 8 Q» (0 A) 0, A, >^ (El^t _. n„ 0,s + 2 P,, !7„^ p' 

+ (-%-- "2 r7„r7„jj)« 

+ (-#ä + 2i7„r7„ Jy)«'. 

Da diese Ausdriieke gleich 

~ 12 dp'^' 6 bpdii' 12 Sw^ 

sein sollen, so muss der mittlere Co efflcient der zweiten Keihe, durch 
4 dividirt, dem letzten Coefficienten der ersten und dem ersten der 
letzten gleich sein. Es ist leicht, dies zu sehen. Die zu beweisende 
Gleichung ist 

oder 

^' + V„ IJ„ + 2 rj„ i/j, ~ 2 [7,, [7,, = 0. 

Nun finden, da die IJ die ünterdeterminaiiten von 20^ sind, die 
Gleichungen statt: 

U„U„-U„'=-2Q'S t;„!7„-[7„J7„ = 2fi'Z 

(5) n„ !7„ - P„» = 2 S' (T - 1 J') E7„ £7„ - i7„ C,, = 2 0' T 
f7„[7^-f7„> = 2Q'P ;7„t7^-C7^;7„_20>S. 
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Daher folgt aus den Leiden Gleiclmugen der zweiten Reihe: 



ü,,rj,,-u,,u,, + '^pi + 



16 " 



was diireh Multiplicatiou mit 2 in die zu beweisende Gleichuiig 
übergeht. 

Man kann die fünf Coefficienten, welche in (4) vorkoniraen, nmi 
mit Hilfe der Gleichungen (5) und der Gleichung 

in folgeuiler Wuise schreiben: 

%^' - Va' +2U„u,,=tu„ n,, ^- u,f) + r/„ hv„- ^\ 
Ea^ ,_ 2 (j^^ i;^ = 2 ( o,, y"„ - D"„ r/,,) - v„ h u„~ Sa'j 

-4Q'X-2ajD„ 
= 2a»T+S!/^" 

^;i^" - 2 r/„ p„ « 2 ( r/„ n,, - r/„ p„i - • r/,, ("2 ij,, - ^'J 

= 42'S-2SJD„ 

S|5' +. 2 f/„ !7„ - ü,.' = ( Da (7„ ^ 0,,>) + r/,, (2 (/„ - -'i') 

= 2Q'iä + 2nj£f„. 

Indem man also die Gleichungen (4) dnreh 2fi dividiri;, stellen 
sich dieselben in folgender Form dar : " 

-4a'.(ve)v,e,=. n|Pp= + 2Z))»- + Tit'| 

-4Q=.(VA)V,A, = 2a|Z|JM-2Tp« + S«'i 

^^' -jj(7„p»- ;7„p«+D,5i'{ 

-'-4Qä.(eA)e,A^.=, Q jTp' + 2Sp.i + EK'| 
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Da die Ausdrücke liiika nach (1) gleich 

waren, so erhält man, indem man dio obigen Gleidiuiigoii mit 2^»^, 
2j)jr, 231* multipÜcirt und addirt: 
(7) i^=-UQ!Pjr' + 4Ip^m + 62'j!)2?rS + 4Sj)ji3 + Jf5r^i 

- 2 J ! fT^^j*- 2 U,^f% + 1 U,,p'' 31^-2 Ü,,p7t^ -j- U,,x'l.-* 
Die Gieicliungea : 

geben also folgende typischen Darstellungen von /~ rnid ip: 
8i,>V = 2Ö I Zj)ä + 3Tp^% + SSp ^^ + Ii^^\ 

^ ' HQ^<p^--2Q\Pp^-i-3Tp^x + äTpn^ + 83t^\ 

+J\2UnP'-äU,^p^n + ^U^p^''- ü,,n^\. 

Die Vergloiehung des Änsdrucks (7) mit den Gleichungen (2) , (4) 
des vorigen Paragrapheir führt aber zu den folgenden Ansdn'iclceji 
verwickelter er Invarianten : 

A= («31)3 ^__2QP-2j;7,, 

B=r.- {aitf {ap) - {anf ' =^ - 2 52 1 + Jü,, 



(9) 



7) = - {apf = (n je) {apf = - 2 ß S + J U.,,, 
E= - {apf =^-2QR-2JU<a. 



§100. Die ans J'" onlslpliondpn roriiii']i. Aiisiinlnucfiill il = 0. 

Ich werde nun die haujitsäL-hlichsten aus der biquadratisclien Form 
F hervorgehenden Bildungen angeben, indem ich dabei p und 3i als 
die Yeränderlichen behandle. Die Ooefficieiiten der so entstehenden 
Formen sind ganze Functionen der A, J>, C, JD, E, und ihre Kenntnis« 
führt zur Lösung der Aufgabe, alle simultanen Invarianten von /'und 



* Bemerkt miin, Uaas die Discriminanto der Porin Kf-^Xtp nacli den Bildmitten 
des g 61. die Gestalt luit: 

so kann mn.n P dfiduTch definiren, dasK es aus der Foim 

hervorgeht, indem man datin h durch tu, X durch jj ersetzt. 
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(p durch die Coefficienten der typischen Darstellung so au ezu drücken, 
dass nur noch Potenzen von Q die Nenner bilden, wie die allgemeine 
Theorie es vorschreibt. 

Wenn man die linken Theile je zweier der aus den Gleichungen 
(6) des vorigen Paragraphen folgenden Gleiclmngen : 

8 QU V 9) V;r 0^ =- Ap^ + 2Bp7[ + Cjt'' 
8 Q^ (8 A) e^ A:. = Cp' + 2Dp7t +£;i3 

einmal Über einander schiebt, so entstehen nach der Gleichung (14) 
des § 58. folgende Formen: 

aus (V A) V^ A^ und (6 A) 9^ A^ . . . - ^ Q A 
aus (V 0) V. e^ und (9 A) G,. A, ...-.> Q 9 
aus (V0) V:.9^ und (V A) V. A^ . . . -^ Q V. 

Schiebt msm. auch die rechten Theile fibereinander , so kann man 
dabei p, x als die Veränderlichen behandeln, muss aber dann mit 
(pjt) = — 2Q multiplicjren. Lässt man diesen Factor beiderseits aus, 
so erhält man also: 

16S*A = 2|(_Bi) + (7re)(D2? + -E3r)-(Cj) + -Djt ^\ 
1«Q^9- (Ap + B%)iDp + En}-{Bp+Cn){Cp+I>%') 
U9.^W = 2\[Ap+Bn){Gp + D%)~(Bp+C^f\. 

Setzen wir nun links für A, 6, y aus § 61, (20) ihre Ausdrücke 
in j), jt ein, so kommt: 

= {AD-BC)p' + {AE^C^pi + (BE-CD) if 

= [AC-E')f + (AD-BC)ia+(BD-C')n', 
uud daher durch Verglüichung der Coefficienten: 

AC~li' = -iil'n„ BE-CB^-iQ'U,, 
(1) BI>~C' = ^ iFU,, AE~G' = 2Q'[4,U,,+ U,,) 
CE^D> = ^4,Q'n„ AB-BC = ~i,a'U„. 

Diese Formell gestatten es nun, die aus F gebildeten Formen 
ffp und ip darzustellen, bei deren Bildung wir immer j) und n als 
die Veränderlichen betrachten wollen. Es ist 
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+2(B_E-CB) J) «■ + {OE-If) «<l ; 
also woiin man die Formeln (1) benntzt: 

(2) i!, = 8Q' I ff„l)»-2 n^fnJr (2 £r„+ (7„)l)= ir"- 2 0,, p ü' 

+ !/„»'|. 

Ebenso wird, mit Benuisiung der Gleichungen (1): 

,>=»2(4«-4j;I) + 3 0") = -4a>(E7s-4Er„), 
also 

(3) !V=16 2'J. 

Endlieh hat man aus der vierten üeberschiehung von F mit IIp: 

oder wenn man ans den Formeln (9) des vorigen Paragraphen die 
Werthe der A, B etc. einführt; 
i„=^16Q' l!7„P4 2ff,jI + (2rr„+!7„)r+2Jf„S+r7„B| 

- loo'j- J2 ;/„ ü„-2 n„ £j„ + fi|5ä+&LJ. 

Da nun zwischen den TJn, die oben abgeleitete Identität: 

"bestellt, so Ivann niiin an Stelle der letzten Kknimor setzcji: 

2 ■•■ 8 2 ' 

imd die Gleiclmng für jp geht in die Form über: 

+ ( i7i3 r -I- C4, Z + ^7,3 P) t ^ - 96 fi^ 

Teil liomrae nun auf die im Eingange dieses Paragi-aphen ei-wühnte 
Frage. Die typische Form g 9S. (3) lehrt, dass alle aus f and ^ gebil- 
deten Invarianten rationale Functionen von A, B, G, D, E sind, welche 
Potenzen von Q im Nenner enthalten. Die Gleichungen (1) lassen 
zunächst die Uik so ausdrücken; die Gleichimg (3) giebt J in der- 
selben Form, und endlich erhillt man sodann aus den Gleichungen 
(5) des vorigen Paragraphen zwBlf Ausdrücke gleichen Charakters 
für B,, S, T, T, P. Hiermit sind in der That alle fundamentalen 
Invarianten in der verlangten Weise ausgedrückt. Zwischen den sechs 
Invarianten A^ H, C, D, E, Q kann nur eine Itclation 
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diese wird durch die Gleichung (4) gegeben. Diese Rektion ist 
es zugleich, welche am Ende von § 98. erwähnt wurde und welche 
die einzige zwischen den Coefficienten von F, p, it bestdionde Be- 
ziehung ist. 

Geben so die Darstellungen (3), (4) die Resultate, welche erfor- 
derlich sind, um durch die typischen Coefficienten sämmtlich Invarian- 
ten ausdrücken zu können, so liefert die Darstellung (2) der biqua- 
dratischen Covariante von F in anderer Weise bemerkenswerthe Er- 
gebnisse. Da 

SO Rndet man die Function aldetermin ante von f und <p 
mit llilie der Function F dargestellt durch die Formel: 

^3^1 dp 



04 iJ" ö- = 



S 8F 



^ Sx^ dp 



-QSf, 



C5J 5iQ^&-=HF, 

oder auch, wenn man für B> den Ausdruck (2) einflihrt: 
(6) 8Q^&^ UiiP*-^ O",« p^it + {2 Z7,3+ U^)p''^^-2 U^sPtl^^ ü^^^'. 

Man kann nun die Resultante von f und y in doppelter Weise 
bilden. Einmal geht sie, da f und (p sich von den Differential quotienten 
von Ji" nur um Potenzen von £2 unterscheiden, in die Discriminante 
von f über, welche nur noch eine Potenz von Q als überflüssigen Factor 
enthalten kann. Diese Discriminante ist nach (3), (4): 
16.16.16^ 



-Q'>J«, 



V - ^ ^F = % . 96 . 9'" 

oder bis auf einen Zahlenfactor und eine Potenz von Q: 
27Q--2J\ 

Eben dieses erhält man auf andere Weise mit Hilfe des in g 28. 
f7) entwickelten Resultates. Nach diesem war diese Resultante gleich 

26'^ 
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Bezeichnen wir nun durch ja und in die Invarianten von Hjr, so 
gebildet, dass man dabei p und jr als die ursprünglichen Veränderüchen 
ansieht, so hat man nach (5): 

■ (23)' . 

^* (64a»)''-'"' 

(2Q)« . 
'•"~(64äf "'■ 
Aber nach der Theorie der bi quadratischen Foitnon ist 

daher nach (3), (4): 

(2a)' ) (96)'g'» (i6)>a»j"j 



= JJ*, 



■" (64a')" j 3 

. _ (aa)' (i6)'g'j' 

'* " (64 a«)' ■ c 
und die gesuchte Resultante: 

i»-iJ'a--iO + ,VJ' = -A(272-2J'), 
was von dem vorigen Resultate nur um einen Zahlenfaetor verschie- 
den ist. — 

Nachdem die typische Darstellung für den Fall, wo Q von Null 
verschietlen , behandelt worden, bleibt nun noch übrig, den Fall zu 
untersuchen, wo Q=0. Da wir aber nur solche Fälle untersuchen, 
in denen noch zwei wesentlich verschiedene lineare Covarianteu existiren, 
so können wir immer annehmen, dass TJ^^ oder (Ajj)^ von Null ver- 
schieden sei; denn indem wir oben zugleich Q = 0, (Ä^)^ = sein 
Hessen, erhielten wir das Resultat, dass alle linearen Covarianten 
identisch verschwanden. Ist Q = und Ügg von Null verschieden , so 
kann man in Folge der Gleichungen (5) dos vorigen Paragraphen drei 
Grössen ft, l, m so finden, dass 

ZJij = h^, 0",a = kl, U,s = lern, ü^^ = ?% U^, = Im, Dj, = m^, 
wobei wenigstens m von Null verschieden ist. Die Gleichung 

giebt aber dann 

P=^4hm, 

und man kann also ferner zwei Grössen (t und v so finden, dass 

also wenigstens (t von Null verschieden ist. Alsdann wird 

In Folge dessen erhält man aus den Formeln (2), (3) der vorigen 
Paragraphen : 

vp~ ftjr =0 



yGoosle 



UHgei-ader Ordnung mittelst linearecCovarianteii. — §g 100, 101. 405 

Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass p und % in der Thai 
bis auf Factoren fi, v identisch werden. Die zweite lehrt, dass die 
quadratische Covariante der Form vf+^rp Terschwindet ; dass also 
dieCombination vf+(np ein vollständiger Cubus seinmuss. 
Man kann umgekehrt zeigen, dass, wenn dieses eintritt, auch 
immer Q verschwindet, und hat damit den folgenden die Invariante 
Q charakterisir enden Satz: 

Das Verschwinden derFunction Q ist die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
eine Combination der Formen /"und cp ein vollstän- 
diger Cubus werde. 
Existirt nämlich eine solche Combination vf^- ^(p, so ist die für 
sie gebildete Form Ä, also i'^A + 2/ii'6 + ft^V, gleich Null; setzt 
uian aber die drei Coefficienten dieses Ausdrucks gleich Null, so hat 
man drei in v^, 2v(i, (i^ hneare Gleichungen, deren Coefficienten die 
Coefficienten von A, Q, V sind ; da nun [i und v nicht zugleich Null 
sein können, so muss die Determinante dieser Coefficienten, also Q, 
verschwinden. 



§ 101. Die Trans formatiü IL dritter Ordnung der elliptisclicii Integrale* 
Im vorigen Paragraphen wurde bewiesen, dass wir zwei simultane 
cubische Formen immer nach passend gewählter linearer Transformation 
der Veränderlichen durch die beiden Ditferentialqnotienten einer bi- 
quadratischen Form darstellen können. Ich werde diesen Satz auf 
die Aufgabe anwenden, welche das Problem der Transformation dritter 
Ordnung in der Theorie der elliptischen Functionen umfasst: 
Ein elliptisches Integral erster Gattung 

(1) f^ 

WO X eine biquadratische Function von 3; ist, soll 
durch eine Substitution der Form 



(2) 

in die Form 

(3) 

gebracht wei 
ction von s. 


X 

■den, 

Mag. 


m 

wo Z eine biquadrat 

4. 8er. vol. if> S. ^63; Hermi 


ische Fun. 


* Vgl. Oayley, PIül. 
Joiumal, Bd. 60, 8.304. 


te, Bofchiu'dt'i 
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I^'il!lrt nvMi lioniogeue Veräuderlielie eiu: 



so kiiiiii oian die Substitutiousgleichniij; {2) ddilnich erattzen, diss 
mau x^ iijul a;^ proportional mit zwei ganzen cubi-iclieii I'imciioneii 
von Si, g^ setzt; und nach dem oben angefühlten batze kann man 
diesen Eunctionen, indem man statt 3 lineare Eunctionen Aon s 
(welche wieder ebenso bezeichnet werdt,n mögen) eiiitiÜirt, die Gtstalt 
geben, dass die erste der Differentialqaotieiit einer biquidiati6chen 
Form 9 nach s^, die andere der negativ genommene von (p nach ^, 
ist, Man kann der Substitiitionsgleicbung also die Foim geben 
(4) »■,V-C2,) + I,»'C»,) = 0. 

Indom wir statt der s lineare Functionen derselLien setzen ^ ändert 
die Form des Integral (3) sich nicht; man bann also noch immer die 
Gleichheit der Integrale (1), (3) durch die Gleichheit der Differentiale 
dx (li_ 

oder 

*' /tw^)"^" VWÄ) 

anscirlicken. Setzen wir nun nach (4), indem wir auch die absoluten 
Werthe der x fixiren: 



x^dx^ — x^dx.j -- 



Xi=^lg>'i0,), sc,^--L<p-{s,), 



_rf,^ + JV ,,, _9> 



— -| ifry. [s^ds^ — g^ds^'), 
und die Dille rentialgleicbung (5) verwandelt sich in die folgende 
endliche Gleichung: 
(6) iE^'.F(!„ 2,) = /-H..p'W,-iy-(»,)]. 

Man beweist nun zunächst leicht, dass in Folge dieser Glei- 
chung (p eine lineare Combination von /"und Mf sein muss. 
Dann sei (xt) irgend ein linearer Factor von /*; ihm entspricht auf 
der rechten Seite von (6) der Factor 

(') 111,9 lß,) + t,9 Ml 
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Die linke Seite von (6) ist aus vier solchen cubischea Factoren 
zusammengesetzt, welche sicli durch die Werthe der t itntei'scheiden. 
Aber links treten vier iinearo Doppelfaetoreu auf, die von Hip. Solche 
mßssen sich also auch rechte finden. Aber zwei der Faetoren (7) 
können keinen linearen Factor gemein haben, sonst müssten auch 
f' i^i)} f' [^2> öiußii solchen gemein haben, und die Substitution wäre 
nicht mehr von der dritten Ordnung. Also muss jeder Factor (7) 
selbst einen linearen Doppelfactor enthalten oder es muss die Discri- 
niiiiaate jedes der vier Factoren (7) verschwinden. Diese ist jn § 67-, 
Aumerkmig, gebildet und nimmt die Form an: 

ein Ausdruck vierter Ordnung in den t. Da derselbe für alle Werthe- 
paare der ( verschwinden soll, für welche /"verschwindet, so kaun 
er von/ mir noch um eine Coiistiiiitc verschieden sein, und niau muss 
also haben: 

^U . ^i ~ 5 % ■ -^iP = c ■ /■ 
Da übrigens die absoluten Werthe der Coeffleienteu vou ip oö'cnbar 
gleichgiltig sind, so kann mau c=l setaeii, und hat dsüier: 
(8) / = Ijm .rp — \iip . Htp. 

Es ist also f ei.iC lineare Combination von qy u]id U^ 
auch Hf, und Kwar hat man mit Benutzung der Ulcicliungen dt 



dal] er 
§ '11., 



indei 



do]-t 



-LjV, A - 



- k H 



Aus beiden O leiclmngen Kusammeu findet man durch Elimiiiatiüii 
von Hip die Form <p als lineare Function von /' und i/,, wie oben 
angegeben wurde. 

Sehen wir zunächst, was aus der Gleichung (ö) wird. Setzen wir 
der Kürze wegen 

und führen wir auf der rechten Seite von (6) für f den Ausdruck (8) 
ein; setzen wir endlich symbolisch 

<?) = «/, H<f = H,\ 
so geht (6) in die Form über: 
(10) iB„'.F=\ i^ . (Ol)» - ,; ,v . {Hif. 

Es ist leicht, sich zn überzeugen, dass diese Gleichung wirklich 
durch Hip' theilbai' wird und also unmittelbar den Ausdruck von F 
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giehi. llierzu ist es nur iiöthig, die Ausdrücke (a^y, (■^1)'' ?-« bilden. 
Nun ist nach § 86. : 

(11) <pK<piif) = ^* + 5Scpi.W +i'-i''pW + (i*V ■ 9'-iS^^) t, 

wo -Yi — izy). Setzt man in dieser Gleichung i/, = §;,, y-i~~ii> so 
wird ij = — 9) und man erhält nach Division mit (p^ : 

(12) («5)'_(ii,.,p'-}ir,').9. 

Differenzirt man aber (11) nach y^, y.^, multitjlicirt mit 
£2 = m -Hg, -%,-- S:? H„ 
addirt und setzt endlich ^1 = !^, ;/a = — 5i> ^^ kommt 

oder wenn man den Werth von Tqr aus § 42, einfahrt: 

(13) («1)3 («S) =^ - i .ffip» + i z> . -ffip . 9)^ + ^iv . 9'- 
Inzwischen hat man, indem man den Process rf auf (12) anwendet 

und die Formeln des § 41. berücksichtigt: 

(fl"g)* + 4 (ß ly [at) =j<p .<p^ + iq,.<p'ffq,-i H^\ 
also wenn man den Werth von {a^^ (ai^) aus (13) einträgt: 

(14) {Hlf = {j^.^^^\E^K 

Endlich findet man durch Eintragung von (12), (14) aus (10); 

oder indem man die Division mit H<p^ ausführt: 

(15) F= - -JjV ■'P-^s 'V -Bv ■ 

Hierdurch ist alles auf die Bestimmung der Function tp zurück- 
geführt. Man kann diese so vornehmen, dass man aus (8) die Aus- 
drücke für i und j bildet und so zwei Gleichungen erhält, um irp, j(p 
auszudrücken; trägt man diese Werthe in (8), (9J ein, so kann man 
dann q> auf lineare Weise durch /, H darstellen. 

Besser ist folgender Weg. Setzen wir 

(16) v^-.^f+XH; 

mit Berücksichtigung der Formeln des § 41. geht dann (8) Über in: 



Vergleicht 


man 


die 


Coefficienten 


von f 


md B 


beiderseits. 


ergiebt sich: 
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1. 


-ij.t 
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(17) 
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Die erstü dieser Gleichungen dient nur dazu, die absoluten Werthe 
von n und l zu bestimmen, die zweite aber giebt eine bi quadratische 
Gleichung für den Quotienten x : l. Führt mau für i-^^, J^i ihre Werthe 

■'^^=^■'^^ + ^^^ + '^''^^^ + (1-3^)^^ 
ein, so wird die biquadratische Gleichung folgende: 
(18) = -3i««-4i»'i + i','J' + 2ii«J> + (S + |.J)i<. 

Die erste Invariante dieser Gleichung verschwindet, so dass die 
cubieche Resolvente derselben eine reine cubische Gleichung wird. 
Das Resultat der Untersuchung lässt sich in folgendem Satze 
:hen, wobei alles so eingerichtet ist, dass nur das Verhält- 

■ auftritt, dass also die erste Gleichung (17) nicht gebraucht wird : 

Setzt man 

»■- il'rw + i-ff'W] 

», = -i [«/'(«,) + »«'Ml. 

und genügt der Quotient y der Gleichung 
was auf vier Arten geschehen kann, so ist 



\:iy-'> 



'dl 



, . , , , . an 
ii'^-^ + l'-^Tl. 



y Google 



Neunter Abscliiiitt. 

Typische Darstellung der Formen gerader Ordnung 
mittelst quadvatischer Covaiianten. 



§ 102. Beweis, (lass Im Allgemeinen jede Porin g'urnder Ordnaug: zwei 

ilLiiidrntiäclie Uoviiiianteu besltat, welche keinen liiiGnien Factor 

S^eirtein liaben. 

ForniL'it gerader Ordnung führen nur auf Covarianteii gerader 
Ordnung; es kann daher bei Formen gerader Ordnung von einer 
typischen Darstellung durch lineare Covariauten keine Rede sein. 

Aber man kann an Stelle derselben eine andere Art typischer 
Daretellung entwickeln, indem mau auch diesmal auf die Covarianten 
niedrigster Ordnung zurückgeht, welche Formen gerader Ordnung 
besitzen, auf quadratische. 

Es ist zunächst zu zeigen, daaa solche fiir Formen gerader Ord- 
nung, deren Ordnung die vierte übersteigt, wirklich existiren, und 
zwar soll zugleich gezeigt werden, dass im Allgemeinen immer 
zwei quadratische Covarianten existiren, welche keinen 
linearen Factor geraein haben, deren Resultante also von 
Null verschieden ist. Ich verfahre dabei äJinlich wie bei dem 
Nachweise der Existenz linearer Covarianten bei den Formen ungerader 
Ordnung, 

Gehen wir von der speciellen Form 

aus, in welcher ), den Bin omialcoef fielen ten 

_ 2A.2ft-l ■■■ A + 1 
^^ 1,2 ... h 
bedeutet. Es sind also nur die beiden ersten, die beiden letzten und 
der mittlere Term beibehalten; über die Constante c soll noch ihrer 
Zeit in geeigneter Weise verfügt werden. Wir bilden nun die Co- 
vaiiante vierter Ordnung K, deren Symbol 
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ist, uud zwar bilden wir sie nach §30. aus den durch 2/i . 2A~1 ...3 
diTidirten (2A — 2)'*"' Diffei-entialquotienteii von f, welche folgende 
sind (die iiiclit ausgeschriebenen sind Null)*: 

a^ + 2xy, x'^, ..., cy^, '2cxy, cx^, ..., —y^, —2xtf~y^. 
Es ist daher 
K--=^'J[-ix' + -2xy) (f + 2wy) + {2h - 2) "xhf + (- 1)V^%'?/' 

- ^ ^»■ -2.2h — % . .. M- 1 _ 2h~2 . '2h — ii .^h 

^~ 1. .2.../(-2 ' '^~" l,2'...ll-i "■ 

Da hioniiii;Ii 

_2 1i^2.2h ^Z...h^l h + l 
^^> ^^ ^'^ 1.2.../i-2 ' h-1' 

so kann nnui c so bestiintiieu, dass in K der ÜoeiTicient vou x^y^ 
verschwindet : 

(2) 0= (-1)'- . (2ö - Q)<:' + '2h^7, 

Luid es bleibt diiuii: 

K=~4:(x'y + xu^. 
Gehen wir vou K als Grundlorm aus und bilden die dazu gehörige 
Hesse'sche Form, so erhalten wir 

Ich unterscheide jetzt zwei Falle, je nachdem A = 2m oder 
h~2m + l., also je nachdem die Ordnung n von /"gleich. Am oder 
gleich 4m + 2 ist. 

1) n = 4m. In diesem Falle ist, wie eine Abzahlung der sym- 
bolischen Deterniinanteni'actoren sofort lehrt, jede quadratische 
Covariaate nothwendig eine Form ungeraden Charakters 
(»gl. § 16.). 

Wir' erhalten nun eine nicht verschwindende quadratische Cova- 

riante, wenn wir f4m — l mal über ( — -ö-) schieben. Die durch 
4«^,4m — l ...2 dividirten (4m — IJ'-™ DifFerentialquofcientcn von /' 
„d (-f)" .ind 

von/'; x + y, X, ..., cy,cx, ..., —y,~{x + y), 

( .Hy ~y —X 

von — 77 ) : X, -. ~, .... ay, ax, .... r- — — i . V, 

V 2J ' 4m — V ' Jy ' > 4m — ^' ■" 



* Der Fall « = 4, ä = 2 wud \cui voinlierein iiiügeHchlosseii, füi m = 6, h — A 
hediu'i' die folgende Eochnimg noch <iiiPi kleinen leicht eikeMiha.iPn ModifioatJoa. 
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■wo in der obern Reihe die nicht au sgescliri ebenen Coeffieieiiten 
säinmtlich verschwinden und cc eine Zahl ist. Die gesuchte Ueber- 
schiebung ist daher: 

L = {x+y}.tj + x^ + p^' + x(x+i/)^2(3^+xy+f); 
die mit ac multiplicirten Terme heben sich auf. 

Die Form L ist eine nicht verschwindende quadratische Covariaute 
von f. Schiebt man L zweimal über K, so erhält man eine zweite: 
M=2.-2xy + 2{xt+i/) + 2.~2xy=^2(x^+f-ixy). 

Diese Form verschwindet also ebenfalls nicht; auch verschwindet 
nicht die Resultante von L und M, denn M=0, L=0 führen zu- 
sammen auf die unverträglichen Gleichungen ai^ + y^—O, wy^O. Fflr 
n — ih ist also die Existenz quadratischer Covarianten ohne gemein- 
samen linearen Factor bewiesen. 

2) m = 4«i + 2. Hier bildet man eine erste quadratische Cova- 

riante, indem man ( — -j I 4wj mal Über ^schiebt. Die durch 

4:m~\-2 . 4:m-\-l ... 3 resp. 4)» . 4»* — 1 ... 1 
dividirtuii Difforentialquotienten von /'und (— t/) ^i'^'^ ^^i^r (in der 
ersten Reihe sind wieder die fehlenden Null): 

von f: w^+2xy, x^, . . ., cy^, 2cxi/j cx^, ..., '—y'^,—2xy—y^, 

, 0, .... 0, ec, 0, ..., 0, 1, 



■(-f)-^ 



wo c den mittelsten Coefiicientcn von (x^— j/^)-"' dividirt durch den 
mittelsten Coefficienten des Binoms (p + q)^'" bedeutet: 
_ 2w.2m — 1 . .. m + l 1.2... 2m 

«-C-ir- ] . 2 . . . m 4m.4m-1...2)M + l* 

Die gesuchte Ueberschiebung ist daher: 

L = C»'+2»!/) + 2c»y.m- ^"'-''*'3 
= x^ ~y^ -\-2'k xy , 
wenn ft der Kürze wegen für 

C33 7; = c. (-!)■- . 172-;. „. 

gesetzt ist. 

Eine zweite quadratische Covariante entsteht durch .die zweite 
Ueberschiebung von IC mit L\ es ergiebt eich dann 
M=2h(3? + f). 
Die Covarianten L, M haben wiederum keinen linearen Factor 
gemein. Sollen namUch gleichzeitig die Gleichungen bestehen 
*a + j,a=:0, x^-y^ + 2hxy^Q, 
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, (1), (2), (3) ergiebt: 

.iii + iy 2 1.2...211I-2 



iV 

1.2...WJ 7 2m + 2 im.4:m-l...2m+ä 

.(im-b). 
Die fragliche Eigciiscliaft ist also auch für Formen von der Ord- 
nung 4m + 2 bewiesen. 

Man kann daher, sobald nur eine Form eines Systems gerader 
Ordnungen von höherer als der vierten Ordnung ist, im Allgemeinen 
voraussetzen, daas das System zwei quadratische Covarianteu von 
nicht verschwindender Resultante zuUisst. Dass aber eben dieses 
auch für eine Combination von quadratischen und biqnad ratischen 
Formen gilt, ist leicht ersichtlich, sobald man nur den Versuch, der- 
artige quadratische Covarianteu zu bilden, anstellt. 

§ 103. Typische Dav8t«nuiig elues Systems simultaner Formen gerader 
Ordnimg mit Hilfe «[uadrati scher CoTarianlcu. 

Auf die Existenz quadratischer Covarianten kann man nun in 
folgender Weise eine typische DarsteJlung von Formen gerader Ord- 
nung gründen,* ■ 

Es seien L = l3?, M=:mx^, N^^n^^ irgend drei quadratische Co- 
varianten von Formen gerader Ordnung f, 9) ...; wir setzen nur vor- 
aus, dass zwischen i, M, N keine identische lineare Relation besteht. 

Dann ist immer die simultane Invariante: 

fl = L/lf|i Ji"i3 Jlfaa = U*!^ ^1% m^^l 
|iVji N,2 -^sa ' i"i^ "1 "a "2^ I 
'=—(lm')(mn)(nl) 
von Null verschieden. Indem wir nun die Gleichungen 

(2) M'^ Jf,i x^^ + 2M^^ x^ x^ + M^^ a^ä 

N = N^^ a;/ + 2N^^ x^ x^ -H N^^ a;/ 
als lineare Gleichungen nach X^, 2x^X^, X^ auflösen, erhalten wir 
diese Grössen als lineare Functionen von L, M, N, deren gemein- 
samer Nenner D nicht verschwindet. Ein beliebiger quadratischer 
Ausdruck a^^ drückt sich ebenfalls durch L, M, N linear aus, indem 
man nur die gefundenen Ausdrücke von x,^, 2xiX^, x^ in a/ ein- 

* Clebacli imd Gordan, AnnaU di Mat., Sei'. 11., t 1. 



(1) 
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trügt; und man fiinJet den Äuadruek für «^^ am liecjueinsijen, iiirlei 
man den Gleichungen ,(2) die Gleichung 

(ß) aj' = a^ x^ -\-2 a^a^x^x^-^ a^ x^ 

hinzufügt, und aus den Ctleichungen (2), (3) x^, 2x^x^, x/ elim 
nirt. Alsdann liat man: 

L \^ \ \ li 

(4) 0= iV" n,^ n, % < 

= aj {Ini) (mn) (nT) — L{am){mn){na) — M{la'] {nii) {nV) 
-ff (im) («.«)(«!). 
Der Coefficient von rii? ist —D; die andern Ooefficienieii erli'y.lt 
man, indem man ia den Functionaldeterminanten 

(5) p = («0«, i. 

V = (Im) Ix m.i 
x^^a^, «2 = — tti setzt. Die Gleichung (4) verwandelt sich danji in 
folgende : 

(6) a^^.I) = L.{alf + M.{a^y + N. {avf. 
Bezeichnet man nun eine Form f des gegebenen Systems sym- 

boliscli durch a^" , so erhält man die Form f selbst als Function der 

Ordnung -^ von L, M, N, indem man diese Gleichung zur -^y Po- 
tenz erhebt: 

(6) f.D^={iaiy L + C«(iT M+ {av'f JV) 



Die Coefficienten der verschiedenen Producte 

welche hier auftreten, sind, wie man sieht, Invarianten, und die 
Darstellung von f also eine typisclie. 

Verfahrt man ebenso mit den Übrigen Gmndformen, so hat man die 
binären Formen /', 9 , . . hier durch drei Veränderliche L, M, N als 

Functionen der Ordnungen -3- etc. ausgedrückt. Zwischen den drei Ver- 
änderlichen aber besteht eine Gleicliung zweiten Grades. Man kann 
dieselbe aus § ÖS. unmittelbar entnehmen; wenn A/i, Ä/m ..., A„„ 
die sinmltanen Invarianten 

All ^{U'f, A.„„ = {mmy, A„„^(nn'f 
A,„„^=yinny, A„i ={iil), Ai,„={lmf 
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der quadratischen Fonneii L, M, N berleuten, so ist. nach § 58. (9) 
All -Äim A.i„ L 
A^i Ä^,„ Ä„,„ M 
A„i A„„ A„„ N 
L M N 
= - {Bii L^ + 2Bi^ LM+ 2B,nLN+ B„„„ M'' 
+ 2B^„MN+S„^N^i. 
Durcli diese Bedinguiigsgleichung ist wieder die Zahl der un- 
abhängigen Veränderlichen auf 2 zurHckgeführt, und man kann also 
fauch in der Darstellung (6) als binäre Form betrachten. 

Die Zahl der Invariantenj welche als Coefficienten in (6J, (73 
und den mit (6) analogen Darstellungen auftreten, ist noch viel 
grösser, als die Anzahl von einander unabhängiger Invarianten, welche 
das Formensysfcem besitzt. Indessen kann man die Zahl jener Coef- 
ficienten in folgender Weise sofort reduciren. 

"Wir dürfen nach dem vorigen Paragraphen immer voraussetzen, 
dass unter den drei Covarianten L, M, N Kwei seien, die keinen 
Factor gemein haben. Es seien dieses L und M; dann ist auch die 
Resultante von L und M (§ 27.) 

(8) B„„=AuA,„^-A,J' 

von Null verschieden. In der Gleichung (7) verschwindet also jeden- 
falls das Glied mit N^ nicht. Benutzen wir dies um den Ausdruck 
(6) dadurch zu vereinfachen, dass man den Werth von iV^ so lange 
in (6) einträgt, dass rechts in (6) nur noch die erste Potenz von Ä" 
auftritt. Die Gleichung (6) nimmt dann die folgende Form an: 

(9) f . B'^ Enn"- = B^Iß -\- P^IJ~' M-\- ...+P„M'^ . 

wo m^^—r oder = ^-^- , je uaclideni n nach 4 den Rest oder 
4 4 ' J 

2 lUsst. 

Betrachtet man nun im Zusammenhange die Gleichung (9) nebst 

den übrigen ihr analogen und die Relation (7), so sieht man, dass 

die Gesammtzah] aller vorkommenden OoefBcienten um 7 grösser ist, 

als die der ursprünglich in /", tp ... vorkommenden; denn die rechte 

Seite von (9) enthält genau so viel Coefficienten P, Q, wie / in der 

ursprünglichen Form; zu diesen tritt J) und die sechs Coefficienten 

B. Bezeichnet man also durch k wie sonst die Gesammtzahl der 

Coefficienten von f, f ..., so ist die Gesammtzalil der Coefficienten 

P, g, D, P gleich h + T. 
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Jede Covariaiite von f, (p . .. tlrückt sich durch diese h +7 Grössen 
und durch die simultanen Invarianten und Covarianten von L, M, N 
aus; alle Invarianten von f, q> ... durch jene k-^-l Grössen und durch 
die simultanen Invarianten von L, M, N. Nun enthält das aus L, 
M, N entspringende System keine andern Covarianten ausser L, M, 
N, als die Pnnctionaldeterminanten l, (t, v, und keine andern In- 
varianten als D und die Grössen A. Mit letztern ist I) durch die 
Gleichung 

\Äit Ai„ Äi„ I 

(10) 2D' = \Ä„,i A„^ A.J 

U„i Ä„„. A„„ I 
verbunden, und hiei iio es nur auf rationale Darstellungen ankommt, 
kann man dihei stitt ilei 4. auch die B zu Grunde legen. Denn die 
B sind diö au5 den A gebildeten Unterdeterminanteu , also auch die 
A gleich d^n aut den H gebildeten, dividirt durch 2I>^. Sowie nach 
(10) sich D durch die Ä ausdrückt, ist dann zugleich D durch die 
B ausgediuckt mitteKt der Formel 

I Bii Bi,„ B,„ I 

(11) 47)'= B„a B™m B.„A. 

I B„i B„„. B„„ 1 
Endhch drücken sich ^, li> v nach § ö8. (4) dmch L, M, N mittelst 
der Gleichungen aus: 

2Dl = Bn L + Bi^ M+Bm N 

(12) 2Z) ft - B„,i L + B„,„, M+ B„,„ N 
2Bv = B„iL + B„^ M+ B„„ N. 

Denkt man sich also eine Covariante von f, (p . . . aus den 
typischen Darstellungen gebildet, so wird dieselbe eine rationale 
Function der P, Q, D, B und, wenn man die ?., ft, v durch (12) 
ausdrückt, der L, M, N. Bei der Bildung von Invarianten fehlen 
nur die letztem Grössen. Als Nenner erscheinen Potenzen von TJ 
und B„n. 

Bezüghch der Invarianten kann man also folgenden Satz aiis- 



Jede simultane Invariante der Formen gerader 
Ordnung f, tp . . . lässt sich rational durch die ft + 7 
Grössen P, Q, D, B so ausdrjicken, dass nur Poten- 
zen von zweien derselben {D, B„„) die Nenner bilden. 
Da inzwischen alle Invarianten nach § 79. nur von h — 3 Grössen 
io müssen zwischen den k-^l Grössen B, Q, B, B zehn 
Beziehtingen bestehen. Eine derselben ist die Gleichung (11). Die 
neun übrigen erhalt mau, indem man, von den typischen Dar- 
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Stellungen ausgehend, die Covarianten L, M, N bildet. Nach dem 
oben Entwickelten erhält man für dieselben Ansdrücke der Form: 
i =S L + T M+U N 

(13) M= S' L^r M+ U' If 
N = S"L + T"M+ Ü"N. 

In diesen Gleichungen sind die S, T, U ganze Functionen der 
P, Q, B, D dividirt durch Potenzen von D, B„„. Sollen nun L, 
M, N wirklich diejenigen quadratischen Covarianten sein, als welche 
wir dieselben vorausgesetzt haben, eo müssen diese Gleichungen iden- 
tisch werden, d. h. es müssen die Gleichungen bestehen: 
8 =.1, T =0, U ^0 

(14) S'=0, 2" = 3, P'=0 
S"^0, r'=0, ZJ"-1. 

Diese neun Gleichungen geben die Beziehungen zwischen den P, 
Q, B, 1) an, welche bestehen müssen, damit L, M, N die voraus- 
gesetzte Bedeutung haben. Dann aber sieht man sofort, dass es die 
einzigen zwischen denselben bestehenden Gleichungen sind; denn da 
f in der Form (13) nur auf eine Weise durch L, M, N ausdvüekbar 
ist, so folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (13) sofort, dass die 
P, Q . . . den im Vorigen entwickelten symbolischen Ausdrücken 
gleich sein müssen. Zwischen diesen treten also im Allgemeinen 
weitere Beziehungen nicht ein. Da andererseits neun Beziehungen 
erforderlich sind, so folgt, dass die Gleichungen (14) wirklich neun 
von einander unabhiingige Bestimmungen enthalten, und dass keine 
jener Gleichungen eine Folge der übrigen sein kann. — 

Die Invarianten P, Q, welche bei diesem allgemeinen üeber- 
blicke eintreten, sind von verhfiltniss massig hohen Graden, um so mehr, 
als schon die Coefflcienten der Gleichung (6) es sind. Aus letzteren 
setzen sich die P, Q einfach zusammen; aber es entsteht in jedem 
besondem Falle die Frage, wie die Coefflcienten der Gleichung (6) 
sich aus den jedesmaligen einfachsten Invarianten von f, deren Zahl 
im Allgemeinen viel grösser sein wird, zusammensetzen. 

Eine Zurückführung auf einfachere Bildungen ist nun zunächst 
in folgender Weise möglich. Die symbolischen Factoren der rechten 
Seite von (6) sind von der Form 

{aXf IJ + {a{if m/ + {avf n^\ 
oder nach (12): 

-^-^-^Wi^alfBn ^{amfB,,,. +{anfBi„\IJ 
+ [(«/)* P,„ + {a-nif B,„„. + icmf -B„„] m^^ 
+ [{alf Bu + {amfB„„ + {an}^ B„„] nj'l; 

ClslisQh, ThoDi'ie ia hiD&rea algebr. IToeiiigd. 27 
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ordnet man nun nach {atf, {amY, (an)^ und wendet auf die Coef- 
ficienten wieder die Gleichungen (12) an, so hat man 

(al'f XJ+ (amy fij + (anfvj', 
tmd also 

( 1 5) /■- Z*^ = [{aiy A + (amy (i + (anj v] 



Die X, fi, V sind linear durch l, m, n mit einem Nenner D 
ausdrückbar; aber ihre Products zu zweien sind nach § 58. (3} sogar 

ohne diesen Nenner ausdrückbar. Wenn also n durch 4 theilbar, -^ 

gerade ist, so kann man die Fnctoren rechts in (15) paarweise com- 
biniren, und von (15) ohne Einführung eines Nenners zu Ausdrücken 
in L, M, N übergehen. Ist n von der I'orm 4A + 2, so bleibt ein 
einzelner Factor übrig, der also entweder einen weitern Factor D 
herbeiführt, oder der in der ursprünglichen Gestalt (6) angewendet 
werden kann. "Wie dies nun auch ausgeführt werden möge, man 
sieht, dass an Stelle der «"" Ueberschiebungen von /"über K" n? v^ 

ia.-\-ß-\-y = -^\, welche die Coefficieuten in (6) bilden, hier die 

„tan Ueberschiebungen von f über L" M^ Nr (c^ + ß + y = -^\ getre- 
ten sind, durch welche alles sich ausdrückt; im Falle« = 4/i + 2 wird 
es nöthig, wenn man eine weitere Potenz von D im Nenner vermei- 
den will, und also einen der symbolischen Factoren von /' in seiner 
ursprünglichen Gestalt benutzt, die #'° Ueberschiebungen von f über 

L" Mfi Nr l, i« M? m II, L" M? Nr v 

zu bestimmen. In allen Fällen hat man Invarianten von sehr viel 
niedrigerer Ordnung, als ursprünglich. 

Man kann indessen dieser Sache noch eine andere Seite abgewin- 
nen, von welcher aus sie wesentlich einfacher erscheint. Man kann 
nämlich geradezu l, (i, v, nicht L, M, N als diejenigen Functionen 
ansehen, durch welche alles auszudrücken ist. Die Formel (15) ist 
dann der Formel (6) durchaus analog gegenüberzustellen. Zwischen 
den X, ft, V aber besteht die mit (7) analoge Gleichung, welche aus 
(7), (12) leicht abgeleitet wird: 

(16) All -l^ + ^Ai^ Xii + Ä„,^ii?-^2Ai^lv 
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Es ist also nicht nur der Ausdruck für f uud die übrigen eoii- 
atituirenden Formen , welcher mit viel einfacheren Coeffieieoten behaftet 
erscheint, sondern ebendies tritt bei der Bedjngungsgleichung (16) ein, 
welche üniimehr die J., nicht die aus ihnen zusammeu gesetzten Unter- 
determinanten B zu Coefficienten hat. 

In diesem Sinne werden wir künftig die Formeln (Ifi), (IG) den 
Anwendungen zu Grunde legen, und es mag hier nur noch auf den 
eigenthü milchen Dualismus hingewiesen werden, welcher zwischen 
&ea L, M, N einerseits und den X, {i, v andererseits genau so ein- 
tritt, wie der Dualismus zwischen Punkt- und Liniencoordinaten in 
der Ebene, auf welchen derselbe auch sofort zurückgeführt werden 
kann, wenn man die Rektion (7) oder (16) in der Form 

^-^- li.m-{-vn-=0 
zu Grunde legt. 



Die im Vorigen betrachteten typischen Darstellungen beruhten 
auf der Voraussetzung, dass es drei quadratische Covarianten L, M, N 
gebe, zwischen welchen eine lineare Beziehung nicht stattfindet. Dass 
solche drei im Allgemeinen existiren müssen, ist noch nicht bewiesen; 
aber man kann den Nachweis davon auf den oben bewiesenen Satz 
zurückführen, dass im Allgemeinen immer zwei quadratische Covarian- 
ten vorhanden sind, deren Resultante nicht Null wird Hat man 
näanlicJi zwei solche, so kann man immer eine dritte angeben, welche 
mit beiden nicht durch eine lineare Relation verbunden ist, also ein 
Öystem L, M, N, wie das oben betrachtete, mit ihnen bildet. Es ist 
dieses die Functionaldeter min ante beider Formen. Dieser Fall, wo N 
die erste Ueberschiebung von L und M, also mit v identisch ist*, 
kommt in den Anwendungen vor, und/ es treten ausserdem gewisse 
Vereinfachungen bei demselben ein, die es wünschenswerth machen, 
diesen Fall genauer zu verfolgen. 

Es ist der Voraussetzung nach 

Nach den Sätzen des § 58. zeigt sich also, dass 

A,„ = Äiv^O, A,„„:=A„,r^O, [% 58. (K-}}.] 
sodann wird 

A„„ = A,,= -l-(AaÄ„.,..-Ä,„;''), [§ 58, (IG).] 
und endlich ist 

ist KU flfin Paaveu L = und M=(\ liar- 

27» 
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D = - (Im) (mn) (nl) = (vny=(vvy^A„„ 

Was die übrigen B angeht, so wird Bi„ und _B,„„ gleich Null und 

Bi,==A,^^A,„„ B!^^-A,„.A,.n, B,„^ = A,iA„n- 

Ausserdem hat man nach § 58. (12) 

Ä^^(A^„.L~A„„M)> !i = -^siAuM~A,„,L'). 

Die Relation zwischen L, M, N schreibt sich hier am einfachsten 
in Gfestalt der bekannten Gleichung, mittelst deren sich das Quadrat 
der Function aldeterminante durch die constituir enden Functionen 
ausdrückt : 

(1) N^ ^- ^ \A^/M^~2A,,„M L + J„,„, Iß\. 

Da hier das Quadrat von N sich durch M, N ohne Nenner aus- 
drückt, so kann man der typischen Darstellung die Form 

(2) f.lF = P^L~ +P^i^~' M... + PnM'^ 

hier geben, ohne dass eine Potenz von B„„ als neuer Nenner hin- 
zutritt. 

Die Gleichung (15) endlich kann man nun, indem man mit 2^ 
multiplicirt, in folgender Weise darstellen: 

(3) f.\AuA,„„-A,:J\^ 

= [(ar }^ {LA^„,-MAi„,) + {amy (MAu-LA,„,-) + 2 (an■)\^'] 
ICdiy {LA,,^~MAj„,)+ (am")^MAu''LA,.„} +2 [any.N] 



Führt man die rechte Seite aus und setzt immer für N^ seinen 
Werth aus (1), so erhält man die typischen Darstellungen, wie sie 
oben gebraucht wurden. Es sind hier ausser den h Coefficienten P, Q 
nur noch die drei Invarianten An, A,„, A„,,„, welche in die Darstellung 
einer Invariante aus der typischen Form eingehen können. Alle In- 
varianten stellen sich also hier als rationale Functionen von nur7c+3 
Grössen dar, und die Nenner derselben sind Potenzen der Verbindung 
AiiAmw — Ai,J. Zwischen den drei übriggebliebenen A und den 
P, Q bestehen nun nicht mehr nenn, sondern nur noch sechs Gleich- 
ungen. Man erhält dieselben, indem man, von der typischen Dar- 
stellung ausgehend, L und Jlf bildet. Diese nehmen die Form an: 
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L=SL+TM+UN 

die iS, T, ü, S', T', ü' sind gaaze Functionen der angeführten ft + 3 
Grössen und die zwischen denselben stattfindenden Gleichungen sind: 

S = l, r=0, [7 = 

^■=0, T'=-l, U'=i). 

Sind diese erfüllt, so erhält man L und M wirklich durch die 

betreffenden Operationen , die Bildung von N, welche nui auf die von 

L und M sith stutzt, nmso von selbst auf die richtige Function führen 

und k^un d hei zi neuen Efltitiouen keine Vfi anlassung mehr geben. 



g 105 UobPp die MtiglKhkoit , '^Tttteme >oa Foimeu gerader Ordnung: 

mit gleiclien aLsoluten lutaiianten diiicli Uiieoie Ti ausfuiinatiuu in 

eiuaudei uber^ufUbien 

Au diese Üuteisuchungeu knüpfen sich nun Betiachtungen, welche 
füi Formen geradei Ordnung genau daoselt e leisten, was die Betrach- 
tuuijen des § 92 m Bezug auf Formeü ungeiader Oidnimg ergaben, 
oder in Bezug auf Forinensysteme, welche mindestens eine Form-un- 
gerader Ordnung enthielten. 

Wenn zwei Systeme von Formen gerader Ordnung mittelst linearer 
Substitutionen in einander (Iberfübrbar sein sollen, so ist die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten die unumgängliche Vorbedingung. Aber 
aus dieser folgt die Möglichkeit der Transformation noch ebenso wenig, 
wie das Entsprechende bei den Systemen, welche Formen ungerader 
Ordnung enthielten, eine Folge jener Gleichheit der absoluten Inva- 
rianten war. Es tritt nun aber folgender Satz ein: 

Zwei Systeme von Formen gerader Ordnung sind 
immer durch lineare Transformation in einander 
überführbar, sobald erstlich alle entsprechenden 
absoluten Invarianten einander gleich sind, und so- 
bald zweitens zwei Paare entsprechender quadra- 
tischer Covarianten, L, M bei dem einen, L' , M' bei 
dem andern Systeme existiren, so dass weder die 
Resultante von L mit M, noch die von U mit M' 
verschwindet. 
In allen anderen Fällen sind besondere Untersuchungen über die 
Möglichkeit .der Transformation anzustellen, doch betreffen dieselben 
immer nur noch sehr specielle Formen, 

Man beweist den obigen Satz folgendermassen : 
Da h, M eine nicht verschwindende Resultante D haben, so kann 
man diese Formen und ihre erste Ueb er Schiebung N zur typischen Dar- 



y Google 



422 Neunter Äbsclmitt. Tjpischfi DiU-stwUung der Formen 

Stellung von f benutzen und der dabei auftretende Nenner J) ist von 
Null verschieden. Mau erhält für eine Form f des einen Systems 
eine Gleichung der Form: 

(!) D'^.f{x,x,)--=P,L^ (^) + P: L^"'ix)M(x) 

+ P, I.-'^'ix) M^x)...-]- P^ .W^ix) 

+ Q^ L^"^ ix) IV {x)...-\- Qn^ M^ ~\x)\, 

wo die P, Q Invarianten sind. Ebenso hat man für die entsprechende 
Form des zweiten Systems: 

(2) -ö'^ f (p, !/.) - P'o L' "' (:9) + -P, i' ^ ■" ' iy) M' (p) 

+ F\ L'^'\y)M''^{y)... + P'„M'^ (y) 

+ q, L'^'%)M'Hy)... + qnM'^~' (y)\. 

Nun setiien wir voraus, dass entsprechende absolute Invarianten 
gleich seien, oder dass, wenn •/, J' zwei entsprechende Invuriunten 
des Systems sind, g, ^ . . . ihre Grade in Bezug auf die Coefficienten 
von f, (p . . . bez. f, ip' . . ., und n, n' . . . die Ordnungen der zuge- 
hörigen Functionen , immer eine allen Invariantenpaai:en J, J' gemein- 
same Grösse r gefunden werden könne, so dass 

(3) J'=J.r -i—-. 

Ist es möglich, das eine Formensystera durch lineare Transfor- 
mation in das andere überzuführen, so muss dann r die Determinante 
der Transformation sein. 

Bezeichnen wir die Grade von L und M in Bezug auf die ver- 
schiedenen Functionen des Systems durch 

L) h, k', k" ... 

M) i, r, i" ..., 

so werden die Grade von JV": 
daher die von J): 

DJ 27^ + 2i, 2Ä' + 2;', 2r + 2r, 
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die Geaammtgrade der Gleichung (1) oder (2): 

n(k+l) + i, n{Jc'+l'), n(¥' + l")..., 
daher die (rrads der Coeffieieiiteii P, Q: 

«(r+r)-"-|-.,-, 
p,) n{k+ri+]-"^+ii~i, ..{f+r)-^ + i'-i', 

P,) int+() + l-*'j*+2i-'2i, n(;t'+f)-^ + 2t'-2r, 

„(r+r)-'!|- + 2r-2r..., 



nfM'+ri-'^-i"..., 



Endlich 
olgende : 


entsprechen also der Gleichung (3) bei diese 
ly ^D .r'-^3+3ß 




p;^p^./^^+''-"^+T 




F'=F _,."*5 + '^)-T+*'-''+T 


m 


p' __p ^ y":e + nl-T+-P~*''+"5 




ö;^e„.r'"'^"'+-^'-"+^ 




ft' = ft./'^^^''-"-^"^""^^ 


der Kürz 


e wegen 




;,/. + ,,'fc'+... ^_„i + M';' + ... 



gesetzt ist. 
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Tragea wir diese Werthe der ZX, P'^, P\.,., Q'^... in die 
Gleichung (2) ein, so verwandelt sich dieselbe nach Division mit 
^«ie+ff> in folgende: 

(5, i>^.r&„ft)=p,(p?)^+A(iÄf^'^+- 

Vergleicht man dieses mit der Gleichung (1) und bemerkt, dass 
bei der Bildung der Zahlen p, 6 alle Functionen des Systems sym- 
metrisch beuutai sind, dass also diese Zahlen in allen mit (1), (5) 
analog; gebildeten Gleichungen dieselben Werthe besitzen, so sieht 
man, dass die lineare Ueberführung des Functionen Systems 
f , rp . .. in f, (p . .. geleistet ist, sobald es gelingt, durch 
lineare Substitution gleichzeitig die Gleichungen: 

(6) M-[y)=ro-^ M {x) 

W [y'j^r^ + e-^N ix) 
so zu befriedigen, dass r die Determinante der Substi- 
tution ist. Denn indem man diese Gleichungen annimmt, ergeben 
die Gleichungen (1), (ö) und die analog zu bildenden Gleichungspaare 
sofort 

f Cy^J^ä) =/'C^ua;s), fp' {y^,y.^ - ^ K,«^) etc. 
Was nun das reducirte Problem (6) angeht, so bemerke ich zu- 
nächst, dass die Forderung, r solle die Determinante der Substitution 
sein, von der durch das Hinzutreten der dritten Gleichung (6) aus 
gedrückten Bedingung nicht verschieden ist. Geht man nämlich von 
den Gleichungen 

L' (y) = rO-^L (X) 
"■ ' lf'(y)=r -'M(x) 

aus, indem man die x als lineare Functionen der y mit der Determinante 
s voraussetzt, und bildet nun beiderseits die erste Ueberschiebung, 
so erhält man 

nnd daher wegen der dritten Gleichung (6) s = r, oder umgekehrt 
die Gleichung (tS) selbst, wenn man s ~r voraussetzt. 

Wenn es nun also nach (7) darauf ankommt, zwei Paare quadra- 
tischer Formen gleichzeitig mittelst derselben Substitution in einander 
ßberzüfiihren , so kann man diese Aufgabe geometrisch folgendermasaen 
interpretiren. Es sind zwei Punktepaare L'(y')=^0, M'(y} = auf 
einer Geraden, zwei andere, L^x^ — O, M^x'j—O auf einer andern 
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gegeben, jenen einzeln zugeordnet. Maß soll die beiden Geraden so 
in Perspective setzen, dass das erste Paar der zweiten Geraden mit 
dem ersten der ersten, das zweite Paar der zweiten Geraden mit dem 
zweiten der ersten projectiviseh wird. Betrachten wir aber L' («/) = 
nnd lf''(j/) = als Punktepaare einer InTokition, h («) = 0, If (a:) = 
als die einer andern, so müssen diese ganzen Involutionen dabei projec- 
tiviseh werden, vor allem auch ihre beiderseitigen Doppelpunkte. Diese 
sind durch die Factoren -ZV"(!/) = einerseits, durch die von 'H[x) = ^ 
andererseits gegeben; die Quadrate der Gleichungen der letzteren 
aber erhält man nach § 57., indem man in der Gleichung 

(8) i, + ^ilf, = 

X so bestimmt, dass der Ausdruck links ein Quadrat wird, d, h. indem 
man h durch die quadratische Gleichung 

(9) Aa^^KAi^^l^A^^^C) 
bestimmt. 

Die Gleichung (8) stellt an und für sich ein beliebiges Paar der 
zweiten Involution dar, und je einen ihrer Doppelpunkte, wenn man 
für l die beiden Wurzeln von (9) einführt. Einem Paare (8) entspricht 
in der andern Eeihe das Paar [nach (7)]: 

in welches (8) durch die gesuchte lineare Transformation übergehen 
soll. Sucht man nun die Doppelpunkte der Reihe (10), so erhält man 
sie aus der quadratischen Gleichung 

(H) t''''= + 21-Ä^+«'4^-0. 

Soll also die vorliegende Aufgabe lösbar sein, so muss diese qua- 
dratische Gleichung mit der Gleichung (9) identisch werden, wodurch 
denn in der That auch die Doppelpunkte der beiden Involutionen 
nnd damit diese ganz einander entsprechen. 

Diese Forderung ist nicht befriedigt, wenn i, i', M, M' be- 
liebige Formen sind 5 denn in der That erfordert die Möglichkeit, // 
in L und zugleich M' in M zu projieiren, dass die aus L' , M' zu 
bildende absolute Invariante mit der aus L, M zu bildenden überein- 
stimme (vgl, § 57.).* 

Aber in dem vorliegenden Falle tritt dies allerdings ein. Denn 
da Au, Alm, A„,„, simultane Invarianten des Formensystems f, g) . . . 
sind, und zwar von den folgenden Graden in Bezug auf die Coef- 
fieienten der verschiedenen Formen: 

* Geometriech t Das Doppelverhältniss der Paare L, M muss dem ent- 
sprechenden der Paare L', M' gleich Bein. 
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A„ 


) 2*, 


2*', 


2i". 




Ä,.. 


) t + l, 


(i' + r 


, r + 




^,.„ 


:) 2!, 


2J', 


m- . 


sstelien 


nach (3) 


die Gleichungen; 








A,,, 


= A„ 


.r^O 


)) 




Ar.,. 


= Ai., 


.rt+' 






A,,,.- 


— A.,, 


.r-«; 



und vermittelst derselben gelien wirklich die beiden qnadratinchen 
Gleichungen (9) und (11) in einander über. 

Da der Voraussetzung nach die Resultante von L, M einerseits 
und von L', M' andererseits nicht verschwindet, so hat die Gleichung 
(9) oder (11) zwei verschiedene Wurzeln; denn die Discriminaiiten 
dieser Gleichungen sind mit jenen Resultanten identisch (§ 27 ). Be- 
zeichnen wir die Wurzeln von (9) durch l^ und ^, so können wir nun 

und 

setzen , wo X^, X, lineare Functionen der x von nicht verschwinden- 
dei- Determinante und Y^, Y^ solche der y sind. Es sind X^—0, 
X^ = die Doppelpunkte der einen, r"i=:0, Y^^O die der andern 
Involution; die ganzen Involutionen nehmen die Form an: 
0- i (x) (l^fi) + (iti-(i A,") M {x) - XjS - ;i X/ 

und das gegenseitige Entsprechen der Involutionapaare ist durch gleiche 
Werthe von jt angezeigt; für (i~l und 1'- = -^ erhalten wir die Paare, 
von denen wir ausgingen. 

Man sieht, dass diese Involutionspaare s'ämmtlich projectivisch 
sind, indem ihre Gleichungen durch die Substitutionen 
(16) Y,^i,X„ Y^^e^X^ 

(e^ und e^ gleich + 1) in einander übergeführt werden können. Diese 
Gleichungen enthalten also zugleich die gesuchten Substitutionen, ver- 
möge deren die Formen sjateme f, rp . . . und f , ep' . . . in einander 
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Es ist zunächst zu ujitersuclien, ob tlie Substitutionsdetermiiiante 
wirtlich gleich r ist. Die Einsetzung der Werthe M = T^? ft — - 1 in 
(15) giebt: 



,,, , X'-X' M'(,J) Y'-Y,' 

Bilden wir nun irgend eine Invariante von L, M a 
U, M' andererseits, etwa Äu, An-, und be?,eichnen wir mit a die 
Functionaldeterminante der X nach den x, mit h die der Y nach den 
y, so habeo wir oiTeiibar; 

wo A nur von A^, !.^ abhängt; und also wegen (12): 

Aber aus (16) folgt, wenn s die Functionaldeterminante der X 
nach den Y bedeutet ; 

Zi= + as, 
also 

Da nun s das Zeichen ändert, indem man s^ oder e.^ in das ent- 
gegengesetzte übergehen lässt, so kann man immer, und zwar nur 

auf eine Weise, das Verhältniss — so bestimmen, dasa die Deterrai- 

nante der Substitution (16 einem den Gleichungen (4) gemäss bestimm- 
ten Werthe von r gleich wird. 

Jedem Werthe von r, welche den Gleichungen (4) genügt, ent- 
spricht also eine Substitution (16), welche bis auf ein allen Coefflcien- 
ten gemeinsames Vorzeichen völlig und eindeutig bestimmt ist. Die 
Bestimmung des letztern kann auf mehrfache Art möglich werden, doch 
so, daas der Gleichungen (4) wegen die Grössen r^ , r" voltkommen 
bestimmt sind, wie man erkennt, wenn man die Corabinationen bildet: 

^-^0 ^_:^' B 

Daher können auch Zj, Y^ nur noch um einen gemeinsamen 
Factor geändert werden, welcher eine Einkeitswurzol ist, und es folgt 
also, dass die Substitution (14), welche den Uebergang von 
einem Formensystem zum andern vermittelt, überhaupt 
bis auf einen allen Substitntionscoef ficienten geraein- 
samen, einer Einheits wurzel gleichen Factor völlig und 
eindeutig bestimmt ist. 
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Für zwei biqi] akratische Formen /, f ergiebt die vorliegeiide Unter- 
suchung nichts, da bei ihnen quadratische Covarianten nicht existiren. 
Indessen übersieht man bei diesen die Verhältnisse leicht unmittelbar. 
Damit zwei solche Formen oder die durch sie repräsentirten Gruppen 
von je vier Elementen durch lineare TransfoiTuation, geometrisch 
. durch Projection, in einander übergehen können, müssen die Doppel- 
verhältnisse, also die absoluten Invarianten gleich sein. Wenn die 
Punkte jeder Gruppe getrennt sind, so ist dies auch hinreichend. 
Und zwar ist dann die Ueberführung auf vier verschiedene Arten 
möglich. Denn sind a, h, c, d die Punkte der einen Gruppe, a, ß, 
y, d die der andern, und haben die letzteren bei dieser Anordnung 
dasselbe Doppelverhältniss und sind also in die ersteren projicirbar, 
so findet dies auch noch für die Anordnungen ß, a, S, y; y, ö, a, ß; 
d, y, ß, (i statt, welche nach § 21. denselben Werth des Doppelver- 
hältnisses ergeben. 

Fallen aber zwei Punkte einer Gruppe zusammen , so müssen 
auch in der andern zwei und nicht mehr zusammenfallen; fallen drei, 
zweimal zwei oder vier zusammen, so rauss immer das Entsprechende 
auch bei der andern Gruppe eintreten, damit die Transformation 
möglich sei; was dann nach § 48. nicht mehr durch Eigenschaften 
von Invarianten, sondern durch Eigenschaften von Covarianten an- 
t wird. 



§ 106. Drei simiiltiine r|uRi1ratisc)ie Formen. 

Wollen wir die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf ein- 
zelne Formen oder auf Systeme anwenden, so tritt uns immer die 
folgende Fi-age entgegen, welche zugleich die Anwendung des Vorigen 
auf ein System dreier quadratischer Formen enthält: 

Welches sind die Bedingungen dafür, dass ein 
System dreier quadratischer Formen keine zwei 
quadratische Covarianten enthält, deren Itesult ante 
von Null verschieden ist? 

Man kann diese Frage zunächst vermöge einer geometrischen 
Ueberlegiing entscheiden. Denkt man sich drei Gruppen von je zwei 
Punkten, welche den drei Formen entsprechen, so müssen je zwei 
der drei Punktepaare einen gemeinschaftlichen Punkt besitzen. Ent- 
weder also besitzen alle drei einen gemeinschaftlichen; dieser kommt 
dann auch ihren FuncfcionaMeterminanten zu, und es giebt also keine 
Form des Systems, welche für diesen Punkt nicht verschwindet, also 
auch nicht zwei Covarianten, deren Resultante nicht Null ist. Oder 
zweitens, wenn a, h, c drei Punkte sind, werden die drei Paare durch 
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ab, bc, ca dargestellt. la diesem Falle giebt es quadratische Co- 
Varianten von nieht verachwindender Resultante, z. B. eine lineare 
Combinatioii der ersten beiden Formen, und die dritte. Dieser Fall 
ist also auazuschli essen, und man kannalso den Si 



Drei quadratische Formen ergeben nur dann 
keine zwei quadratischen Covarianten von nicht ver- 
schwindender Resultante, wenn sie einen allen 
dreien gemeinsamen linearen Factor besitzen, 
üntei'suehen wir dasselbe jetzt analytisch. 

Führen wir die Bezeichnungen des § 58, ein, so haben wir drei 
quadratische Grundformen f^, f^, /], und ihre gegenseitigen ersten 
IJeberschiebungen d-^g, &^^, -^jg. Andere quadratische Covarianten 
existiren nicht. 

Die simultanen Invarianten der Formen werden durch Dik, ^2S 
bezeichnet. Sollen die Resultanten der /■ verschwinden, die wir durch 
Till bezeichnen wollen, so müssen die drei Gleichungen stattfinden: 

Die Resultante von ft mit &kh wird: 

wo nach § 68. 

B.,, « = i (A. D,., — 0"..) - i P.,„ 
während i),-^ tj gleich üjg^ oder gleich Null ist, je nachdem i, h, h 
sämmtlich verschieden sind oder nicht. Das Verschwinden aller Re- 
sultanten Pi^ (Ä reducirt sich also auf die eine Gleichung: 



Endlich wird die Resultante i 
P,i-,.,=.B, 



= 0. 



Dm 



-D'„. 



Die ersten beiden Grössen D sind ^ Po, und ^ Pmn 
nach dem Vorigen verschwindend ; die letzte wird 

Du , .. = a„ a , - A. Ä, . 



Auch diese und also alle Unterdeterminanten - 
D.. 



D„ D,, 

(1) 2 B',„= 0„ D„ D, 

Da D„ D,, 

müssen verschwinden, und man hat den Satz; 



y Google 



430 Nennte! Alischnitt, Typische liaiistellung der l'ormöa 

Unter deo quadratischen Covarianteii dreier 

quadratischen Povmen befinden sicli nicht zwei 

oline gemeinsehaftliclien Factor, sobald und nur 

wenn alle Unterdeterminauten der Determinante (1) 

verscliwiiideii. 

Man kann aus diesem Kesultate den oben angegebenen Satz ab 

leiten. Da JJj^, = 0, so ist eine der Formen, etwa f^, eine lineare 

Function der andern: 

/.-«/; + »/;■ 

Nimmt man dies aber an, so giebt das Verschwinden aller Unter-, 
determinanten von 

I Ai As kD,, + AZI;, I 

2&^\ Aa As nI),. + XB^^ 

Ufl^i + AD^j, ä£ D,^ + ;. I?,, x^B^^ + 2 ;: A D,, + A^D,, | 

nur noch die eine Gleichung 

Es müssen f^, f,^ einen gemeinsamen Factor haben, und dieser 
kommt dann auch der Form /g = k/"^ + /1/"2 = zu; dies ist nöthig aber 
auch hinreichend, wie oben geometrisch gezeigt wurde. 

Dies ist zugleich der einzige Fall, in welchem die Gleichheit der 
absoluten Invarianten zweier Systeme von je drei quadratischen For- 
men die Möglichkeit, durch lioeai'C Transformation ein System in das 
andere Überzuführen, nicht sofort nach sich zieht. 

Wenn der erwähnte Ausnahmefall nicht eintritt, so kann man f^ 
durch /■(, f^ und S-j^ ausdrücken. Man erhält dann aus der Gleichung 
(4) des §58.: 

I Z»,i -D,3 D,3 1 
(2) 2&,sii,2,=- Z),i B,., B.,A, 

\h U f, \ 

wodurch f^ als lineare Function von f^^, f^, S^i^ gegeben ist, so lange, 
wie hierbei vorausgesetzt werden muss, D^ Z)^^ — D^^^, die Resul- 
tante von /°^, f^, von Null verschieden ist. Wenn insbesondere 
J?^2g = 0, so muss fj die Form xf,-\~lfg haben; die Werthbestiinmung 
von X, X ist durch die Gleichung gegeben, in welche (2j dann 
übergeht : 

I -Du A. Aa I 
-Da Aa As =0- 
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% lOJ. Simultauc)^ System eiiier quadrali seilen und einer lii quadratischen 
Form: Fälle, in welchen heiue typische Darstellung möglich ist. 

Ein System dreier aimultanen quadratischen Formen büdet die 
Grundlage für das simultane Formeosystem einer quadratiseiien Form 
f und einer biquadratischen (p. Jene drei Covarianten, deren eine f 
selbst ist, wurden in § 60, durch 

ihre ersten Ueherschiebungen durch 

bezeichnet; ihre simultanen Invarianten waren; 

il) i^,.)^ n _i^ iB i^B 

B^^==B+^, I)^^ = — +j-, -/J„--3-- 6+^, 

Untersuchen wir zunächst, unter welchen Umständen eine typische 
Darstellung durch quadratische Covarianten, wie sie in § 103. an- 
gegeben wurde, nicht möglich ist. Es gehört dazu, dass C und alle 
Ünterdeterniijianten von 

-O/r »/* «/-, 
2G'^= B/-^ Bti^iP B^^ 

I>rx -B., ^„ 

verschwinden, oder dass f, ip, % einen gemeinsamen Factor haben. 
Unterscheiden wir zwei Fälle: 

1) /"kein Quadrat. Es sei f=2x,x^, und 

9? — « iCj* + 4 15 ^^ä iCg +-6 y x^^ x^^ + 4 iS a^, x^^ + t x.^ 
B.^~- a'x,* + 4 ß'x^^ x^ + 6 /x^^ x.^ + 4 5'a;, x^ + f'^^*. 
Man hat dann: 

■<i>=-2{ßx,^ + 2yx,X2-^d x/) 
% = -2{ß'x^^ + 2y'x,X., + 6'x^'). 
Soll ein Factor von f, etwa x^, auch Factor von ^ und ;;; sein, so 
musa man haben (vgl, die ausgerechnete Form von Hm §40.): 

also entweder i5 = 0, £ = 0, d. h. ein Factor von x ist Doppelfactor 
von tp\ oder (3 = 0, ö = 0. In diesem zweiten Falle enthalten also 
9», H nur gerade Potenzen; und zwar wird (vgl. § 40.) 
cp ^KX^-'rQy x^ x^ + B x^ 
H=2(xy x,^+2 {ae-S y^) x^^x/ + 2 ysx^^ 
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Ferner wird: 

Es ist also nur einer der folgenden Fälle denkbar: 
a) T ist; von Null yerseliiedenj 

_H--25'y=(«£~9r=)/% 
also f bis auf eine Constante eine der irrationalen quadratischen Co- 
varianten, in welche T zerfüllt. 

6) 2" verschwindet identisch, indem «£ — 9/^ = 0, ohne dass 7 = 0. 
In diesem Falle wird qs das Quadrat eines in x^, xf linearen Aus 
drucks. Es ist also ^ Ass. Quadrat einer Form, deren zweite Ueber- 
Schiebung mit f verschwindet. 

c) T verschwindet, indem -^ und a oder s verschwinden. Dann 
ist ^> ein Biquadrat, dessen Wurzel Factor von /"ist. Dieser Fall ist 
unter dem zuerst erwähnten als Besonderheit enthalten. 

2) f ein Quadrat, =x^. Indem man die obigen Bezeichnungen 
beibehält, wird 

■^^~^{y x^-^2 S x^x^-^ s x^ 
X^~2 iy'x,^ + 2 d'x, x^ + f 'a;/) ; 
also, damit x auch Factor von ^ und % sei: 

£ = 0, t' = 2{ys—8^) = <), d.h. £ = 0, tf = 0. 
Es muss also X-^ Doppelfactor von ip sein. Dies kann in der 
ersten Abtheilung des vorigen Falles enthalten gedacht werden, wenn 
man dort nur die Forderung, dass f kein Quadrat sei, aufhebt. 

Die typische Darstellung durch quadratische 
Covarianten ist also nicht möglich, und aus der 
Gleichheit der absoluten Invarianten zweier For- 
menpaare f, q> und /", (p' folgt die Möglichkeit 
linearer Ueberführung nicht sofort, 

1) wenn ein Factor von /'Doppelfactor von q^ist; 

2) wenn f bis auf eine Constante eine der drei 
irrationalen Covarianten ist, in welche T zerfällt*; 

3} wenn rp Quadrat einer Form zweiter Ord- 
nung ist, deren zweite Ueberschiebang mit /'ver- 
schwindet.** 
Ich Jiabe hier die für die Fälle 2), 3) oben festgehaltene Vor- 
stellung, dass f kein Quadrat sei, fallen gelassen. Dass dies erlaubt 



« GeometriBch: Das Pnnktepaar Toa f ist bei o 


in er ge 


wissen Zer- 


legang der vier zu qj getörigen Punkte ia zwe 


i Paar( 


! zu beiden 


harmonisch. 






** GeometriEcli: Die vier zu tp gehörigen Tuukte 


bilden 


einDoppel. 


paar von Punkten, welche mit den au f gehörige] 


1 härm 


onisch sind. 



y Google 



gerader Ordmiüg raittelat quadi'atisclier Covarianteii. — |g 107, 108. 433 

igt, sieht mau leicht ein, ebenso wie, dass umgekehct, wenn einer 
der Fälle 1), 2), 3) eintritt, auch wirklich iminer f, ip, % einea 
gemeinsamen Factor haben und daher die typische Darstellung unmög- 
lich wird. 

Was 3) anbetrifft, sosei/'=a:i^ 9) = (a V + 26ar,a^g + <;.V)'- So^ 
die zweite Uebecschiebung von / mit Y'p yersehwinden, so muas 
c=:0 sein, <f> bat den Doppelfactor x nnd mau hat eiueu besondern 
Fall von 1) vor sich. Daas im Falle 1) und 3) wirklich f, ip, % einen 
gemeinaamen Factor haben, lehrt die Bildung von j^, %, welche oben 
ausgeführt wurde. 

Nur für den Fall 2) ist zu beweisen, dass, wenn f einer der aus 
T e'utsteii enden drei irrationalen Covarianten bis auf einen coustauteu 
Factor gleich ist, -ij! und % mit f einen Factor gemein haben. Es 
muss hier T von Null verschieden sein. Daher sind nur drei Falle 
zu betrachten, je nachdem in 97 = alle Wurzeln verschieden, oder 
zwei gleich, oder endlich drei gleich sind, die übrigen aber jedesmal 
verschieden. Im ersten dieser Fälle kann - man immer f— 2x^^X2, 
q[) = «a^*4. 6 ya^j^a;/-!- ^"^a* setzen; dasa in diesem Falle f,i>,% einen 
gemeinsamen Factor besitzen, lehrt die oben angestellte Rechnung; 
es sind sogar {bei^ = 0, (J=ü") f, ip und % nur um constante Factoren 
verschieden. Hat zweitens 95 = zwei gleiche Wurzeln, so kann mau 
dieser Function die Form geben 

q> = a x{'- -\-(}ßXf X^, 
daher 

H^2a'yx^^ — Qfx^x^^, T^ — Qy^ax^^x^. 

Die quadratischen Covarianten, in welche T zerfällt, sind also 
x^, x^, x^x^; welcher von ihnen aber auch /'bis auf eine Constjinte 
gleichgesetzt wird, immer hat ip einen Doppelfactor, der zugleich 
Factor von f ist, und man hat einen besondern Fall von 1) vor sich, 
in welchem Falle, wie wir wissen, f, ij;, % einen gemeinsamen Factor 
haben. — Hat endlieh rp einen dreifachen Factor, so können wir 
setzen: 

g)=4V^s> S=-2x^^, T=^xt\ 

es muss also f:=c.x^ gesetzt werden, was wieder auf den Fall i) 
führt. Damit ist der obige Satz and seine Umkehrharkeit vollständig 



g 108. Typisclic Darstellimg der ilbrigeu Fälle. 

Wenn C nicht verschwindet, können wir an Stelle der drei Co- 
varianten L, M, N des § 103. die folgenden einführen; 
L=f, M=^ii>, N=x, 

OlrtEcb, Tkecfie a^r bmUrci. Mgeb,-. Form™. 28 
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und erhalten demnach für ihre ersten TJeber Schiebungen die Aus- 
drücke: 

(1) fi = (z«) j;*«.v = x 

während die simultane Invariante D, welche den Nenner des typischen 
Ansdracks bildet, gleich wird. 

Und so wird nach § 103. (15) die typische Darstellung von f\ 

(2) C^ . /■= Fl, i' + 2 F„ r X - 2 F,3 r V 4- T^ä3 X^ - 2 F^^ X M^ 

+ T^s3 H'^ 
wo die F die Invarianten bedeuten: 

F,^ = {uaY (Khy V^ = (ail,f {aip'f 

F„ = (««)^«# n3 = («z)MaxT- 

Die Ansdriieke (1) sind mit f, i^, % durch die Gleichungen ver- 
bunden, welche den Gleichungen (11) §58. entsprechen: 

C,f = Bff t + Bf^ '^-^ri ^ 

(4) C.il> = Bf^ t-\-D^,pX-B^j^'V 
C.x=Bf^T + B^^ X-D^^ V, 

während zugleich 

(5) = /-T + ^X-xH'. 

Die Gleichungen (2), (4), (5) geben die typische Darstellung nach 
den in § 103. entwickelten Grundsätzen; man kann entweder t, X, ¥ 
oder f, %), % eliminiren und die Darstellung durch die drei (ihrigen 
Formen leisten. Die Untersuchung der Coefficienten zeigt, dass es 
eine bemerkenswerth einfache Darstellung von 9? giebt, bei welcher alle 
sechs quadratischen Formen beibehalten werden. 

Nach den Formeln des § 60, ist zunächst: 

Fu = (ß <if (tt &)^ = i^ hf ^Bf-^ ^A 

iB 



(8) F„ = C<io)'C«*)> = (**7=D,« = 


= ^ + T 


7„ = («<,)-(«z)> = (*i)>=B,,= 


iA jD 


lie Formen aber 




r„ = (a*)' («*')■ = («*)' i'ß)' (f«)' 


_(.#(««'((!«)■ 



bildet man leicht mit Hilfe der aus der Theorie der b iqu ad rati sehen 
Formen oder der Tafel des § 8. folgenden Gleichungen; 
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(«a)'«,a/=.|«,'.,'H-A(x!,)', 

indem man darin a:, , x^ und y^, y^ durch ip^, —■^\ oder %^, —%^ 
ersetzt : 

r„ = (JTo)'(if*)' + i {»*)' = !)« + x-'t + 't 






= -t(»«)'(»*)' + i(«,«> = -iB,,+''^ = '-^ + '-j? + !^ 



7„=.-l{««)'(«l)'+f («I)'— ^-D»I - 
Aus diesen Gleichungen erhält man die Combiuationen : 

Multiplieirt man diese Gleichungen mit t, X, — ¥ und addirt, so 
kommt nach (2 links C'^fjp, und daher nach Division mit die ein- 
fache Darstellung: 

(8) Cy=.,<.+ x(z+!f)-¥(^* + i/'), 

vermöge deren ^> als biliueare Ij'unction der /', i>, % einerseite und 
der r, H', X andererseits auBgedrückt ist, während die Coefflcienten 
nur i und ,'/ enthalten. — 

Wenn C verschwindet, so besteht zwischen /', \\}, % eine lineare 
Belation, welche entweder die Form 

(9) i---^Kf^l<p, 
oder die Form 

haben muss. Aber die Rechnung des § 107. zeigt, dass, mag /' ein 
Quadrat sein oder nicht, sobald f mit i/i bis auf einen Factor iden- 
tisch wird, mit % dasselbe geschieht. Der zweite Fall ist also aus- 
znschliessen, indem er überhaupt keine solche typische Darstellung 
Kulässt, In der Formel (9) aber muss man voraussetzen, dass /"und 
i) keinen gemeinsamen Factor haben, da sonst aucli % denselben 
haben würde. Man kann also die Formen f und i/i bei der Auf- 

28* 
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Stellung der typischen Form zu Grunde legen, nebst ihrer ersten 
Ueh er Schiebung V. Der Neuner der Darstellung wird die zweite Po- 
tenz der aus f, ip, V gebildeten simultanen Invariante, welcbe nach 
§ 58. (15), wenn man f^ durch f, f^ durch i/;, &;^ durch —■"!' ersetzt, 
den Werth hat: 

(10) P^.^{J)rfD,p^-D^^^) = i\l)B + ^lr^~A^\. 

Die an Stolle von A, ft, v tretenden ersten Uebersehieb nagen 
von f, tj;, V werden 

v = [af) «,fc- — V, 
und die ty^jische Darstellung wird daher: 

(11) 4 P> = W„ (vD„~fD^^f + W„ (^D„-fI)„Y 

+ iW.,^'V'-'2W„{iliI),^~fD^,^){iiD„-fD,^) 
+ 4 Wij V (* -0,» - ;" -D,f ») - 4 Tf,, ¥ (* Dff- fBn) , 

wiilirend 

(13) ^V' = ~i\D„^'-21>p,fi, + Df,,f'i. 

Von den Coeflicienten sind 

(13) ^» = C««)H«*)"=-D»» = -B + ';(' 

ir„ =(»*)'(«*')'= i)»j +T = T+T 
den entsprechenden Grössen V gleich; die andern aber_werden: 

^'■^> W^.^ ■= {aii>f (kY)% TTgg = {cc'Vy {aYf. 

Um T'Fjj zu bilden, geht man von der Gleichung aus 



und hat also 

W'.s = (l;1')= + 1- {liVf = ~C [§ 60. (8)J. 

Dagegen erhält man TF^j aus (12) , indem man a:, = ßg , aij = — C[ setzt : 
(15) w^^ = -^\ Dff (d^^^^-^'^-D^^ D^A 



Lässt man also C verschwinden, so kann man den Werth von 
Y^ eintragen und erhält: 
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(1.6) iP''(p=^W,^(i>Df^~fD-^^y+W^2(-^Dff~fDpi,y 

- 2 T-Fga {Dff H^''- 2Df^ ff + D^i, P). 
Diese Gleichung enthält die Lösimg eioer Aufgabe, welcliesich 
bei den Betraclitiiiigeii des §60. darbietet. Es -war dort gezeigt, dass, 
wenn C = 0, g; als quadratische Function von f und einer andern 
quadratischeii Form darstellbar sei. Es entsteht die Frage, welches 
diese andere quadratische Form, und welches diese Dar- 
stellung sei. Bis auf die Ausnahmefälle des vorigen Paragraphen, 
in denen die Lösung sieli indessen von selbst darbietet, ist diese Auf- 
gabe durch die Gleichung (16) gelöst. Die Aufgabe ist ihrer Natur 
nach nicht völlig bestimmt, da man statt jener Form g, welche ihr 
genügt, auch g' = xg + Xf einführen kann. Aber die Gleichung (16) 
zeigt, dftss ij eine solche Form g ist, und giebt die Darstellung von 
cp als quadratische Function von f und ip. 



% 109. Die Formeu sechster Ordnung. Fülle, in denen die tjpisclie 
Darstellung nicht niög'lich ist. 

Bei den Formen sechster Ordnung bilden die Covarianten l, m, n 
(§ 78.) die Grundlage des Systems quadratischer Covarianten. Damit 
die typische Darstellung unmöglich werde, müssen l, m, n einen 
Factor gemein haben; aber wegen des besondern Zusammenhanges, 
in welchem diese Formen stehen, können die beiden hierin liegenden 
Bedingungen auf zwei gana verschiedene Arten erfüllt werden^ Erst- 
lich nämlich kann l mit m nur einen linearen Factor gemein haben 
und n denselben enthalten, was zwei Bedingungen sind. Zweitens 
aber kann m von l nur um einen constanten Factor verschieden sein, 

m='kl, 
was auch zwei Bedingungen involvirt; es wird dann n von selbst 
auch nur um einen constanten Factor verschieden, denn es ist 
n =■ {imy ij = Tc {iVf ij = km = Wl. 

1) Untersuchen wir zunächst den ersten Falh Der gemeinsame 
Factor von l, m, w sei q und 

l = qr, m==qs, n = qi. 

Der Voraussetzung nach ist (rs) von Null vorschieden, denn sonst 
träte der zweite Fall ein. Bildet man nun die Gleichungen 

(1) „^ij(ig:-^(^ir)^ ^^ij^i^-^^is^^ 

* Vgl. Clebsch und Gordan, Ännali di mat., aer. IL, vol. I. 
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80 folgt 

ms--nr = ir^(iq) liir)s-(is)r,.\ = isr).i^^ (iq). 
Da nun (ßr) nicht Null, so miiss ij {ig) durch q^ theilbar sein 

(2) ij{iq) = q.'k,, 

wo k eine i'orm /weiter Ordnung. Führt man dies in (1) ein, iudoni man 
über (2) die linearen Formen fx, s^ j« einmal schiebt, so kommt; 

bm^{qr)h+2qh„(kr), 3n = iqs)k + 2qk^(hs). 
Es sind also auch (qr)k und (qs)h durch q theilbar, und da jeden- 
falls einer der Factor en (gr), (qs) von Null verschieden ist, so muss 
Je durch q theilbar sein, mithin 

(3) i.^(iq)^qKh. 

Es folgt hieraus {iqY=^0 und i^{iqy=-J)] q^ muss also auch 
Doppelfactor von i sein: 

(4) i^q'.g. 

In dem vorliegenden Falle muss daher die In 
Variantenrelation 

stattfinden. 
Man kann nun in ähnlicher Weise zeigen, dass f selbst den 
Factor q dreifach enthält. Zu diesem Zwecke betrachte ich die Co- 
varianteii 

(aiy a^c* =^ (aq) (ar) aj 
{atif aj'={aq){as) a^*. 
Von der ersten wurde in § 76. (8) gezeigt, dass 
(fi) 

Um die zweite zu bilden, führen wir in ihr den Ausdruck von 
m durch l ein und erhalten: 

{amy a^c^ == {aif {iiy aj\ 
dagegen ist die zweite U eher Schiebung von {alf a^''' mit i: 
(a If {a if a/ i.^ ^ 2 (Ä i)^ ij AJ + j (ii'f i/ i'J, 

otler nach der Theorie der biquiidratisehen Formen; 

_B l + A& 

^ 3 
Daher hat man; 

(om)" «..' - — 4j-'— = (Ol)' »„' ;{it)'- aj - {al)'i,'\ 
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Nach § 76. ist 

also auch 

(aif aj (il) + 3 (aif aj (al) v. 

Statt der rechten Seite des obigen Aasdrucks kann man daher setzen : 



i (aiy L aj \{aV) ^, - {il) aJ=-\ {aif «/ ;/ = - 
und der gesuchte Ausdruck für {amf a,:^ ist also: 

(7) («».)'«/=^-^V- + ^'' 

Au.s (5), (6), (7) ergiebt sich nun für unsern Fall: 
(a?)(«f)«,' = 2A+4^ 

Hat nun i den Doppelfactor if, so besitzt nach der Theorie 
der biquadratischen Formen A ihn ebenfalls, und also die ganzen 
rechten Theile der Gleichungen (8). Man beweist also,, wie oben, 
indem man die Combination 

(aq) {arj a/ . s ~ (aq) (as) aj- .r=(aq) aj" . isr) 
bildet, dass {aq)aj' den Factor ^ hat; 

(aq)aj' = q^.ii,; 
führt man aber dies in (8) ein, so sieht man, dass auch 

{qr)q.u, (qs)q.u 
noch den Factor q^, also u nochmals den Factor q enthalten mnss, 
dass also 

(ß q) aj" = <i* .V. 

Es folgt hieraus, dass {nqfai =0; es ist also j ein dreifacher Factor 
von /; 

und man hat den Satz; 

Wenn l, m, n einen gemeinsamen linearen Factor 
haben, während die andern linearen Factoren von 
l und m weder Null noch bis auf eine Constante 
gleich sind, ao hat i denselben Factor doppelt und 
f dreifach. 
Dieser Satz lässt sich umkehren: 

Hat f einen dreifachen Factor, so hat * den- 
selben doppelt, l, m, n haben ihn einfach. 
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Sei nämlich x dieser Pastor, y die zweite Veränderliehe ; dann ist 

wo jedes der drei Glieder, also auch j, den Factor x? enthält; so- 
dann wird 

\dof dt dx^dydxd't cx^ öy^- dx'^ dy' 

wo wieder jeder Term den Factor x hat; eudlich 

'^^ 2A\dx^dy^ Sxdy dxdy'^df dx'^ \ 

''^ ~M\dx^ df ^ &xSy dxdy'^dy^ dx^\' 
wo jeder Terra den Factor x hat. 

2) Ich konuHC jetzt zweitens zur Charakterisirang des Falles, wo 
m von l n«r um eine Constante verschieden ist, 

(9) »» = fti, n=--?cH. 

Doch setze ich m, also auch h, als von Null verschieden voraus; 
auch das Verschwinden von l würde wegen der Gleichung m = {a If aj- 
das von m sofort zur Folge haheii, und ich nehme also auch l als 
von Null verschieden an. 

Ich werde zunächst zeigen, dass l dann kein Quadrat sein kann. 
Es sei 

(10) /'-- a^x^ H- Gfl.^a^i^a^ + \ha^x^x^ + "i^a^x^x^ 

+ Iha^x^^xf-^ %a^x^x.f-^ <^hßi> 

(1 1) ( = a^^Xi* + 4«! x^^x^ + &a^x^x^ + 4 niX^x.^ + k^x^^, 



(12) «, = i 



i (öu ffl4 — 4 ffl, % + 3 a,.^) 
{% »a — 3 a^ öi^ + 2 % a^ 

- 9 ßj »4 + 8 ßg^) 
(«, ölg — 3 Oj «6 + 2 «3 «4) 
ß^ = 2 (((g (tfl — 4 «3 ßg + 3 «/). 
Soll nun ? ein Quadrat, also etwa 
l — ^xi^ 
sein, so wird 

(13) m = («0^ ä.,;' = jt («2 «i^ + 2 «3 3^1 a.'^ + «1 a^ä^), 

und da dieser nur um einen Factor von ü verschieden sein soll, so 
muss man haben: 
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(14) «3 = 0, «4 = 0, 

wenn nicht (t, also auch m und / verschwinden sollen. 

Es hat also auch i den Factor x^^; denselben besitzt dann auch 
A, und der Ausdnick 

Bildet man nun den Ausdvuck links, so erhält man 

fi (ßg a:,* + 4 Og x^^ :e^ + 6 «4 3:1^ x^^ + 4 a^ a^j x.2^ + a^ x^*) ; 

soll dieses den Factor x^ haben, so müssen die CoefScienteii ft %, fi ctg 
verschwinden, oder, wenn l von Null verschieden sein soll: 

(15) »5 = 0, », = 0; 
daher aus (12), (14): 

(16) «, = 0. 

Bildet man nun l durch die vierte üeberschiebung von i mit f, 
so kommt 

(17) ; = - 4 ß, fl.3 x,^ + 6 «ä (% ■■^1 + 2 o,, x^ x^) , 

und damit l^x^^ werde, müssen die Bedingungen stattfinden: 

(18) ~4«,<j3 + 6«,flä = P, -12aa«g = 0. 

Aus der letzten dieser Gleichungen folgt entweder % = oder 
«3 = 0; aber anjs dem Ausdruck von a.^ in (12) folgt, dass eins das 
andere nach sich zieht, dass also zugleich 
«, = 0, «3 = 0, 
was mit der ersten Gleichung (18) wiederum (i = 0, also l = 0, 
m = giebt. 

Die Annahme, dass l ein Quadrat, ist also unmöglich, und man 
hat den Satz: 

Soll m von l nur um einen Factor verschieden 
sein, ohne ku verschwinden, so kann l kein Quadrat 

Wir können also jetzt 

(19) 1=^2 x^ x^ 

annehmen. Behalten wir Bezeichnung und Gang der obigen Unter- 
suchung bei, so findet sich erstlich durch zweite Ueberschiebuiig von 
l mit i' 

(20) m=- — 2 (ßj fl;,ä + 2 k^ ä^^ a:^ + «3 x.f) , 

also, damit in von l nur um einen constanten Factor verschieden sei: 
(;21) ßj = 0, «3=0. 
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Es enthält also i nur gerade PoteniseQ, daher ebenso A, und 
deswegen auch die Covariante {al)~ a^^. Bilden wir diese, so findet sich 

und man muss also haben: 

(22) ffl, = 0, ß, = 0. 

Bildet nmn endlich l durch vierte üeberschiebimg von i und f, 
so findet man 

i= R„ (2ß53;,a;^ + «,;3;/) + 12 a^ a^ x^ x^ + «4 Ka;,ä-i-2ß^^j3^), 
also indem man dies mit der angenommenen Form von l vergleicht: 

Hienius ergeben sich folgende zn unterscheidende Fälle: 
a) «, = 0, «^ = 0, 6a,a3 =1. 

h) «u = 0, «0 = 0, 6 «3%+ «4«, =1- 

c) «^ = 0, aj-O, a^a^+Qala^ =1. 

i?) ß|, = 0, «6 = 0, «D «5 + ß ''i «3 + «^i «1 ^ 1- 

a) In diesem Falle verschwinden alle Coefflcienten von i bis auf 
den mittleren, und da ausserdem nach (22) % und a^ verschwinden, 
so wird dies nach (12) ausgedrückt durch die Gleichungen: 

während % = f o.^ von Null verschieden ist. Es kann daher a^ nicht 
Null sein, folglich verschwinden «^ und dg, und man hat: 

(24) i^ieag^VV 

i = 32 ßjS ^^ a;^. 

6) Die Gleichungen ß„ = 0, «^ = 0, «j^-O, «0 = 0, «^=0, <t, = 
geben nach (12): 

ß, a, = 0, (t,«^ = 0, «a = K; K, = -8(J3«^. 

Wäre nun nicht a^ ~ Ü, so müsste a^ verschwinden, also auch 
«2, «4, und « würde identisch Null. Es muss also a^ — O sein, daher 
f einen dreifachen linearen Factor besitzen, was auf den Fall 1) zu- 
lückfiihrt, indem nur der besondere (in der Umkehrung des Satzes 
dort bereits vorgesehene) Fall eintritt, dass l und m mehr als einen 
linearen Factor gemein haben. 

c) Dieser Fall entsteht aas dem vorigen durch blose Vertauschung 
Ton Ä^j, x^. 



y Google 



gerader Ürdiimig mittelst (luailratiselier Cov;Lriantcn. — § (J9. 443 

rf) In diesem Falle verschwinden alle Coefficienten von f, welche 
einen geraden Indt-x haben, und die Gleichungen «j — O, «^ = siad 
voji selbst erfüllt. Man hat: 

/■= 2 iE^ a^a !3 «1 3^1* + 10 «3 a:/ x^^ + 3 «^ X* \ 
(25) ?; = — 8 «3 1 o.| X* — 2 «g iCj^ x^^ + % x/ 1 

i = 32 a, (fflg^ - a^ag) x^ x^. — 

Man kann die Eesnlfato dieser Untersuchung in folgendem Satze 
aussprechen : 

Ist m von l nur um einen coustanten Factor 
verschieden, und besitzt f^O keine dreifache Wur- 
zel, so ist 

entweder* vondeniQuadratevonJnur uro einen 
consianten Factor verschieden, und f wird durch 
Einführung derFactoren vonZ in eine quadratische 
Function ihrer Guben verwandelt*; 

oder i ist eine biquadratische Form, für welche 
l eine der aus Spaltung ihrer Oovariante T hervor- 
gehenden irrationalen Covarianten, und f ist das 
Produet von l mit einer linearen Combination der 
Form i und ihrer biquadratisehen Covariante: 

f=l{xi+XA).** 

Untersuchen wir die ümkehrungen dieser Siitze. Die Umkehrung 
des ersten lehren die Gleichungen (24): 

Ist f durch lineare Substitution als quadra- 
tische Form zweier Guben darstellbar, so ist i Null 
oder das Quadrat der Producte der Wurzeln beider 
Guben, und l Null oder bis auf eine Constante die- 
sem Producte selbst gleich. 
Was den zweiten angeht, so sind nur noch die Fälle zu unter- 
suchen , in denen eine Form vierten Grades nicht auf die Form 
i'o^i* + 6^ifl;,^3:j*+j(2 fl^* gebracht werden kann, während eine ihrer 
irrationalen quadratischen Covarianten 2 x^ x.^ wird. Im Allgemeinen 
ist dies immer möglich, und man kann, wenn man durch t eine solche 
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irrationale Covariante einer quadratischen Form tp bezeichnet, den 
Gleichungen (25) die Deutung geben, es sei f=rfp, und zugleich 
i^K(p-\- IHqi, i = ft.r. 

Hat nun zunächst 9) = zwei gleiche Wurzeln , so kann mau nach 
§ 48, dem Ausdi-ucke ip die Form geben: 

9 =P x^^ + ^i o^i ^i, 
und die quadratischen Factoren von T werden x^ x.^ und X^^. Der erste 
Fall ist im Obigen enthalten; im andern hat /'die Form 

f=x ,if, = a^x^+ Xba^x^x.^, 
daher 

j — 6 a.^x^, ? = 0, 

wo i wieder unter die Form K(p + kS.ip fallt. 

Hat ^ zwei Paar gleicher Wurzeln, ^ = r^, so sind die irrationalen 
Covarianten theils Null, tlieils bis auf einen Zahlenfaetor gleich r, 
also kann man setzen: 

f= T^ = 6 «3 X{' x^ , 
und hat: 

i — 16 a^ x^ X:/ , l = conat. x^ x.^. 

Hat ip eine dreifache Wurzel, (p—4:X^^x.^, so fuhrt H auf x^*, 
und die quadratischen irrationalen Covariantea sind sämmtlich bis auf 
numerische Faetoren gleich x,^. Man mnss also setzen : 

f=T . (p^^GüfX/'x.^, 
und findet 

i = 0, 1 = 0. 

Ist (f) endlich ein Biquadrat, so sind alle Formen r gleich Null; 
dieser Fall ist also nicht zu betrachten. 

Man kann daher die ümkehrung für den zweiten Theil des Satzes 
folgenderm aasen aussprechen; 

Ist f das Prodoct einer biquadratischen Form tp 
mit einer der irrationalen quadratischen Covarian- 
ten T-, die sich aus der Zerlegung von T<p ergeben, 
so hat i die Form xip + XJIip , l die F orm ax, wo z, A, p 
auch Null sein können. 

Die Auflösung der Gleichung /'=0 führt in diesem Falle auf die 
Lösung der biquadratischen Gleichung qf< = zurück. Aber die zu 
ihrer Lösung erforderliche cubisehe Gleichung reducirt sich hier auf 
eine quadratische und eine lineare, da von den drei Factoren von Tif 
einer bereits bekannt ist, und die Lösung von /'= erfordert daher 
überhaupt nicht die Lösung von höheren als quadratischen Gleichungen, 
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Die Untersuchung er. des vorigen Paragraphen umfassen alle 
diejenigen Falle, in welchen die typische Darstellung durch quadra- 
tische Covarianten unmöglich wird, ohne dass eine der Covarianten m, 
I, i verschwindet. Untersuchen wir nun den Charakter der Fälle, in 
denen dies eintritt. Beginnen wir mit der Untersuchung des Falles, 
wo m identisch verachwindet, wobei wir zunächst voraussetzen, dass 
l nicht Null sei. Wegen der Gleichung § 78, (2), in welcher m, q 
jetzt verschwinden, hat man nothwendig C=0, daher, wenn man in 
der letzten Gleichung § 78. (9) Ätm^O setzt, auch B~0. Damit 
aber verschwindet Äu [§ 78. (9).], und l ist also ein Quadrat, i ent- 
hält einen dreifachen linearen Factor. In der Untersuchung des 
vorigen Paragraphen für den Fall, dass l ein Quadrat, wurde aber 
geschlosseUj dass dann 1 = sei, und man hat also den Satz: 

Wenn m identisch veraehwi'ndet, so verschwin- 
det auch l. 

Gehen wir also zu dem Falle ^ = über und nehmen zunächst 
au, dass * nicht verschwinde. Nach der Gleichung 



also entweder i von A nur um einen Factor verschieden, daher i ein 
Quadrat, oder ^1 = 0, A = 0, also* ein Biquadrat, was nur ein beson- 
derer Fall des ersten ist. 

Unterscheiden wir also die Fälle: 
I) ^ = 6 a^Xi^x^^ 
2} i = aaX^*. 
1) Da l~{ai)^a^^ hier versehwinden soll, so hat man 
«2 !a^x^^ + 2 a^x^x^ + a^x^^' =0, 
also, da a^ nicht verschwinden darf: 

«3 = 0, ffls = 0, a^ = 0. 
Hierdurch reduciren sich die der Form von * wegen eintretenden 
Gleichungen 

ß^ = 0, «^ = 0, «3 = 0, «, = 
auf: 

ai,a. = 0, a,a,- = 0, 
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während 

nicht verschwinden darf. Es bleibt also nur übrig: 
«,..0, «,=.0, 

Wenn l = i) nnd i kein Biquadrat, so muss /'sich 

und umgekehrt führt diese Form immer auf ^ = 0.* 
2) In diesem Falle führt die Gleichung l={ai)*aj = <) auf 

also auf 

ß^ = 0, a^-O, a„ = 0. 

Zugleich müssen Kj, a.^, cc^, k, verschwinden, was die Bedingung 
giebt: 

Es wird also 

f^ a^ a;;" + 6 «i a:,« x^^ + 15 a^ x^"- x^. 

Wenn l verschwindet und i ein Biquadrat ist, 
so hat f einen vierfachen linearen Factor und um- 
gekehrt. 
Es bleibt nur noch der Fall zu behandeln, wo i identisch ver- 
schwindet. Dies tritt erstlich ein, wenn f eine sechste Potenz ist, 
Soll dieser Fall nicht eintreten , so hat es jedenfalls zwei verschiedene 
lineare Factoren, und indem mim solche zwei durch cEj, x^ bezeichnet, 
kann man ^1^ = 0, »^ = annehmen. Die Gleichungen, welche das 
Verschwinden der a ausdrücken, werden dann 

= 3 < -Aa.a., = 3ß/ -4«^« 

(1) =. 2 ßg »3 - 3 «1 «4 = 2 «3 a^ - 3 Og «s 

= 8 flg^ — 9 % «4 . 
Man sieht aus denselben, dass, wenn ög = 0, auch a^ und a^ 
Tersehwinden und / die Form hat: 

(2) f=Qxy{a,x*-\-a^xf). 

Ist % nicht Null, so findet man aus (1), dass dann alle anderen 
Coeificienten auch nicht verschwinden künnen; man kann sie also 
aus (1) bestimmen durch die Formeln: 

* Geometrisch: Die sechs /" repr äsen tiveiideii Punkte sind cyclisch- 
projactivisch. 
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und es wird daher 
3 
f-= = — 5 .x^{aiX^-\-a^X:^ j [a^x^ + a^x^'^—ai^x^*], 

was, wenn man eine lineare Transformation anwendet, wieder auf die 
Form (2) zurückliommt. 

Die Gleichung (2) und die Form einer sechsten Potenz umfassen 

aber genau alle Formen , welche die Covariante T einer biquadratischen 

Grundform annehmen bann. Man kann also den Satz aussprechen: 

Die Bedingung, dassi verschwinde, ist identisch 

mit der Bedingung, dass f die Covariante sechster 

Ordnung einer biquadratischen Form sei. 

Die Eigenschaften, welche die Form f in diesem Falle besitzt, 

werde ich im folgenden Paragraphen entwickeln. 

§ Hl. llntersnchuu^ einer Form scehsten Grades, welche CoTariaute 
»echsteiL Grndcs eiuer 1)iqiiaclratl sehen Form ist. 

Ea entsteht hier die Aufgabe, wenn eine Form f gegeben ist, 
welche Covariante sechsten Grades einer biquadr atisehen Form werden 
kann, die biquadratische Foi-m fp zu finden, deren Covariante T die 
gegebene Form ist. Diese Aufgabe ist nicht völlig bestimmt; denn 
genögt eine Form rp derselben, so genügt ihr auch noch die Form 

c[x<p + XH^), 
wenn x, X beliebige Parameter bezeichnen und die Consiante c nur 
passend als Function dieser Pai'ameter bestimmt wird. 

Ist zunächst f eine sechste Potenz, etwa i^J^, so muss cp einen 
dreifachen Factor jpa, haben, und es wird 

eine Lösung, wo g eine beliebige lineare Form und c nur so zu 
bestimmen ist, dass die Covariante Tif, der gegebenen Form auch 
absolut gleich wird, nicht blos bis auf einen constanten Factor. 

Ganz allgemein aber wird die Autgabe gelöst durch die Formel, 
welche in § 42. zwischen der biquadratischen Form und ihrer Oovarian- 
ten aufgestellt wiirde, und welche, wenn ip die biquadratische Form 
ist, die Gestalt annimmt: 

<p ix) .H^(y)-<p{y). 11^ {X) = 4 (xy) TJ T,/. 

Setzt mau in dieser Formel für T die gegebene Form / ein und 
betrachtet y^, y^ als constante Parameter, so giebt die Form 
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die allgemeinste lineare Combination von (p und H, und demnacli die 
allgemeinste Lösung unserer Aufgabe, wenn man nur noch die Oon- 
staote c gehörig bestimmt. Nach § 41. ist die Covai-iaute T der Form 

4 c . (xij) TJ T./ = c. [<p (x) H^ iy) ~ <p (y) S^ (x)] 
gleich 

c'.T(x) . Q [IlfW, -<p(s)] =-2»' rW T'lj), 

und also gleich T{x), wenn 

-2b'.T"(s)=-2«T(!/)-1 
gesetzt wird. Die zu f gehörige allgemeinste biquadratiKcbe Form 
ist also 

4(a;y) .aja.^ 

Der hier vorliegende Fall ist unter den in diesem und dem vori- 
gen Paragraphen behandelten auch dadurch ausgezeichnet, dass in 
ihm nicht sofort die Auflösung der Gleichung f~0 sich darbietet, 
wie dies in allen anderen Fällen geschieht. Man kann nun die Dösung 
der Gleichung /"= an die Darstellung der zugehörigen Form vierter 
Ordnung anknüpfen, indem man die Losung derselben verfolgt, also 
die zugehörige Form Hip bildet, und aus il> und if^ die drei irratio- 
nalen quadratischen Covarianten von ip zusammensetzt, welche denn 
nach der Theorie der bi quadratischen Formen zugleich die Factoren 
von f sind. 

Aber man kann zur Auflösung der Gleichung /"= in diesem 
Falle noch einen zweiten eleganteren Weg einschlagen, welcher auch 
zugleich auf eine zweite Darstellung der zu / gehörigen biquadratischen 
Form jp führt, und welcher zugleich tiefer aus der Natur der Formen 
sechster Ordnung geschöpft ist. 

Dieser zweite Weg, die Gleichung f= in diesem Falle zu lösen, 
beruht auf folgenden Betrachtungen. Ich entwickle zuerst den Ausdruck 
für d^ Quadrat der zu / gehörigen Covariante zwölfter Ordnung T, 
welche aus der ersten U eher Schiebung von f mit S entsteht. Nach 
der Formel (10) des § 35. ist demnach: 

(2) T^^- ii\p (MHJ H/ H'J -2fH .(aH'f a^' HJ '\-H'\. 

Die Darstellung der beiden Formen 

erlbrdert etwas Rechnung. Nach den Formeln des § 8. hat mau 
(31 {abfa^HJh/ = H^^ Hy^ + \ i . {xyf 

{cdfcjd/c^ä =HJH/^^^i.{xyf. 
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Setzt mau in <ler Kweiten dieser Formeln ?/|=«a, !/2~'~'^*w ^"^ 
bat man : 

{a Hf ff/ H/> = ^if+{c df {a c) {a d) . cj dj aj. 

Der zweite Theil der rechten Seite verscliwindet; denn wenn man 
darin a, c, d cyclisch vertauscht und die Summe aller entstandenen 
AnsdrGcbe bildet, erhiilt man 

ied) (flc) {ad) cj <f/ a/ \;cd) a.-, + [da) c^ + iac) d^\ = 0. 
Es ist also erstlich: 
(4) iaHfaJIiJ'' = ^if. 

Schiebt man zweitens die beiden Ausdrücke (3) zweimal über 
einander, indem man sie als Functionen der y betrachtet, so ergiebt sich : 
(5) {HH'f HJ H'/ = (a hf {c df {h c) (bä) a/ hj' cj dj~^i H. 
Im ersten Theile der rechten Seite weijdet mau nun die Identität 
3 (bc) (cd) (dl) h^ c^ d^ = {bcf dj + {cdf bj ■+■ (^dbf cj 
an, welche aus 

(bc)d, + {cd)b, + (db)e„^0 
durch Cubiren hervorgeht, und hat dann, indem man gieichwerthige 
Terme zusammenzieht: 



(6) (RSy JJJ H'J --- - -\ \2 {ahj (cd) (hef a,* h^ c/ dj 

' 14 



+ (ah)^ (_cd)* üx* ha:*Cx^dJ\ — ^ 

Jf =. (abf (cd) (bcf aj- h^ cj dj: 

In M vertauscht man h mit c, addirt den neuen Ausdruck zum 
vorigen und dividirt durch 2. D^nn wird: 

Jf = Jr (b cf a/ 6, c^ dj \ ^abf {cd) c^ - (acf (b d) &,,! , 

oder wenn man im ersten Theile rechts 

(ab) Cx = (ac) b^ — (bc) a^ 
setzt : 

- ^ (öc)ä «/ bx Cr d/ \(ac) b.^ [(ah) (cd)-{ac) (bdj] - (ab) {cd){bc) a^] 
■^ — \ {bcY a^^b^ Cx dj' \(ac) (ad &^ + (ff6) (cd)axl 

wo 

P^ihcYiac) (ad) ajbjddj' 
Q = (b cf (a h) (c d) aj 6, c. dj: 

ClebEi:i>, Theorin dor Mnären algabc, EorniDn. '29 
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Li P lüiiiii mau das Symbol vou 

eiiifülireu und erhält 

= 1 aj djr^ {ad) [(ai) dx — {dija^ ij = ^ Hi. 
Um Q zu bilden, gebt man von der au3 den Gleichungen des 
§ 8. folgenden Formel aus: 

{hcf &j l,j c,T c,j = ij i/ — I J, . (xy'f, 
verwandelt sie zunächst iu 

{l cY l^ c^ hy c, = i.^^ i,jü~\A {xy) (xß) , 
und sotzt dann )/i =na, «/ä = ~ "^i' ■^i — "^ai ^i'=~di- Ma,u erhält dann: 
Q = -iJ{id){id) aj' d^^ + lÄp 
^lAf^-ii/aJäJ'HiafdJ+{idyaJ—(nd}HJ\ 

Demnadi hat man nun: 

12 + 2 2 ' 
lind also aus (6) den gesuchten Ausdruck: 

(7) {HWf BJ H','-^^,Af'-ipf- A Ul 

Die Gleichung (4) aber verwandelt sieh mit Hilfe von (4) und (7) 
in die Relation : 

(8) T'=-iii,Af'-ipr'-iiBr+ii't 

In dem vorliegenden Falle nun, wo i identisch verschwindet, 
wird damit auch ^ = (ß*)^s/CTi* identisch Kuli, und es bleibt also 
die Gleichung: 

Da nun, wie leicht zu sehen, hier f, S und T keinen Factor 
gemein haben, so folgt, dass die beiden Factoren der linken Seite 

+ 6 "' 6 

vollständige Guben biquadratischer Formen sein iniissen; man kann 
also solche biquadratische Ausdrürjie u, v bestimmen, dass 

H=-2ua. 
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Auch u und v köuneu keinen Factor f^emein haben, da T und fkai- 
ueu gemeinschaftlichen Factor besitzen; bildet man also die Gleichung 

so folgt, dass die bi quadratischen Formen 

ti — v, ii—tv, U~E^V 
die Quadrate von quadratischen Formen, den Factoren von /' sind. 
Man kann daher die Lösung der Gleichung f= in folgenden Satz 
en , indem mau die Werthe von m und v aus (10) einführt ; 
Die Form /' zerfällt (abgesehen von einem con- 
stanten Factor) in die drei quadratischen Factoren, 
welche man aus dem Ausdrucke 

erhilii wenn man darin für t die drei dritten Wur- 



§ ild. Typische Davstellung; der Form seclister Ordnung, wciin B nicht 
V eis cb wind et. 

Ich gehe jetzt dazu Über, die typische Darstellung für diejenigen 
Fälle zu entwickeln, in denen sie möglich ist. Dabei sind zwei Falle 
zu unterscheiden, je nachdem E von Null verschieden ist oder nicht. 
Beginnen wir mit ersterem. 

Wenn R nicht verschwindet, so kann man in den Formeln des 
■§ 103. L, M; N durch /, m, n ersetzen; der dort durch B bezeichnete 
Nenner wird gleich R, und indem man die Bezeichnungen 
l = (mn) m^nx 
iV) [i = (nl}n:,L 

beibehält, wird nach § 103. (15j: 

(2) W f= ß,„ P + 3 fl„2 1^ n + 3 a,i3 A^ f + 3 a^^ Ip? + Qa^^^Xfi.v 

+ 3 fl,3s A fS + 0^3^ II» -^d ff^j p^v + 3 «333 fi v^ + «aaa v', 
wo die Coefficienten durch die symbolischen Gleichungen 
a^^^^{aVf{aVf{al"f _ ai^ = {anif {amy {am'y 
aii.j = {al)^{alf{am^) ' ags^ = lamy{amy{anY 
fl^jg = {alf {aVf {any a^^^^ ■-= (amy{amylalf 
(3) a^ = (any [any {a»"y 

a^i^=-(anY(any{amf 
aj23 = {aiy {amy(any 

29* 
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definirt sind, und l, m, n mit k, jt, v durch die Gleichungen zu- 
sammen hü n gen [vgl. § 58. (7), (11)]t 

lim ^ A^i i.-{-A„„„{i^A„.„ V 

Bn =-A„i l + A„„, n + A,,^ V 

ll-\-'ni\s.-'rnv^-- 0. 

Um die Coefficienteu anh 2« berechnen, gehe ich von den Aus- 
drücken der drei Co Varianten 

(a!)><.,*, (om)'o/, (ii«)'o/ 
am. Saoli § 109. (6), (7) hat man 



(») 



(o<») «-*= 5 + i i 



Um den Ausdruck der dritten Covariante zu ßudeii, schieüe ich 
zunächst i zweimal über die zweite Gleichung (5) und erhalte links 
die Form {a^{aifi^ (ij-^ rechts wird aus i jetzt A, aus A wird 

[vgl. § 40. (8)] -^\ endlich ist, wenn l^^ifj- gesetzt wird, nach § S.: 

{.' !',' = f»' T,' + 1 All (x>if, 
und daher die zweite Ueberschiebung von i über Tf: 

i<piri^^<p,^^iü}HJ.l^^Ait.i=--ml~iAni. 
Daher ist endlich 

oder wenn man für A/i seinen Werth aus § 78. eiaftihrfc: 

(6) (»»)'(»o'«^i.-=^F^+=|'. 

Der gesuchte Ausdruck ist 

(any a/= (aiy (imf aj; 
also wenn man hiervon die Gleichung (6) abzieht: 

{any a^^ = g + "2" + ^^^^ "" ''^^'"^ ''" ~ "^^ "*^ *" !' 

Der letzte Theil rechts ist gleich: 
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Aber wegen der identischen G-leicliuiig (§ 76., Siitz 1.) 

(«O'«-''— 

ist auch, indem man dies einmal über i schiebt; 

(cii)' [«.' (mi) + 3«.' («io) y »..»,0, 
und man kann dalitir für obigen Ausdruck setzen; 



und man hat also die drei analog'en Darstellungen; 



(7) (oi»)'a/ 






Um diese Formeln imwenden zu können, bildet man ihre zweiten 
Pükren. Es ist mich einer oft angewandten Formel: 

(8) AJA,/~(nfi.H;/--!,S.ixs)\ 
ferner nach dem Obiyen, wenn 913-'' = ?'^: 

(9) <p/ 9/ = '-' V - i ^'i i^yf, 

endlich wenn man diese für jede quadratische Form l giltige Forme! 
nach den Coefflcienten von l diiferenKirt und mit denen von m raul- 
tipHeirt und tl!~ml setzt: 

(10) i'Ji',/=H»^-'V+<-i-')-i^-'i^yy- 

Die Gleichungen (7) führen daher mit Hilfe von (8), (9), (10) 
auf die Gleichungen : 

{al}^ aj a,ß — 2 {Uy ij' ('./ — ^B {xyf + -^ ^ . i^^ «/ 

(a m)- aj a,/ = -g- ij V + "g" (" > t-^ * » 9" (^ W 
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Setzt man bierin statt x^ und —a:^, statt ^|^ und — j/g in allen 
CombinationeD die Werthepaare /^, ^; «Jj, MJ^; n^, n^, so findet man 
die gesuchten zehn Coefficienten. Doch ist es zweckmüssiger , zunächst 
nur für die y jene Werthe zu setzen, und auf diese Weise zunächst 
die Forrceln abzuleiten, welche die sechs quadratischen Covarianten 

{alf {a'lf aj , {alf{am)'a,' etc. 

(und zwar ohne Nenner) linear durch /, m, n ausdrücken. Man bat 
dann nur zn beachten, dass 

(im)'[ilfl.' = >.'(inf = q = );Bm+ \Cl \% 78. (2)| 
{in)' (ii)' »V = i.' (•«)' = lBn + iC m, 



Ar. 



3 

jB" 2C^ AÄBC 
3 "•' 3 + & "■ 



Auf diese Weise erhält man; 
(oi)' («i')'' «..' = -?|^i + y » + 2» 
{alfiamy o-J = -^ 2 + -g- «» + -g- w 



,,„, , ,, ,. , (B' , iAC'., C , B 
(12) (o«i,'(<n»|V</» (^-j- + —^j '- 5 '" + 3 '' 

C<niO'(on)'<i,'= (^-jj- + 2 j ' ■•■ IT''' T"j 

(»••' f"") «' - It + T + — !l-.)' + (2 -TS-j 



-(^- + ^^'). 



Vti 



Es ist sehr leicht, hieraus die Coefficienten aitn abzuleiten. In 
der That aber genügen die Ausdrücke (12) selbst bereits vollkommen 
für die typische Darstellung. Denn multiplieirt man dieselben der 
Reibe nach mit 

P, 2ylft, 2kv, 11^, 2,af, v' 
und addirt, so erhält man rechte 

a,' [(alf X + (am)' ji + (an,' v} [(at)' >. + {am') (i« + (ii»')« »], 
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was nach § 58. (10) gleich E^ .aj = B^ .f ist Bezeichnet man also 
die sechs in l, m, n linearen Ausdrücke (12) durch 

•Pll, fpC-> Vlx^ 'P""»! <P-""i 9'-'>, 

KO ist 

(1?,) R^ .f= <pii P + 2 <p,^ lii + 2 <p,„ Iv + tp,.„„ (1^ + 2 (p„„. itv + <p,.„ v^; 
und 63 tritt auch ein weiterer Nenner nicht auf, wenn man A, [i, v 
durch l, m, n ausdrückt, da die Quadrate und Producte von -t, fi, v 
durch ?,, m, n ohne Nenner darstellbar sind, wie die Formel (3) des 
§ 58. lehrt. Mit Bezug auf diese Forme! bann man die Gleichung (13) 
durch den folgenden Satz ersetzen: 

Man erhält E^ . f durch l, m, n ausged rückt, wenn 
man in dem Ausdrucke 



Ä„ 


Ä,. 


Äu 


l 11 


Ä., 


A..„ 


A„ 


m V 


A„ 


Ä.,. 


Ä„ 


'n III 


l 

u 


'" 


n 







die Quadrate und Producte f 
sechs Ausdrucke (I2j ersetzt. 



§ 113. Fall, HO Ji verschwindet. 

Wenn Ji = 0, so kann man AuA„,,„ — A^^i als von Null ver- 
schieden voraussetzen; denn wenn jener Ausdruck, die E.esul taute von 
m und l, zugleich mit E verschwindet, so haben nach § 109. die 
Formen l, m, n einen gemeinsamen Factor, wenn nicht selbst eine 
oder mehrere von ihnen identisch verschwinden, Fälle, in welchen 
eine solche typische Darstellung nicht mehr möglieh wird. 

Setzen wir also i2 = 0, aber ÄiiA„i„, — Ä^„,! als von Null ver- 
schieden voraus, und führen daher als Grundlage der typischen Dar 
Stellung die Covarianten ?, m und 

v = (Im) l^ w,x 
ein. Nach § 104. (3) wird der typische Ausdruck von f dann: 
{AuA„„„-Ah..y.f= 
^^-' *f\ \{oJ'^f {lA,,,,„~m Ai^) + {am'-^y)'' i^nAu-lA.^i') + 2{av^'^f v\, 

während 

(2j r^ = - ||^„, „Ja _ 2 A^i m l + Atim^l 

Bemerken wir nun, dass die beiden Seiten der Gleichung (1) von 
ungeradem Grade sind, ebenso wie l, m, während v v 



y Google 



456 Neunter Abscliaiti TypiEote Daistellung der Formen 

Grade ist. Daher müssen die Coefficienten von l^v, Imv , m^v, v^ 
nothwentiig Invarianten ungeraden Grades sein. Aber anter den Fun- 
damentalinvarianten ist nur eine von ungeradem Gerade, nämlich B, 
Jene Coefficienten müssen also .R als Factor besitzen, mithin in dem 
vorliegenden Falle verschwinden. Und so kann man an Stelle der 
Gleicbnng (1) die folgende setzen, in welcher der Werth von v^, sowie 
der entsprechende aus (2) folgende Werth von (avfiav'f bereits 
eingetragen ist: 
(.3) \AuA,„^-Ah..f.f 

= n' \{aP'f q.A,„^-~ m At„) + (aml''>y {mA,i - IA^,)\ 
+ 5\A„,„l^—2A^iml+Aiini^l 

■ U„,.,(»0 («0' - 2A„a(aiy (amf + Au (amf {amyi 
.\{aVyilA^,„-mAi„.) + (am'yimAii-lA.,.i)i. 
Diese Gleichung zeigt erstlich, dass in diesem Falle ferne aibiscbe 
Form von l und m allein ist; zweitens, dasa in den Coefficienten nur 
noch die vier Ausdrücke zu bestimmen bleiben, welche aus symbo- 
lischen Faetoren (m^'")^, («m'")* zusammengesetzt sind, nad welche 
i Paragraphen durch 



bezeichnet wurden. Man erhält dieselben aus den Gleichungen (12j 
des vorigen Paragraphen: 



2Ji 


.„4, 


i,..+-2Ä,, 




2jS 

^ 3 


J.i+'^Ä.., + 2Ä„ 


„ 


-¥-" 


4.,. 


.P. 




^¥-. 


„.f... 


+ 4a,. 




-(?- 


i^)Ä. 


,-§.„. 


+ 1 



/B" 4,AC\ , C , , B , 



Der zuerst erwähnte Umstand giebt die "Lösung der Gleichung 
sechster Ordnung f—0, wenn ihre Invariante Ü verschwindet. Be- 
zeichnen wir den rechten Theil der Gleichung (3) durch fp{l,m^, so 
können wir tblgeudeu Satz aussprechen; 

Die Gleichung /"=■() ist algebraisch lösbar, so- 
bald ihre Invariante R verschwindet, und zwar 
geht sie dann durch die Substitution 
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gerader OrdnuBg Biittelst qiiadratiächer Covarianten. — § 113. 457 

(4) ^ . = = 

in die cubischü Gleichung 

über. 
Hat man diese Gleichung gelost, so bestimnat jeder Werth von z 
zwei Werth Systeme at,, x^- Man findet diese, indem man die Gleich- 
ung (2) zu Hilfe nimmt. Indem man in dieser l = mz setzt, hat man 
nun die beiden Gleichungen 



aus welchen die Verhältnis se x^:XiX^:x^ sich linear bestimmen. Die 
beiden versehie^äenen Werthsysteme, welche demselben s zngehören, 
sind durch das Vorzeichen der Quadratwurzel unterschieden. 

Die geometrische Bedeutung dieses Falles ist sehr einfach. Da 
l und m der Voraussetzung . nach keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, so kann man nach § 57. zwei lineave Ausdrücke finden,- aus 
deren Quadraten sieh l und m hnear zusammensetzen; es sind dies 
keine andern, als die Factoren von v. Aber dsrnn gehen auch die 
drei linearen Factoren von qj {l, m) in Aggregate (derselben Quadrate 
über, und man kann sie durch 

Qm^ — eP, Q'm^ — g'F, ^"m^ — s"V 
darstellen. Mit andern Worten : die drei linearen Factoren von<p(l,m) 
liefern Elementepaare einer Involution, und man hat den Satz: 

Wenn i? = 0, ohne dass m, ^ einen linearen Factor 
gemein haben, so entsprechen der Gleichung / = 
drei Elementepaare einer Involution.* 
Dieser Satz lässt sich umkehren. Wenn die Wurzeln von f=0 
drei Elementepaaren einer Involution entsprechen, so braucht man 
nur die Doppelelemente der letzteren zu Grunde zu legen, um der 
Function f eine Form zu geben, in welcher alle Coefficienten unge- 
rader Potenzen verschwinden. Dann enthalt aher auch i nur gerade 
Potenzen, daher auch l, m, n. Es müssen also l, m, n die Formen 
annehmen ; 

l =\ V + ^ä V 

m = mj x^ + % x^ 

« = Kj X^ + «a X^, 

und die Determinante U ihrer Coefficienten verschwindet also, wie 



* Siehe Salmon, Lei 
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§ 1J4. Di« Slodiiliirgleichiiii^ filr die Trnnsfoimation fünfter Ordnung: der 
elliptischen Fnuclioncii. 

In einem ganz aiiderii Sinn> als bei dem Verschwinden von B, 
bann man diejenigen Gleichungen sechsten Grades als auflösbar be- 
zeichnen, in welchen gleichzeitig die Invarianten A und C verschwin- 
den. Diese lassen sich nänilich durch eine lineare Substitution in die 
Modulargleichiing für die Transformation fünfter Ordnung der ellip- 
tischen Functionen überführen, und der zugehörige Modul der ellip- 
tischen Functionen wird durch eine reciproke bi quadratische Gleichung 
bestimmt. Da andererseits in der Theorie der elliptischen Functionen 
die Lösung der Modulargleichung durch einfache transcendente Mittel 
gelehrt wird, so ist die Lösung der angegebenen Classe von Gleich- 
ungen sechsten Grades, wenn auch nicht mehr durch ausschliesslich 
algebraische Mittel, dadurch gegeben. 

Die betreffende Modulargleichung ist nach Jacobi, Fund. S. 27: 

wenn x = tc' der ursprüngliche, ^ ^ v* der transformirte Modul ist. 
Diese Gleichung aber geht durch die lineare Substitution 



(2) 



s-l-ji 



1-M*S' 

wie eine klcioc Eüchnung lehrt, in die Form über: 
wo 

(^) -^(Sf 

der einzige iiiciit numerische Coefficient der Gleichung ist. 
Setzen wir 

(6) .=A, 

wo I, )? lineare Functionen von 3;^, x^ sein sollen, deren Determi- 
nante durch r bezeichnet werden mag, so nimmt die Gleichung (3) 
auch die Gestalt an; 

und (p ist dabei dje homogene Function sechster Ordnung: 

(7) gj = l"^ -I- 5 1* f + lö^^-ri^ — ift^Tj^ — b f. 

Bildet man nun die Covarianten und Invarianten von/*, so erhält 
man sogleich: 



•= Vgl. Goi-dtin, Aiinali, Ser. IL t. IL; Jouljui-t, Comptes Eiiiidus, 1867. 
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daher, ah TiivariLmten von i: 



C = 0. 
Durch die vierte ü eher Schiebung von l mit /' findet man weiter 

(10) i = -|if.r-<, 

sodann, indem man diese Form und die folgende mit i combinirtr 

l» = -|-JJC2P-c6'i-2'i')-'-' 



(11) 



B>, 



und liieraus ergeben sicli weiter die Invarianten: 

(l^J -"-16* ' -"- 48 ' • 

sowie die Oovariante 

(13) » = («o»-t = -giil.<'-'. 

Es erheUt hieraus (Jie charakteristische Eigenschaft der Moduliir- 
gleichung, dass ihre Invarianten Auni C verschwinden. Man 
ist daher im Stande, gemäss den Principien des § 103. (deren Anwen- 
dung sich indeas hier sehr vereinfacht) jede Gleichung sechsten Gra- 
des, bei welclier die Invarianten A und C versehwinden, in die Fonu 
(3) oder (6) zu bringen. In der That, ist /* irgend eine Form, welche 
diese Eigenschaft hat, und bezeichnet man durch obere Striche die 
aus ihr abgeleiteten Formen, so hat man, unter der Voraussetzung, 
dass dieselbe durch eine lineare Substitution mit der Determinante r 
in <p(^, tj) übergehe, nach dem Vorigen die Gleichungen: 
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oder man hat 

,_ W 

' ~ WD 

^_ 48Ji 

1- ]H 

Die letzte Formel giebt eine lineare Substitution, da l und i^, 
sobald ^ = 0, C = 0, atets einen Factor gemein baben. Es ist näm- 
lich die Resultante von # und Z nach der Bezeichnung des § 58. : 
Ds,fD„~D,? 

Nua ist D^i gleich Null, weil ■& eine Functionaldeterminaiite und l 
eine ihrer eonsti tili reu den Functionen ist (vgl. § 58.); und nach 
§ 78. (9) wird 

also Null, weil A und C verschwinden. So ist also die Beaaltante 
von & und l gleich Null, und diese Formen haben einen gemein- 
samen Factor, nach dessen Entfernung die letzte Formel (1.5) rechts 
in Zähler und Nenner linear ist. 

Die Formel für y hängt von r'^ ah, während nur r^ völlig, r^ 

nur bis auf das Vorzeichen bestimmt ist. Geht man von einem 
Vorzeichen von r* zum entgegengesetzten über, so ändert sich nach 
der zweiten Formel (15) auch das Zeichen von (x. Das Quadrat dieser 
letztern Grösse ist wiederum völlig bestimmt; und zwar auf doppelte 
Weise, Aus (15} erhält man 

3_48ä^^_ 144 Ä^ 

dagegen aus (9): 

^' = 327^-10 = ^^-16. 
Die Vergleichung beider Ausdrücke giebt 

dies ist nichts anderes als die Form, welche die Identität § 78. (10) 
annimmt, wenn A und C verschwinden. 

Durch die Gleichungen (15) sind also — und (i bis auf ein ge- 
meinsames Vorzeichen bestimmt. Dass es auf dieses nicht ankommt, 
sieht man aus der Gleichung (7), welche sich nicht ändert, wenn man 
11 und fi zugleich das Zeichen wechseln lässt. Setaen wir also 



y Google 



gerader üntniing.mittelEt qiiadrati scher Govariaiiten. — § 114. 461 

(16) r3 = £L=, 

wo das Vorzeichen der Wurzel irgendwie bestimmt sein mag. Es 
wird dann 

1J'^_ 

*■ -* 7, _ iy^BD 

Dieae Substitution führt zu der Form (7). Will man zu der Mo- 
dulargleichung selbst übergehen, so muss man daher die Substitution 
Ij/^BB ^ vu^ + u 
2 ■& v-u^ 

anwenden. Die Grösse %i bestimmt sich, da m*— k, aus der Gleich- 
uug (4): 



(18) 



(19) 



1-6^M-J£* „ _ 12.R 
x.l-K^ '~^~B^y~BB' 
und man erhalt 16 verschiedene Substitutionen (18), indem man die 
vier Wurzeln x der Gleichung (19), und die vier aiis jeder derselben 

flies sen d en Werthe der Grösse m = )/)( anwendet. 

Nachdem auf diese Weise die Form f in die Form der Müdular- 
gleicliung gebracht ist, kommt auch ihre Auflösung auf die der Mo- 
dul ar gl eich ung zurück. Denkt man sich v der Theorie der ellip- 
tischen Functionen gemäss bestimmt, so giebt die Gleichung (18) die 
Wurzeln der Gleichung /=0 auf lineare Weise. Die Grösse m war 
dabei nur bis auf eine vierte Wurzel der Einheit bestimmt; aber 
wenn man m um eine solche, e, ändert, so muss in Folge der Gleich- 
ung (1) auch V um £ geändert werden, und die rpchte Seite der 
Gleichung (19) erfährt keine Modification. 

Ebenso wenig wird die Auflösung geändert, wenn man an Stelle 
einer Wurzel x der Gleichung (18) eine der drei anderen treten lasst. 
Ist nämlich x eine Wurzel jener Gleichung, so sind die drei anderen: 

___A __1— K ^l + J« 

Es treten also, wenn man eine dieser Wurzeln statt jt einführt, 
an Stelle von u die Grössen 

.=7/11, u, = i/^^^ n, = T/'^ 

Zugleich aber sind dann an Stelle der Wurzeln v der Modular- 
gleichung in (19) die Ausdrücke zu setzen: 
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_ (l + ««,)ll-(«-» ,)„ _ (! + ««,) .l-(.-«.)M 

''•"-"■{l+«».).. + («-«,)«' "^ "'(l+«x,)«+(»-=<,)r' 

(! + ««>-( «-«,)» 

«■^"'(l + «,,)« + («-«,).' 

wodurch die Modulargleichung befriedigt wird, indem nicM blos ft, 

soaderu aiicli s seinen Werth beibehält, und also auch die Lösung 

(18) unserer Gleichung sechsten Grades ungeändert bleibt. 



§ 115. Die Gleiüliujig für den Multiplicntor der Triinsfonitatiun fünftel' 
Ordunng' der eUiptisclieii Function. 

Eine andere Classe von Gleichungen sechsten Grades, welche mit 
Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen lösbar sind, erhält man 
durch Betrachtung des dem Modul X entsprechenden Multiplicators. 
Ist in Folge einer der im Vorigen benutzten Transformationen fünfter 
Ordnung 

dy _ 1 dx 

}/l~lf:\~- Aä ?/ "" Jtf V 1 - ^ ■ 1^"«^' ' 

so hat man M— — ; ^ . Dieser Zusammenhang von M mit v 

ist kein linearer mehr, und daher genügt M einer Gleichung sechsten 
Grades mit In Varianten eigensehaffcen, welche von denen der Gleichung 
für V verschieden sind. 

Wie Hr. Brioschi gezeigt hat, wird die Gleichung für 

die folgende**: 

(1) ^-As^-^ 256 X« yJ^ (^+ 1) = 0, (^£'3 ^ 1 _ jj2,_ 

Das Charakteristische dieser Gleichung ist zunächst, dass die drei 
mittleren Glieder fehlen. Setzt man aber 

(2, . = ,1, 

multiplieirfc noch mit einer beliebigen Constante, und setzt die Gleich- 
ung in der Form an: 

(3) a^^' + Qa,V7, + Qa^lrf+<^,n' = ^, 

so bleibt zwischen Wp, »j, a^, «g die eine Relation bestehen: 

(4) a^a^ + ^a^a^ = 0, 
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govadoi' Ürdiiung mittelst c(nEiclratisehei* Covaniintcn. — §g 1 
und uni (3) in (1) überKufüliren , hiit man die Gleiclmiigi 









128 

"■=ir <■''■'« 








(f, = 266(1 «■«■•. 


Mai 


1 fiudel d. 


raus, 


die Gleichung (4) vorausgesetzt, 


(ä) 




c- 


3<j,' 324 o,« 



aus welcher letztem Gleichung sich mit Hilfe einer quadratischen 
Gleichung m^ ergiebt. 

Um nun aber weiter den allgemeinen Charakter der Gleichnngen 
zu uutersuchen, welche die Form (3) annehmen können, bilde ich die 
Invarianten derselben, indem ich £, ij ala lineare Functionen von x^, x^ 
betrachte, deren Determinante gleich 1 sein mag. Die letztere An- 
nahme ist gestattet, da die Veränderung von | und 7] um constante 
Factoren nur durch eine Veränderung der Coustanten a bedingt wird. 
Ja, von diesen letzteren ist noch eine willkürlich ; man kann, wie weiter- 
hin geschehen soll, zwischen den a eine beliebige Relation fest- 
setzen, wenn dieselbe nur nicht ausschliesslich von den Producten 
a„ «g und a^a^ abhängt, deren WerthverhÜltniss allerdings durch die 
vorige Annahme festgelegt wird. 

Man hat nun zimächst, wenn 



gesetzt wird ; 

(6) yl = ä(a„(i,-0«,%)=10ß, « = 
sodann 

(7) i = i li (4 «„ «, i^ -I- 2 a, «, i jj -(- 4 fl, a, rj') , 



10' 



(8) B=Ua% 6'-= -18 a'. 

Hieraus folgen sofort die Invariantenrelationen 

(9) ^=Ä^^ c'=~A^v 



"50 



500 



welche den Charakter der Gleichung bezeichnen. 
Weiter wird 

l = _ 4 («u a-^ 7f + a,. ö,2 18) 

wo (5 den Ausdruck 



(10) 
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Verbesserungen. 



S. al, Z. 16 y. n. sfeitt „einen ihrer" lies: „seien ihre". 

Fi. 161, Z. 4, Von hier bis zum Ende des Paragraphen leae n 



Im ersten Falle muse iilso | S negativ, 4 ü' — 5 /' positiv 



t entweder H bei beliebige) 
legativ, iiHil zugleich imme 

Ä'-l-r positiv; dann hat f lauter reelle Wurzeln 
oder die Wurzeln der Gleichung f=0 sind slimmtlicl 
imaginär. 
m, Z. ö und Z. 8 «. 0. und S. 223, Z. 13 v. u, sind die Ä enthaltenden Term. 
immer mit dem entgegengesetzten Zeichen zu versehen. 
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